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-时间序列分析的小波方法 

时 间序列 分析是用随机过程邱•论和数邱统汁卞的方法，研究随机数据序列所遵从 
的统计规律， 用丁解 决科研、工程技术、金融及经济等诸多领域内的实际 H 题。 

本书是-本山浅人深的小波分析味沦，介绗 r 褡 f •小波的时问序列统计分析。实 
践中的离散时问技术足本 I •:;的论述屯点，卜 ij 时对理解和玄现离散小波变换将涉及的 
诸多原理勺兑法也进行 HY ; 细的 描述。 

本书网坫 ( http :// www . staff . washington . edu / dbp / wmtsa . html ) 打所川时叫疗:列与小’ 
波的 M 料，并可以得到用 S_Plus 和 K 他语 RK •发软件的仿 怠等。 
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本书详细地介绍了小波方法在时间序列分析中的应用，图例丰富，语言简明易懂，论述 
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译者序 


200] 年底，我在小波网上看到过这本书的简介，但始终没有见到它，2004 
年，机械工业出版社遨请我翻译这本书，由于有久别重逢的感觉，所以毅然 
接受. 

本书是剑桥大学出版社于2000年出版的为研究生课程写的一本教材，书中 
有许多内容是作者长期研究的结果.本书的最大特点就是把一元离散小波变换进 
行演绎，在离散时间上与应用十分广泛的时间序列分析有机地结 合在- 起，这是 
小波分析应用的一种创造性尝试，可以看作是小波应用于实际的一个 典范. 

自己与本书作者从未谋面，但本书的写作手法无疑会给从事小波分析应用研 
究的人们一种全新的感觉.书中把小波分析中的离散小波变换和离散小波包变换 
以及它们的变形应用于时间序列的分析，定位准确、分析细致、论述充分、说服 
力强，尤其值得肯定的是本书对实际例+的分析，真正在理论和实践之间架起了 
一座桥梁. 

本书还是 A 我包容的，对应用所需的离散小波变换、离散小波包变换、多分 
辨分析、统计与随机过程简介等都有详细的讲述，另外书中还配备了帮助进一步 
理解的嵌入练习以及章后练习. 

本书可作为理工科研究生（包括硕士生和博 士生） 学习小波分析与应用的教 
材，也适合希望研究小波分析应用的研究者，特别适合统计、电子工程、物理 
学、地球物理学、天文学、海洋学以及其他物理学科的研究者.对于小波分析理 
论与算法的研究者来说，研读本书必会对以后的研究工作带来许多好处. 

本书由于篇幅大，所以翻译时由王郑耀（第1、7章）、仝黎(第2、3章）、郭 
潇湧（第4章）、周筲芹(第5、6章>、郭丽娜（第8章）、徐亮 （ 第9章）、孙传姣 
(第10章）、吴梦秋（第11章）、谭小龙（附录）对各章先进行初译，然后由我反复 
改过三次.尤其是谭小龙，除初译外，还做 T 许多修改打印等方面的工作，在这 
里向他们表示感谢.本书我们采用直译，以保持原书的特有风格.虽然本书的翻 
译花费 r 大童心 血，但还是会出现错误 • 希望广大读者不吝指正， 


程正兴 

于西安交通大学理学院 
2005 年 5 月 



近 介 年来人们对小波的兴趣急剧增加，涉及的领域包括数学、物理学、电子 


丁.程以及其他学科.结果是，小波方法在诸如微分方程、图像处理和统计等不同 
的领域中具有觅耍的影响.本书是离散时间序列分析中有关小波分析及其应用的 
一个导引，这邱时间序列是自然科学中需要的典型序列.而我们全面介绍作为离 
散小波变换 （ DWT ) 后盾的基本理论，目的是在理论与实践之间架起一座桥梁. 
本书的主要内容 包括： 

• 以实践的术语强调离散小波变换的实际含义. 

•喊示离散小波变换如何用于产生时间序列分析学家需要的信息描述统计. 

• i 寸论随机模型如何用于评估由离散小波变换计算的量的统计性质. 

•提供自然科学中有代表性的时间序列的小波分析的大景例子. 

到现在为止，关于小波的大多数书籍都是按照连续函数来展开描述的，并旦 
常常介绍给读者过多的不同类型的小波.而本书则通过标准的滤波和矩阵变换的 
思想 • 在离散时间 h 汫述小波方法.为避免读者负担 过重， 本书总是集中于 
D aU Wchi eS n 992) 描述的小波滤波器类上，这个小波滤波器类对于统计的应用特 
别方 便和 有用； 然而， 通过研究 Daubechies 小波类，读者可以很好地理解其他 
感兴趣的小 波类. 为了教学的目的.事实上本书在开头 （ 第1章）和结束（第11 
幸）都讨论连续的情形.这种方式允许我们一开始从历史视角激发好的思想，然 
后在最后把离敗分析中的思想结合到连续时间小波分析中的一些已知结果中. 

在本书中较早叙述的论题(第4、5章）包括离散小波变换 （ DWT ) 和极大重叠 
离散小波变换 （ MODWT ), 而极大重叠离散小波变换吋以认为是具有吸引人的性 
质的离散小波变换的推广.总的来肴，这两章强调了汁算离散小波变换和极大重 
裨离散小波变换的算法，以及这些变换如何用于提供时间序列的信息描述统汁. 
特別地，两个变换都导致 了时间 序列的抽样方差基于尺度的分解，以及基于尺度 
的加件分解（称之为多分辨分析）.离散小波变换和极大重叠离散小波变换的推广 
(即义献中所称的“小波包”变换）和时间序列经由匹配追踪的分解，是第 6 章的主 
题. 4:本朽的第二部分，我们把这些变换与随机模型结合起来，以提出时间序列 
分析的基 f 小波的统计推断.书中这部分涉及的特定主题包括： 

•小波方差，它提供了一个基于尺度的方差分析，与传统的基于 频字的 谱分 
析互补（第8章）. 

• “长 id 忆过程”（即具有慢速衰减相关的过程）的分析和综合 （第 9 章） ■ 

• 经由“阈值”和“去噪”的信号估计(第10章）. 

本15的写作方式是“由基础一层一层上升” （由 浅人 深）. 我们试图使本书尽可 
能 iii •料我包容的（为此，第2、3、7章分别包括回顾傅里叶理论和滤波理论；时 
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间序列的规范正交变换中的关键思想；涉及随机变 M 和随机过程的逭要概念>. 
因此，本书适用于优秀的大学本科生，但主要是为研究生以及统计学、电〒 • 「 
程、物理学、地球物理学、天文学、海洋学等其他自然科学的研究者写的.具有 
较强数学基础的读者可以快速阅读第2、3章.具有离散小波变换知识的读者可 
以利用第4、5章各节后的关键结论和定义来确定需要 f ： 握的内容.木书的草稿 
在华盛顿大学用作研究生课程的教科书已经五年了，但是我们还是设计它是自学 
参考书而包含嵌人到各章中的大量练习（特别是第2章到第 5 章），而在附录屮提 
供了解答. 嵌人练习的 n 的是方便读者逐步理解书中内容.为了作为教科书使 
用，我们在各章的最后还提供了附加的练习（如果讲授者希筚得到练习解答指导， 
可按照下面的网址进行查找）. 

在第4、5章描述的时间序列的小波分析能够容易地实现对于计算离散小波 
变换和极大里•叠离散小波变换（及其逆）的基本算法.而这些算法能够攻接和容易 
地使用 4. 6节与 5. 5节的评论和扩展中的伪代码进行编写，可以通过本书网站链 
接到现有的 S . Pliis 和 Lisp 中的 软件. 本书网站是 

http ： /,/ www . staff . Washington, edu / dbp / wmtsa . html 

(另外，读者可以进人剑桥大学出版社网站，现在是 http :// www . cup . 

然后搜索本书. ） 读者还可以通过这个网站得到勘误表、更新的参考文献等附加材 
料.另外，读者可以通过该网站下载各种滤波器系数（如 4.8 节和 4 .9节 i 、] •论 
的）、 书中作为例子使用的所有时间序列的值和一些能够用了•检验计算机编們的 
计算的值.为了方便教学和研讨班课程，网站还包括书屮所有图表的 I >r )F 义件 
(清注意，这些图表的版权属于剑桥大学出版社，未经许可，不允许进-步分发 
或使用）. 

本书是使用 Donald Knuth 的优秀排版系统¥进行排 版的. 书中的插阁使用 
W . Hess (感谢他多年来的支持）创建的（】凡绘图系统或 S Plus 绘制而成 ， S 
Plus 是 J . Chambers 与合作者开发并由 MathSoft 公司推向市场的 S 访言 的商、 Ik . 
版.对于各种例了-和阁形的完成必须使用的计算技术是 S plus 或者 1> 1 1 ^私 ( 交订 
式时间序列和信号分析的基于 Lisp 的面向对象程序，是 Percival 部分地发展起来 

的）. 

感谢华盛顿大学应用物理实验室的 R . Spindel 和已故的 J . Harlett , 他们提 
供了自由基金而后动本书的写作.感谢美国国家科学基金 （ NSF )、 关 NW 家健康 
研究所 （ NIH )、 美国环保局 （ EPA ) (通过在华盛顿大学的统计和环境国家研究屮 
心〉、 美国海军研究署 （（) NR ) 和美国空军科学研究局 （ AFOSR) 对本书写作的支 
持.1998年，我们在艾萨克•牛顿数学科学研究所（剑桥大学）从事非线性和皆 
稳定信号处理计划期间的工作对于本书的完成至关重要；感谢在剑桥期间•英闽 
.丁.程和自然科学研究委员会 （ EPSRC ) 对我们之一 （ Percival ) 自始至终给予高级 i 方 
问学者的支持. 
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重要约定 


(83) 

83 页公式 

(69a), (69b) 

69 页公式 

图 86 

86 页图 

表 ] 09 

109 页表 

练习 [72] 

72 页嵌入的练习（答案在附 录中〉 

练习 [4. 9] 

第 4 章末的练习 9 

//(•) 

函数 

H(/) 

H(0 在/处的函数值 

{h,} 

以整数 /为下 标的值的序列 

h, 

序列的第/个值 


缩写 


ACS(autocorrelation sequence, 自相关序列）， 15 ， 266, 341 
ACVS(autocovariance sequence ， 自协方差序列 ） • 266 
ANOVACanalysis of variance, 方差分析）， 19，67 
ARC autoregressive process, 自回归过程 ）， 268 

ARFIMA (autoregressive，fractionally integrated, moving average process, 自回归、分形 
整合、移动弔均过程 ），285 

CWT(continuous wavelet transform* 连续小波变换 ），〗， 10 

dB(decibels, i. e. , 10logi 0 CO, 分贝 ， BP 10log, 0 («)), 73 

DFBM(discrete fractional Brownian motion. 离散分形布朗运动 ）， 279 

DFT(discrete Fourier transform ， 离散傅里叶变换 ）， 22 

DHM(Davies-Harte method ， Davies-Harte 方法 ）， 290 

DWPT(discrete wavelet packet transform ， 离散小波包变换）， 206. 209 

DWT(discrete wavelet transform, 离散小波变換 ） • 1 ， 13， 56 

ECG(electrocardiogram* 心电阁 ）， 125 

EDOF(equivalent degrees of freedom, 等价自由度 〉， 313 

FBM(fractional Brownian motion, 分形布朗运动 >， 279 

FD(fractionally differenced, 分形差分 〉， 281 

FFT(fast Fourier transform ， 快速傅里叶变换 〉， 28 

FGN<fractional Gaussian noise« 分形高斯噪卢 ）* 27 9 

GSSM(Gaussian spectral synthesis method, 商斯频进合成方法 ）. 291 



Hz(Hertz ： 1 Hz—1 cycle per second, 赫兹 ， 1 1 圈 / 秒 ）， 48 

IID(independent and identically distributed ， 独立同分布 ）， 262 
LA(least asymmetric♦ 最接近对称 ）， 】07 

LSE(least squares estimate or estimator• 最小二乘估计）， 374， 378 
M AIK median absolute deviation f 中位数绝对偏 差 〉， 420 

MODWPT (maximal overlap discrete wavelet packet transform, 极大重 4 离散小波包变 
换）， 207, 231 

MODWT(maximal overlap discrete wavelet transform ， 极大重叠离散小波变换 ）， 159 
ML(maximum likelihood, 极大似然）， 341， 361 

MLK(maximum likelihood estimate or estimator 9 极大似然估计）， 341， 361 
MRA(multiresolution analysis ， 多分辨分析）， 65， 461 
MRC(mobile radio communications ， 移动无线电通信 ）， 436 
NMR(nuclear magnetic resonance ， 核磁共振 ）， 420 

NPES(normalized partial energy sequence ， 规范部分能 S 序列）， 129 ， 394-395 
ODFT(orthonormal discrete Fourier transform ， 规范正交离散傅里叶变换）， 4〗， 46 
OLSE(ordinary least squares estimate or estimator» 常规最小二乘估汁 ），378 
PDF(probability density function, 概率密度承 数 〉， 256 
PPL (pure power law ， 完全幂规律 ）， 281 
QMF(quadrature mirror filter» 正交镜像滤波器）， 75， 474 
RMSE(root mean square error ， 平方误差均值的平方根）， 364，436 
RV( random variablet 随机变董 ）， 256 
SDF(spectral density function, 谱 密度函数 ）， 267 
SURE(Stein's unbiased risk estimator, Stein 无偏风险估计 ）， 404 
WLSE(weighted least squares estimate or estimator ， 加权最小二乘估计 ）， 374 
WP(wavelet packet♦ 小波包 ）， 209 

常用非希腊字母记号 

A, [ 对彳％ . ，丨 的平方谱密度闲数努 <0 的积 
分]， 307 

A, [N, X N ; ，矩阵（行是周期化为 

得到 )], 94 

A, [NX N 矩阵（行是上采样周期化为 

/V 得到 〉],176 

>UO) [ 关于 H ⑽ <•) 的低通成分的平方增 
益闲数 ], ]06 

{a,.J [ 第《个正弦锥 ], 274 
arg(e) [ 复数 r 的辐值 ]，21 


B [ 后移算子 ]，283 
B, [ 离散分形布朗运动 ]，279 
B„(-) [ 分形布朗运动 ], 2 乃 

B, [/V, X % , 矩阵（行是周期化为 

N,- 】 得到 ）], 94 

Bi [NX N 矩阵 ( 行由上采 样心周 期化为 N 
得到 ）],176 

C, [ 在倍 频程带 [gr ， +] 上的谱密度函 

数 5*(0 的平均值 ], 343 



IX 


Cj [Q 对分形差分过程的近似 ] , 344 
{CJ [规范部分能董序列 ], 129. 395 
C [N 维统计随机随机向 最」， 393 
cov{ • ，•丨 [ 协方差算子 ], 259 
V 。 ) [ 微分滤波器的平方增益函数 :: ， 105 
V, [ 第）层小波细节 （ DWT)], 64 

V, [ 第） 层小波细节 (MODWT)], 169，171 
1> [ 在四配追踪中使用的字典（向量 

集 ）]， 239 

D [N 维确定信号向最 ], 393 
d [ 差分运算数 ], 287 
dj., [ 布散小波变换第）层的第/分 
ML 419 

d, [ 向量 </ 的第 / 个分童 ], 398 
d [对确定信号 D 的变换系数]， 398 
d y [ 字典元素（在匹配追踪字典 D 中的向 
最）]， 239 

E{ • } [ 期望算子 ] ， 256, 258 
E{X 0 | X,=x ,} [已知 X,=jr,. Xo 的条件 
期望 ] • 260 

ex [ 向量 X 的能最 （ 2 - 范数 )], 42, 72 
e [2. 718 281 828 459 045], 3，21 
# [ 复指数 ] • 21 

e h , 0 的离散小波变换第）层的第 f 个分 
量]， 419 

[ 向摄 e 的第 / 个分童 ], 398 
e ::独立同分布噪声 e 的变换系数]， 398 
{F k } L 规范正交离散傅里叶变换 J， 46 
T [NX /V 规范正交离散傅里叶变换矩 
阵 ], 47 

F [规范正交傅里叶变换系数丨形成的向 
*], 47 

/ [ 正弦频率 ]，22 

/* [A/N 或 A/(NAf) ， 第 A 个傅里叶频 
率 ] ， 28, 87 

f U [ 奈奎斯特频率 ], 87, 267 

/x(-) [ 随机变量 X 的槪率密度函数 ]，256 


/x rt .x, ( • , •) [ 随机变 S 和&的联合 

概率密度函数 」，258 

/x 。 x,-,,(•> [: 已知足 随机变量； C 。 

的条件概率密度函数 ], 260 
G(-) [Ud 的传递函数 ], 76, 154 

G(.) 的传递函数 ] ， 163. 202 

Gj (-) [在 G, (•) = ( ； (•) 时，的传递 
函数 ], 97，154 

G/O [ 在 (•)=£(•) 时，的传递 
函败 ], 169, 202 

G(-) [Ud 的平方增益函数 ], 76, 154 

§(•) [{A 丨的平方增益函数 ] ， ‘163, 202 

^(•) [在 f 丨的平方增 

益函数 ]，154 

§,(•) [ 在仏 （ o=a (-)， 的平方增 
益函数 ], 202 

Q ，w (*) [Daubechies 尺度滤波器 </?, } 的平 
方增益函数 ]，105 

ig,) [ 典散小波变换尺度滤波器 ] ， 75, 
154, 463 

ig,) [ 极大 m 香离敗小波变换尺度滤波 
器 ] ， 163, 202 

{h°,) [{ 幻 } 周期化为 N 得到 ] • 77 

⑹ [ 幘沁周期化为 N 得到 ] ， 1S8 

L 翻转尺度滤波器， 例如： /J* 
463 

{ g\ r ^ > [极小相位 Daubechies 尺度滤波 
器 J, 106 

<^ u> } [最接近对称 Daubechies 尺度滤波 
器 ]，107 

[ 第 j 层离散小波变换尺度滤波器， 
96,】54 

{g, A ) [ 第 J 层极大重香离敗小波变换尺度 
滤波器 ， = 169, 202 

{g：.,} [U,.,} 周期化为 N 得到 ]，97 

{g：.^ 周期化为 N 得到 ],170 



X 


H [Hurst 系数 ] ， 279, 286 
//(•) [{&} 的传递函败 ] ， 69, 154 

H(.) 的传递函数」， 163, 202 

H y (.) [U,.,} 的传递函数， H, C-)- 

96 ， 154 

5,(0 [U,.,} 的传递函数， H, (•) = 

H(*)], 169, 202 

H(-) [{ 心 > 的平方增益函数 ] ， 69, 154 

K(-> [Md 的平方增益函数 ] ， 163. 202 
7^,(0 [{U 的平方增益函数 ， = 

154 

HA*) 的平方增益函数， Hi (。三 

7 ?(*)], 202 

FDaubechies 小波滤波器 {M 的平 
方增益函数 ] ♦ 105 

{/.,} [ 离散小波变换的小波滤波器 ] • 68- 
69, 154, 474 

{h t \ 「极 大 1 叠离散小波变换的小波滤波 
器 ],163, 202 

[Md 周期化为 N 得到 ] ， 70-71 
{A：} 周期化为 N 得到 ], 167-168 

ih,) [ 翻转小波滤波器 , 例如： 

472 ， 474 

{h }J ) [ 第）层离散小波变换小波滤波器， 
Ds%}], 95, 154 

{*>./} [ 第层极大 t 择离散小波变换小波 
滤波器， {h ul }^{h,)^, 169, 202 
[ 彳〜 / 周期化为 N 得到 ]，96 
{k；.,} [{ 心 .,} 周期化为 /V 得到 ],170 

Is [iVXN 饵等矩阵 ]，42 
^(z) [ 复数 z 的虚部 ]，21 
i [ y/ — 1 ] ，20 

J [ 采样尺寸 N-2 ; 的最大离敢小波变换层 
次 ] , 57 

Jo [ 部分离散小波变换或者极大 S : 番离敗小 
波变换的层数 ],104. 145, 169, 199 


j {: 尺度的层数 ( 指标 ）]，59 
k [ 频率指标]， 46 
L [ 小波或者尺度滤波器的宽度 1, 68 
L, [ 第）层等价小波或者尺度滤波器的宽 
度 ], 96 

l ； r 第）层离散小波变换边界系数的个 
数 ],146 

LHR) [ 平方可积实值函数的集合 ], 458 
log.nCO [以 10 为底对数 ], 73, 400-401 
log(«> [以 e 为底对数 ] ， 73, 400-401 

m, [ 非边界）层极大 m # 离散小波变换系 

数的个数 ]，306 

MCW^ ) [ 离散小波包变换向最％,.的价 
值 ]，223 

m(.) 「额外价值泛函 ], 223 
m mod N [w 模 JV〕， 30 
m+n mod N [(m+n) 模 N]* 30 
N [ 采样尺寸]， 28, 41 
N ; CN/2^ j 层离敝小波变换系数的个 
败 ], 94 

[ 均值为户、方差为^的高斯随 
机变量]， 257 

n, [ 向敏 if 的第 / 个分量 ]，403 

/> [ 非独立同分布噪声 1| 的变换系数 ]，403 
O, [O 的第 / 分量]， 43, 398 
a ht, , a M, . o m ° [ 对 a 使用软、硬、中 
阈值得到的结果 ], 
399-400 

O [NX /V 规范正交变换矩阵 ]，42 
O [ 使用 0 得到变换系数 ]，43 
PjrCfi) [ 离散傅里叶经验功率谱 ]，48 
Pw(r>) [ 离散小波经验功率谱 (MODWT )]， 
180 

P w ir,) [ 离散小波经验功率潜 (DWT }]， 62 
Vi [ 离散小波变换塔式算法的第 ■/ 步的变 
换矩阵]， 94 

V, [如同但是针对极大東疊离散小波 
变换]， 176 



P [ A ] [事件 A 发生的概韦 ]，256 

Q , cp > Lxl 分布的 ax 100 %的百分点 ]， 

263-264 

R , ., [« 的离散小波变换的 J 层第£个分 

憊]， 424 

R , 「向贵 J ? 的第/个分量 1, 407 
n , [第）层小波粗糙 （ DWT )]， 66 
R [整个实轴] ， 457 

R v [实值 N 维向量空间], 45 
n ( z ) [复数 z 的实部]， 2 i 
R 〔随机信号（：的变换系数], 407 

S , (-) 丨或（％.,丨非边界部分的谱密 

度函数], 304, 348 
Sx(-) [(能量）谱密度函数]， 267 

Sr ' C *) [多锥进密度函数估计]，274 

s ^(-) [用于形成的第”个特征 
谱]，274 

Si p > (.) [周期图], 269 

Sj [离散小波变换的第 j 层小波光滑]，64 

S ； 0 [极大 ft 叠离散小波变换的第九层光 
滑 J ， 169, 171 

{ sx . r ) [自协方差序列]，266 

[自协方差序列的有偏估计]，269 
T [NX N 循环位移矩阵或单位延迟算 
子], 52, 457 

t [(连 续〉 实际时间或（离敝）非单位指标]， 
5, 24 

U ^(-) 的传递函数], 215 

&,•(•) [彳的传递函数]，232 

[节点（>， 《) 的离散小波包变换的滤 
波器]，214 

[节点 0‘， n ) 的极大重叠离散小波 
包变换的滤波器]，231 
Vj [尺度 七 的函数的近似子空间]，462 
V ,., [ V ,的第/个元索]，94 

V h , [ I 的第/个元素1，169 


V, O 到 V , 的 / S ^ X / V 映射矩阵]，94 

V, [X 到 A 的 / VXN 映射矩阵 ]， m 

V > 「第）层离散小波变换尺度系数向 
*], 94 

V > [第层极大重费离散小波变换尺度系 
数向 M ]， 169 
var { • } [方差算子]，259 

W , [尺度为 r > 的函数细节子空间]，472 

[ W ,., 的第/个元素] . 214 
見, •" [九•的第/个元索], 23 1 
w „, [ W , 的第 r 个元素]，94 

w { ., lw } 的第 r 个元素 ],169 

[随机过程 { XJ 的第） 层极大重费离 
散小波变换系数]，296 
[第; I 个离散小波变换系数]，57 
W [ NXN 离散小波变换矩阵1, 57 
Wi [ X 到的 iVN 映射矩阵]，94 

VV , [ X 到乐，的 NXN 映射矩阵],17】 

W [包含离散小波变换系数丨丨的向最]， 
57， 150 

[第 > 层离散小波变换小波系数向 
鸶], 94 

W } [第 j 层极大1叠离散小波变换小波系 
数向 S ]， 169 

W^. m [结点（），》〉处的离敢小波包变换系数 
向量], 209 

w un r 结点0， n ) 处的极大 m 金离散小波包 
变換系数向置]，232 
width . { •) [自相关宽度]，12,】03 

X , ，…， Xs -' [随机过程的时间序列或划 

分]，41，269 

{ X ,) [时间序列或随机过程]，4]，266, 
295-296 

X [&，•••， I —, 的采样均值（算术平 
均 >], 48 

X , U ) [X,- 1+ M X r - 1+2 . X, 的采样均 
值 1, 58 



的离散傅里叶变換] , 72 
x [ X ,.…，： V . v . ,形成的向童]， 41-42 
V <m,) (/) [对数多锥谱密度函数估计外加常 
败] • 276 

常用希腊字母记号 

o [幂率谱密度函数的指数]， 279, 281, 286 
C [检验的重要水平], 373, 434 
P 「与 分形差分参数 S 有关的线性回归模型 
中的斜串]， 374 

^ twl,> [沒的 加权最小二乘估计] ， 376 
HO [伽马函数]， 257 
7 [匹配追踪字典中的向撖指标], 239 

7 [欧拉常数 (0.577 215 664 901 532-)], 

270, 432 

y, H} [V, o , W, 中的系数指标 ], 137,147 
. yj H, [ V &, 早期”边界系数的个数]， 

137, 147 

〆 [高斯混介模型中分童方差比]， 410 
，(•)[实值函数], 457 
/>.♦(•) !>(•) 的平移和伸缩]， 459 

A/ [采样间隔]， 48, 59 
$ [淬通阈值]， 223, 399 
S [分形差分过程的长记忆参数]， 283-284, 
286, 288 

次“[稳定分形差分过程的长记忆参埴 ], 
288, 368 

^ [基于 Stein 无偏有损估计的阈值 ], 405 

^ [统一阈值]， 400 

8,, k [Kronecker 条函数]， 42-43 

8 [稳定分形差分过程的$的恰当极大似然 

估计]， 368 

卜 ， [漏-交叉阈值]， 402, 423 
[二 重交叉阈值] • 402, 422 

8^ [稳定或非稳定分形差分过程的5加权 
最小二乘估计]， 377 


y <p, (/) [对数周期图外加常数 ], 271 
Z [单位均值芩方差的髙斯正态随机变 
蛋], 257 


[稳定分形差分过程的5近似加权最小 
二乘估计]，363 

[如： 8 (% \但是针对非稳定分形差分 
过程]，371 

£ [独立同分布随机变置形成的 N 维 | J>J 
fl ：* 393 

e [小的正数2, 48 6 
6(/), C (/*) L 频域模型 （非 相关）的误差 
项], 270, 432 

e , [非相关随 机变鼠 （ A 噪声）序列的第^ 
项], 268 

C [线性回归模型的截距], 374 
T] [非独立同分布随 机变儇 形成的 N 维向 
量], 393 

1? IX 2 分布的自由度]，263, 313 
7 •，中 ，孕，负[小波方差估计的等价白由 
度], 313-4, 376 

?(/)，[频域模型 （ 相关>的误差项], 
276, 440 

0 [极坐标表示2：=丨2：1，中的幅角]，21 
Q [贝叶斯模型中先验分布的参数]，264 
$(•) [滤波器的相位函数 ], 25 
#•”（•） [离散小波变换尺度滤波器的相位 
函数],106 

「离散小波变换小波滤波器的相位 
函数]，112 

[离散小波包变换小波滤波器的相 
位函数的分最]，229 
t ? 0分布的自由度257, 426 
K [规范/分布的尺度参数]，258, 414 
k [―致分布在整数0，1， …， N-l 的随 
机变慧]，356 


A 、 「NX N 对角协方差矩阵]， 355 
A C 尺度（区间或平均长度 ）], 6, 58 
A > [2\ 层尺度函数的非单位尺 

度], 85，481 

M [随机变量的期望值]， 256-257 
v [频域自协方差的延迟], 276-277 
^ [时 间序列或滤波器的前移]，111112 

[尺度滤波器，小波滤波器的前 
移]，114 

… [小波包滤波器的前移], 229 
v ^( r ; ) 「在尺度 r , 的小波方差] • 296 

[在尺度 r , 的小波方差的无偏极大 
重费离 散小波变换估计]，306 

[ 在尺度 r , 的小波方差的无偏离散 
小波变换估计]，308 

^( r ,) [在尺度 r , 的小波方差的有偏极大 
廬登离散小波变换估计]，306 
Wr ,) [在尺度 r , 的小波方差的有偏离散 
小波变换估计]，308 
[3. H 1 592 653 589 793—]. 3, 21 
p [两个随机变 S 的相关性] • 259 
p x „ [稳定过程在延迟1■的自相关序 
列]，266 

p x . t [在延迟 r 的自相关序列的估计 ]• 
16， 341 

厶[随机向 M X 的自方差矩阵]， 259. 262 
l x [自方差矩 阵&的 基于小波的近似]，362 
a \ 随机变 鏟的方 差]，3, 257, 279 

a \ [独立同分布过程的方差]，393 
a \ I ：白噪声过程的方差]，268 

[高斯混合模型的部分的方差]，410 

其他数学记号和符号 

sk [约等于]. 83-84. 264，297 
{a *«,} [实值序列 U , 丨的自相关 ], 69 

[复值序列 U 丨的自相关 ], 25, 
30， 36-7 

C 9» [矩阵的复共轭转置]， 45 


< [非独立同分布过程的方差], 403 

a 2 x , o \ [采样均值得到的采样方 i 2 ], 
48, 299 

d \ [过程均值得到的采样方差 ], 299 

^ L <„ [中位数绝对偏差得到的方左估 
计]，420 

[如但是基丁•极大重叠离散小 
波变换的]，429 

r [自相关或自协方差序列的延迟指标]， 
16, 266 

r , [汐― 1 , ) 层小波系数的非单位尺度 
1)], 59 

!*(•〉「最小化该闲数得到 Stein 尤偏风险估 
计阈值 # s) ], 405 

u , Vl [拉普拉斯分布的逆方差 ], 257, 
265, 413 

和 •） [尺度函数], 459 
彖 “•） [尺度函数的伸缩平移], 46 0 
[哈尔尺度函数 ], 46 0 

[自回归过程（幻的系数]， 
268， 292 

X \ [自由度为”的^随机变 ft ], 263 
0(0 [小波函数]，2，474 
分（•）， 〆 （•） [ r *2 » r.t 兩数 1， 275 ， 

376， 440 

也. *<•) [小波喊数的伸缩平移]，474 
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第 1 章 

小波导引 


1.0 引言 


小波是分析时间序列或图像的数学工具（不排除在其他领域的应用，例如， 
参见 Stollnitz 等 （1996) 和 Sweldens (1996)). 本书中，我们仅仅关注小波在时间 
序列分析方面的应用，这里的时间序列是指和一个有序的独立变量 /有关 的任何 
观察序列（变最/可以取离散值，例如整数；或者取连续值，例如整个实轴上的 
值——两类例子包括沿一条直线的时间、深度或者距离，也就是说时间序列并非 
必须与时间有关）.小波是分析时间序列的一•种相当新颖的方法，其正式的研究 
可追溯到20世纪80年代，但是在许多方面，小波仅仅是具有新的优美的数学结 
果和有效的计算方法的古老概念的合成.在某些情况下，小波分析是现存的分析 
技术（例如，相关分析与谱分析）的补充，而在其他情况下可以用来解决一些在小 
波引人之前进展缓慢的问题. 

粗略地说（用不尽贴切的相关语！），在小波的发展过程中主要有两种“波”. 
第一种“波”导致了所谓的连续小波变换 （ CWT )， 它可以设计成用来处理定义在 
整个实轴上的时间序列；第二种“波”即离散小波变换 （ DWT ) 中的波，可以用来 
处理定义在一定范围内的整数点上的时间序列（通常^ = 0，1，2 ， …， iV UN 
表示时间序列的个数）.在这一章中我们通过连续小波变换来介绍小波.重点是 
表达小波分析的思想而不是详细介绍它的数学发展，这在许多其他地方也是可取 
的.我们的方法将集中于这样一种情况，即小波分析到底可以告诉我们关于时间 
序列的什么内容.我们不推测它和其他常用的分析技术（如傅里叶分析）的广泛的 
相似性.在 1.1 节和 1.2 节后，将比较离散小波变换和连续小波变换，并 II 讨论 
为仆么我们觉得离散小波变换是离散时间序列分析的一个自然工具.本书余下的 
部分将从基础开始介绍离散小波变换和某些密切相关的变换 （从第 2 章至第 6 
章），然后在第7章至第10章通过离散小波变换讨论时间序列的统计分析.在 



第〗 1 章中我们回到连续小波变换，在这一章中我们通过定义在整个实轴上的函 
数的优美的多分辨分析理论说明离散小波变换和连续小波变换的联系，以此加深 
对离散小波变换的理解. 

1.1 小波的本质 


什么是小波？正如名字所暗示的，小波是“小的波”.一个小的波本质上生成 
和衰减于一个有限的时间周期内.相对的概念显然是“大的波”.大波的一个例子 
是正弦函数， sin («) 的图形在(— oo , oo ) 上保持上下振荡.为了开始量化小 
波的概念，让我们先来考虑定义于整个实轴 （_ oo , oo ) 上的满足下面两个基本 
性质的实值函数 〆 •>: 

[1]#0的积分 为零： 

[ 必 (《) d « = 0. (2 a )° 

J —oc 


[2]#*)的平方的积分为1: 



tp 2 (u)du 


(2 b ) 


(对于正弦函数，上面的积分是无限的，故 sin 2 (•) 不能重新规范化使其积分为 1.) 
如果等式 (2 b ) 成立，那么对于任何满足 0< e < l 的 e , —定存在一个区间 [— T ， 


: H ， 使 

J tp 2 (u)du > 1 — e. 

如果我们把 e 看作非常接近于0,那么 〆 •） 在区间[ — 7, T ] 外仅仅是不显著地 
偏 离零. 它的非零变动范围主要限制于一个有限的区间[_了， T ]. 因为区间 
[-7, 了]的长度和整个实轴的长度比较起来非常小，因此可以认为 #•) 的非 
零变动范围限制在一个相对较小的时间区间上 • 等式 （2 b ) 说明 〆 •）相对干零 
必定有一些偏离，然而等式 （2 a ) 告诉我们大于零的偏移必须被小于零的偏移所 
抵消，因此 #(•) 必然像一个波.所以等式 （2 a ) 和 （2 b ) 导致了“小的波”或者 


小波. 

图3绘出了三个这样的小波，根据下面的定义，读者可以验证这些函数确实 
满足式 （2 a ) 和 （2 b ) (积分为零可以从图中看出 ）• 第一个小波称为哈尔 （ Haar ) 小波 


函数： 


f— 1/ — 1 <C m ^ 0j 

0 (H> ( M ) = J 1/^/2, 0 < M < 1; (2c 〉 

lo, 其他. 

(和这个小波有一些细微差别的公式将在 11. 6节中详细讨 论）. 这个小波可以说 


O 为方便读者査阅原书网站的相关资料，本书序号严格按照原书来 编徘. 编辑注 
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图3二:种小波.从左到右分别是-种哈尔小波、有关髙斯概率密度闲数 （ PDF ) 的一阶导数的 
小波、墨两哥帽小波（有关髙斯概率密度函数的二阶导数的 小波） 


是最古老的小波，是以哈尔 （ A . Haar ) 的名字命名的，他在1910年的一篇论文中 
将它发展为一种分析工具.为了形成另外两种小波，我们从高斯（正态）概率密度 
函数 


彡 （ M ) 三 


e W 


— oo < « < oo 


出发，其均值为0,方差为 >(•) 的一阶导数是 

6Hu) ue-- t/2at 
< y 3 s /2^' 


如果将上面的函数的负函数再作规范化，使其满足式 （2 b )， 就得到小波 


0 (WC> («) 


知 

W 4 


(3 a ) 


如图3中间所示， a = 0. 443 11. 再次利用适当的规范化，#(，）的二阶导数的负 
值也产生一个小波，通常称为墨西哥帽小波，如下所示： 


0 <Mh, ( M ) 


(^-jy 

7C 1 1 n/3^ 




(3 b ) 


这个小波的名字来源于其小波函数图像 （图 3中右边的图像， （ yAO . 636 28) 的 
形状. 

总之，小波被定义为积分为零且平方可积的函数（另可参见下面的评论与扩 
展的条0[1]). 
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第 J 章 


1. 1节的评论与扩展 

[1] 我们已经给出了小波的一个“骨架”定义，这样就可以阐述这一主题背后 
的关键概念.为 f 得到实用的小波，我们必须在式 （2 a ) 和 （2 M 的基础上再加一些 
条件.关于小波大 M 的数学研究表明，为了达到用小波分析一些对象（例如边缘 
检测、奇异性分析等）的目的，必须确定需要什么条件.这里只是提一下一个重 
要而普通的条件，即所谓的容许性条件.一个小波0(_)称为是容许的，如果它 
的傅里叶变换.即 

^(/)= [ 分 ( M ) e wd «, 

使得 

r 1 ^(/) 1 2 

= - —df 满足 0< C#<oc (4 a ) 

Jo / 

(第2章将给出傅里叶理论的一个综述，包括在 2. 7节后，对像少 (•） 这样的函数 
的一些关键结果的小结〉.这个条件保证了从函数 x (0 的连续小波变换可以重构 
这个函数（参见式 （11 a )). 关丁容 许性条件的其他论述可参考 I ) aub eC hi eS (1992, 
pp . 24-26). 

[2] 为丫简化本章主要部分的阐述，我们假定# •> 是实值的，但是也经常要 
用到复俱小波，特别是在地球物理应用中（例如，参看 Foufoula-Georgiou and 
Kumar , 1994). 小波分析的第一篇文献 （ GoupiHaud 等，1984 ) 是由 Morlet 在做 
石油和天然气勘探过程中分析地球物理信号引发的，他想分析既包含少置周期的 
短时高频瞬变乂包含长低频瞬变的信号.文中的例子用复小波 

〆 a) = (:e _ — ( e -’ 2 - 1 e _n? ) ( 4 b) 

给出，其中， C 和是 常数. 众所周知， 

J 2 

(参见 Bratewell ， 1978, p . 386 或者 Percival and Walden ， 1993， p .67)， 由此得 
到 f 0( u ) d W = O , 因此式 (2 W 满足.对 Morlet 来说，式 （2 a 〉 成立的事实也许并 

J —or 

不只是一个数学结果，还有物理上的 必然： 分析中的地寐反射时间序列也“积分 
为 零”， 闵为) h : 缩和变稀薄必须相互抵消.常数 C 的选择使得等式 （2 b ) 的复值形 

式成立，即 f |0( m ) | 2 d « = 1对于一个特别选择的吻成立.例如，当⑽= 5时， 

我们有 C >=0. 752 8. 随着 o > n 的进一步增加，式 (4 b ) 的负项变得可以忽略；当训= 

10而 CrTt . 1 ， 时，我们有 f |# M )| 2 d « 士 1可以精确到小数点后第九位.因此， 

对于一个相对大的 

^ i («) «» ( m ) = n 1 1 e - too ，, e ~* 2 j 
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图5 £个 Morlet 小波也，（•）.这些小波是复值小波，所以它们的实部和虚部分别用粗线和 
细线_在阁像中. 参数 k 拧制复指数函数的 频韦. 而复指数函数由 一个形 状由标准商斯 
槪率密度函数所确定的函_调节.当0^从3增加到7时.高斯概率密度函数在有效宽度 
内的振荡次数增加 

这通常称为 Morlet 小波（参见 Kumar and Foufoula - Georgiou ，1994). 然而，我们注 
意到由于#，）的确积分为零，不能也为 0. 对于 ^。=3, 5 和 7, 此广（0的图 
像在阁 5 中给岀. 

Morlet 小波本质上是频率/。=0；。/(270的复 指数. 它的幅度由-个与标准高 
斯概率密度闲数成比例的函数调节.正如我们在下一节中讨论的，像图3中的小 
波提供函数在不同尺度 t 平均变化的局部分析，而 Morlet 小波生成的分析却不 
能直接用不同尺度下的平均变化来解释（然而， Morlet 小波和图3中的小波在频 
域上是 I •分相似的 都是一个带通滤波 器）. 

1.2 小波分析的本质 

我们已经有了小波的定义，并且有 了-些 直观的概念，但是它有什么用处 
呢？ 一个立即的答案是，像图3中所示的小波可以告诉我们，某些其他函数的加 
权平均是如何从一个平均周期变化到另一个周期的.小波分析的这个解释是一个 
重要的概念，所以我们在本节中详细讨论.开始，我们设』 •（•） 是关于独立变童^ 
的实值函数，这个变最称为“时间”（这仅仅是为了方便，实际上，例如， 〖可 以具 
有深度单位而不是时间单位).我们将 WO 称为一个“信号”也仅仅是为了方便_ 
考虑积分 

广 ^— f xCu)du = a ( a »6 )t (5) 

b — a)a 

这黾假设 1(0 使得上面的积分有意义.在初等微积分中， .6) 是 * r (0 在 
区间[«，幻上的平 均值， 它和 N 个观察值集合的采样平均的概念 有关. 为 f 理解 
这个关系，假设是如下形式的阶梯 函数： 

x ( t ) — Jr , ^ a + — a ) < Z < a ， j — 0,1,2.••• i N — 1 * 
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m 6 阶梯函数: 《*(•) 在16等 分区间 [«, 6] 形成的子区间上相继取值办， JC, ,…， J： IS . 根据 
式 (5>的 定义， ■!■(•) 在[«， 6] 上的均值恰恰 是所有 16 个弋 的抽样平均（图中的 虚线） 


(参见图 6.) 由黎曼 （ Riemarm ) 积分的定义容易得到 






除了 将均值 6) 作为区间[>， 幻端点 的函数之外，我们很容易将其视为区间 
长度 a 和区间的时间中心 Z = (a + 6)/2 的函数. A 称为关于平均的尺度. 
通过;（和/能够定义 




我们称 A ( A ，/) 为信号 x (0 在尺度 A 上关于时间中心 f 的均值 • 

在自然科学中，信号在不同尺度上的均值是非常有意义的，在一些科学文献 
分析中最近研究的例子包括： 

[1] 加拿大 Ontario 湖落叶林中和森林上空的温度和垂直速度的二分之一平 
均 （Gao and Li ，1993). 

[2] 俄克拉何马州 Norman 上空每十分钟和每小时强风 暴下的降水量 （Kumar 
and Foufoula Georgiou, 1993). 

[ 3 ] 沿太平洋赤道的月平均海平面温度 （ Mak 等， 1995). 

[ 4 ] 大尺度范围的海上层积云的非匀质性 （ Gollmer 等， 1995). 

[5] 30分钟平均垂直风速剖面 （Shimomai 等， I " 6 ). 

[ 6 ] 中国华东地区雨天的年度变化 (Jiang 等， 1997). 

[7] 英格兰中部地区的年平均温度 （ Baliunas 等， 1997). 
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作为本节所要讨论的一个特殊例子，考虑图8中的下图.该图显示了关于一 
个特殊的铯原子钟的一系列测量.该铯原+钟（代号571>记录了每天的时间并且 
和美国海军天文台（这个数据将在 8. 6节和 9. 7节深人研究）拥有的时钟进行了比 
较，也就是测 M 每天的平均分形频率偏差.关于这些偏离的楮确定义在 Rutman 

(1978) 中给出，但是这里它们也可以被视为信号: r (0 在区间&一 +，，++]上 

的平均，这里的/以天计.这些测量每天报告一次，因此可以对/在整数值 t 绘 
出 A ( l , /). 

如果对任何时间点 <有 A ( l , /)=0,那么571时钟在从+开始到/+士 
结束的一天中与主时钟相比既没有加快也没有减慢.当 4(1, /)<0(如阁8中所 
示的情况）时，571时钟就减慢了，而从 {一+ 开始到 /+*! ■结束时所减慢的时间 

数量与 A (】，/) 成正比.如果 A (〗，/) 总是等于一个负常数，则很容易纠正571 
时钟的减慢趋势（同理，如果我们知道新年的时侯我们的表被设定到正确的时间， 
并且知道表每天减慢的精确的时间数，就可以通过査看当前表的时间和当天在距 
该年第一天的天数来纠正表的错误）.因此，一个好的反映571钟在天这样的尺 
度上保持正确时间的指标不是 A ( l ， f ), 而是它在不同的时间周期上的变化.如 
果将这种变化和两个平均的时间点联系在一起，就导致鼋 


D(l“ 一 + ) 三 A(l “） — 一 1) = J ^x(«)du — | 


或者等价地， 


D (1，/)= A (1’’+ 士)一 A ( l ， 卜 x(«)dw — | ^ jr ( w ) dM . 


如果 | D (1， f ) 丨作为/的函数趋向于很大的值，那么571钟在天这样的尺度下就 
比较差.如果 | D (1， 0|接近于零，则时钟每天都很好.更一般地，在尺度义 
上，时钟的时间保持性能可以由下面的量来检验 

DU “) 三 A ( A “+ 音) 一 A(A “一音 )= x ( u ) d « — ^ x ( u ) dw . (7) 

对于其他过程，都有相似的 结果： 各种不同尺度下的均值的变化要比均值本 
身更重要（例如，当天与次 H 日平均气温的变化，海洋上年平均气温的变化等 
等）.例如， D ( l ， 0的图像能告诉我们某日与次日的日平均气温的变化速度.同 
理，当尺度增大到年时， D ( A , t ) 的图像就告诉我们某年与次年的年平均气温的 
变化. 

现在的目的是把小波和寻找均值的变化联系起来.因为式 （7) 中的两个积分 
涉及两个相邻的不重合的区间，所以我们很容易把它们合写为整个实轴上的一个 






图 8 铯原子钟57〗每天的平均分形频率偏差（下阳 〉 和它 的盪門 岢阳迕残 , “似 
频率偏差的记录误差是 】 0 13 数量级（偏差为 一 15 X10 13 秒时意味着571钟相对于美 
国海军天文台的时钟每天减慢十亿分之 129.6 秒）.上图是连续小波变换的闬像. 
纵轴是尺度（从1天到64天），横轴与下图是相同的.连续小波变换是用灰度阁像 
表示的，所以值越大所对应的点就越亮（图中黑色的区域意味着在对应的时间和尺 
度下571钟走得比较好） 
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积分： 

其中 


D ( Xtt ) — (/ f X ,,( u ) xCu)du 


当 A = 1 


0时取 




01 .0 


一 1/A, 

/ — A < m ^ 

1/A, 

/ <C m ^ f-f-A; 

0, 

其他. 

r 】， 

—1 < M ^ 0 J 

卜 

0 <c « ^ 1 { 

lo ， 

其他. 


如果将上式和式 （2 c ) 中定义的哈尔小波 （•） 做比较，我们发现 &,.<)(«) = 
V 2^ ( H > («). 单位尺度下/ = 0时的计算均值差分的格式等价于（差一个常数因子） 
信号: r (_) 和哈尔小波的积分.从效果上来说，借助于积分 

厂 ^ < H ) («) x ( i 4) d « = W < H > (1,0), 

哈尔小波提取了单位尺度下^0附近 x (_) 的两个均值的差的大小的信息. 

通过调整哈尔小波，很容易提取关于单位尺度 F 任意时刻 f 处的变化的精确 
信息： 只需要将 #〜（•） 平移即可.相应地，定义 

—1/ V21 t 一 1 <C m ^ ? 

0< H r >(«) = 0 <h, ( m -/), 于是得到 =^1/ V 2, 

. 0 , 其他. 

(参见图 10 中上面一行 •） 因为一竹…是 〆 〜（•）的平移，所以它显然满足小波的 
两条基本性质（积分为零和平方积分为〗）•对此卩（_)和信号 i (_) 的乘积进行积 
分得到 

\y on (1 ,/) = j ipwy { u ) jciu)du = J x ( M)d “一 J x ( M ) d « — 

我们也可以提取其他关于尺度 A 和时间，的类似的信息，考虑 

A < « ^ 


(宁卜 




<C w < , + A 


TIT 

10, 其他. 

容易看出#! !>(•) 满足式 （2 a ) 和 （2 b ). 使用这个小波，得到 
w (lli ( Aw ) = J 0i!) > ( M ) x(«)dM oc D ( A */). 


( 9 ) 
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m 10哈尔小波^〜(《)进行平移和变尺度后的例子.图屮所画的是函数 #!；>(•) 的图像，这个 
函数可以用来度 a 信号 •!■(•) 在/时刻在长度为 a 的尺度下相邻两个区间均值的差.阁 
中，上面一行是尺度参数 A 固定而时间参数 f 变化的情形；下面一行是时间参数？固定 
为零而尺度变化的情形 

图10中最下面一行是的三个例子. 

通过改变 A ， 可以绘制信号 〆 •）在不同尺度下从一个时段到下一时段（长为 A ) 
的均值变化的复杂图像.变量形成的集合 { W ( h > ( A ， 0 * A >0, _ oo </< oo 丨就被作 
为已知信号 〆 •）的哈尔连续小波变换 ( CWT ). 对这个变换的解 释是： z ) 与 
两个相邻的均值在 A 尺度下的差成正比，第-个均值是从/时刻开始计算的，第 
二个均值是在 f 时刻结束的. 

按照同样的方式，我们可以用其他的小波 #(•)( 例如图3中的^"@(*)或 
# Mh > (0) 并且基于它来构造连续小波变换，形式为 

W(A,0 = J 0 a . # (m)xCm)c1m, (10) 


其中 


对于小波我们可以按照哈尔连续小波变换类似的方式来解 
释 W ( A , Z ) 告诉我们的关于 ：*：(•) 的事情.首先考虑图3中间的 0 (fdG> (*)， 我们 
可以 断言： 小波变换的结果就是两个相邻区间 的加权 平均的差分，而哈尔小波本 
质上就是观察两个相邻区间的均值的差分，这个均值是抽样的平均 
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而， &>(•) 小波涉及类似于 

N —1 

2 叫工， 
j-o 
JV —I 

i-0 

的加权平均的差分(上面求差分的两个均值的权重是相互反转的，这是因为 0 (HG> («) 是 
反对称的).另一方面，我们可以认为墨西哥帽 小波 〆 _(•) 生成了单位尺度上两个 
相邻加权平均的差分(参见下面的评论和扩展，是关于和 〆 Mh > ( o 小波叶以 
认为是与单位尺度相关的讨论). 

现在我们陈述一个有关连续小波变换的基本 事实： 连续小波变换的结果保留 
了原信号: KO 中的所有信息.如果 〆 •） 满足容许性条件 （4 a ), 并且信号 1(0 
满足 

[ x 2 ( Od / < oo , 

J — OO 

那么，我们可以通过信号 •!•（•） 的连续小波变换来重构信号 xO ) 

" a )== 表 nr ，，。》 (宁)如 擠 

(其中， C , 由等式 (4 a ) 定 义）； 进而，我们还有 

( Calder 6 n ， 1964； Grossmann and Morlet ，1984； Mallat ， 1998， pp . 78-79). 
上式的左边通常用来定义信号的 * r (0 的 能置； 上面的等式表明 W 2 ( A ，/)/ A 2 在 
本质上定义了信号沿着尺度和时间分解的能 置密度 • 

连续小波变换的基本应 用是： 将信号： KO 的某些特定的信息以一种新的方 
式呈现出来，使得我们可以得到关于 x (0 的一些无法首接获取的信息（例如， 

: KO 随时间变化的图像）.因为我们可以通过信号的连续小波变换重构信号工卜）， 
所以信号和它的连续小波变换是同一个数学实体的两个不同的表现. 

作为连续小波变换的例子，图8中的上图就是原子钟数据在尺度 A 从〗变化 
到64天时的图像.在这个图像中，时间轴上短竖线标记出来的区间长度是64 
天，也就是连续小波变换的最大 尺度. 所以 * 当尺度等于6 4 的时候（也就是图的 
挝上面一行），在时间坐标170和480附近分别有大范围的亮点，表示时钟在区 
间范围 （64 天）内在这些时刻点附近有特別大的 变化. 当尺度等于32的时候，在 
时间等于256的附近有大范围的白色亮点，表示时钟在半个区间范围 （32 天）内 
这些时刻点附近有特别大的变化.这也可以通过时间序列图像（图8下）看出来. 
在这个连续小波变换的灰度图像中，后一半图像要比前一半图像黑，这说明后一 
半时间里钟走得更稳定 i 在时刻610和720附近所有的尺度下图像都有一个黑 
带，这说明在这些时间里时钟走得特别 稳定. 


(11 a ) 

( lib ) 
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1.2 节的评论与扩展 

[1] 直观卜看，图3中的哈尔小波 0 ( H > ( O 用于度量单位尺度下的变化 • 因为 
正的部分 

« H , (w) _ U (H, (u) - 1/V2, 0 u ,> ( m ) >0,即0< 1, 

屮 = 10, 其他 

类似丁•可给出的负的部分，两者在“物理”或视觉上看起来都是单位宽度.不过， 
另•个被大家接受的有关函数 〆 *)的宽度的度量是自相关宽度，定义为 


width , {发（ •）} 


哈尔小波的正的部分有自相关宽度 


ridth a {^ ，m+ (-)} 


g ( u)Au 


g z (u)du 


M 


同理， 其负的部分也有相同的结果.对于式 （3 a ) 和 （3 b ) 定义的小波 0 <wo> (*) 和 
〆 _>(•),虽然它们的正的部分没有明显的“物理”的宽度，但是我们可以计算它们 
的自相关宽度.现在和夕 MM ( o 的表达式都包含有一个调节参数〜为了使 
结果对 tr 的依赖关系明显，我们暂时将这两个小波记作办 （•)• 于是可以写为 

ip a M — if), O. 


少 〆 = [0, 其他. 

那么， width , {0； ( m ) } =^X width . {0 T («> }» 其中 width * （ m ) } 可以通过数值积 
分计算.令 <7= l / width a {01+( w )} ，我们强制正的部分的宽度 width a {办 （“）} 和哈尔 
小波一样，为单位 1. 通过计算可得，对于， dG > (*)， a 士 0.443 11;对 〆 _(•)， 
( y =0. 636 28,这些值正是我们在图3中绘制小波图像时所使用的参数. 

[2] 有关连续小波变换在自然科学中的有趣应用的入门读 物有： Meyers 等 
(1993 )， Kumar and Foufoula - Georgiou (1994) , Carmona 等 （1998) 以及 Torrence and 
Compo (1998). 

1.3 连续小波变换的延续：离散小波变换 


任何基于连续小波变换分析信号都会出现信息的冗余.当绘制如图 8 中的图 
像时，连续小波变换本质上是一个探索型的数据分析工具，它可以帮助人眼从信 
号中寻找我们感兴趣的特征 • 为了从图像上获得更多的东西，我们就必然面临图 
像处理问题，因为连续小波变换在本质上是二维的.因为二维的连续小波变换只 
依赖于一维的信号，所以连续小波变换中显然有很多冗余.例如，在图8中当尺 
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度很大以后，两个相邻尺度范围内的连续小波变换的差异很小（比如说，比较一 
下尺度为40和42的两个细条），在间定的大尺度范围内不同的时刻下变化很慢 
(如在尺度为40的范围内沿着细条从左到右移动时连续小波变换的变化）.因此， 
我们进一步利用二次抽样来获取一些关键性的特征. 

本书的主要任务是讨论那些可以直接用于在离散时间点(也就是，/ = ()，1，…， 
N -1 ) 上观察得到的时间序列的离散小波变换.正如我们将要在第4章看到的那 
样，离散小波变换完全可以不和连续小波变换联系而自己形成•套完整的体系 
(离散小波变换与连续小波变换的联系将在第11章中讨论）.而离散小波变换可 
以看作是希望以种非常简洁的形式保留连续小波变换的主要特征的•种努力. 
从这种观点来看，离散小波变换可以看作是 w ( a ，/) 的巧妙的二次采样，而 a 
我们只使用“二进”尺度（即尺度 A 的形式是2，— 1 ，_/• = 〗，2, 3, …〉， 在特定的尺 
度2"— 1 内，我们以步长为 t 来离散时间. 

作为一 个例子，图]4中左边部分的图像显示了时钟数据的离散哈尔小波变 
换的结果.如图中左半部分最 F 图（也就是阁8中的 K 图）所示，数据中有 N = 
1 024个值.这些数据的离散小波变换也有』 V =1 024个数据，称为“离散小波变 
换系数”.关于时钟数据的这些系数可以整理成8个序列，它们都绘制在图中左 
半部分并排成-列.这些序列中的7个序列称为“小波系数”它们可以看作是 
在“尺度1”往上到“尺度64”各阁中与零的 偏差. 对于尺度2〃 1 ， 有乂 = N /2’ 个 
小波系数，对应这些系数的时间点可以取作 （2 n + l )2>^ — 1/2,《二0，1，…， 
N , — 1 ( 对于每一个尺度，小波系数的个数和时间间隔的乘积依然是 N ， 也就是 
原始数据的长度）.通过合适的规范过程，尺度为2，的第”个小波系数可以认 

为是 W < H > (2 广、 （ Zn + H 1 — 的一个逼近，即式 （9) 的哈尔连续小波变换 • 

上述这7个尺度的小波系数总计是1 016个离散小波变换系数.剩余的《个 
系数就是所谓的“尺度系数”，在图14左半部分的最上一个图中用 K 线连在一起 
(与尺度为64的小波系数在同样的时间坐标下〉 • 尺度系数与原始数据在尺度为 
128时的均值成正比（与小波系数不同，小波系数与两个相邻均值的差分成正 
比）.所以，尺度系数反映的是长期的变化，这就是它们为什么显示出 S 原始数 
据类似的向上趋势. 

对阁14中小波系数的解释与对 W ( A ，/) 的解释是十分相似的.比如说•在 
尺度为64的时候，最大的系数是标号为的系数.与之相联系的时间是 
(2«+1) • 64-1/2 = 191.5. 这个系数反映了在时间 191.5 之前和之后的尺度 
为64的均值之间的区别.这个差值很大的事实表明：当尺度为64时，与其他 
时间段相比，时间/=191. 5附近的钟的行为比较差.回忆一下图8中墨西琳 
帽连续小波变换，我们发现连续小波变换和小波系数有相似的模式.比如说， 
两个图都显示出在尺度为16和32的时候钟的行为似乎是随着时间的转移而越 
来越好； 另一方面， 在最小的尺度下，钟的行为与时间变化是相当一致的（参 
见 9 . 6节中关于统计检验的 i 、 J ■论，我们将客观地判断小波系数在特定的尺度下 




< (人） 


T (延迟) 


图14时钟571的哈尔离散小波变换系数和样本自相关序列 
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随着时间的改变是否有相同的变化). 

正如信号 ： r (_) 可以用它自身的连续小波变换重构一样（参见式 （11 a ))， 时 
钟的数据也可以利用它的离散小波变换系数进行重构（详见第4章中的讨论）. 
因此，连续小波变换在二进尺度上的二次抽样似乎是进行了大幅度的约简，但 
是时间序列和它的离散小波变换是同一个数学实体的两种不同的表示形式.于 
是.我们可以断言，在处理抽样的时间序列的时候（最近这种收集时间序列的 
方式是很流行的），将连续小波变换变为离散小波变换不会丢失任何信息.事 
实上，尤其是在科学领域，标准的二进尺度在一般情况下就足够特征化一个物 
理过程.在科学领域中很长时间里人们都自然地根据多个物理尺度（例如，大 
气科学、海洋学、天文学等）来描述演化过程.（如果用离散小波变换给出的连 
续小波变换的标准二进尺度概括对于某些问题并不恰当，则还有很多修改后的 
变换 如离散小波包变换 它可以提供更合适的分析.与之相关的思想将 
在第6章讨论 .） 

作为连续小波变换的缩影，离散小波变换保留了在时间序列中按尺度分解能 
量的能力. 如果 令足、 和 R 分别表示第/个数据值、尺度的第”个小 
波系数和第”个尺度系数，则有 

1 023 7 •、厂 1 7 

1=0 1 W — 0 

这个结果是式 （ lib ) 中能贵分解的离散形式.上式中，双重求和中的第一次求和 
是时间序列在尺度中的能量求和，各个尺度的能量沿着尺度的变化在图16 
中用直线连接并显示了出来.时钟分析师从这幅图上可以看出571时钟在8天到 
16天这样的尺度 I ：走得最好（这将会影响在实际中，比如说在测地学中，如何使 
用这个钟）. 

正如将要在第8章中讨论的，能童分解与小波方差 （wavelet variance ) 的概 
念是密切相关的，在小波方差中，我们将过程中的变 S 按照二进尺度分割.小 
波方差是基于傅里叶变换的能 M 谱的一个简洁的替换物，作为基于尺度的分析 
方法，小波方差比基于频率的频谱更容易解释.在统计模型的帮助下，我们可 
以使用小波方差的各种估计方法估计抽样变异 （ sam Pl in g variability ) 效应.例 
如，这样做可以建立假设为真的小波方差的置信区间（这允许我们像图16中一 
样估计图形中的抽样变异效 应）. 另外，正如第8章中所演示的例子一样，我 
们可以利用小波系数的局部化性质去分析过程随时间的 演变. 这种方法允许我 
们研究与时钟数据不同的、具有尺度特征的时间序列，它们随着时间的改变是 
不相似的. 

现在，让我们考虑离散小波的另一个重要的方面，如图14中右半列 所示. 
底部最大的那个图显示了时间序列的样本自相关序列的第一部分，样本自相关序 
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第 J 章 



图16基于哈尔离散小波变换小波系数（曲线）和极大櫃盖哈尔离散小波变换小波系数（小圖 
阐）的时钟571的能 撤分析 

列如卜定义： 

.V- r -l 

2 (X t -X)(X,. r -X) 

px.r — - \ T | -» T = 1,2,…，32, 

2 (足一 X) 2 

# — 0 

其中， X 是时钟数据的样本均值.统计量是时间序列 与它的 r 个笮位的平移 
之间的线性关联 （ association ) 的度这个统计董的范围是_ 1 <&. r < 1•当 
接近于1的时候， X 和的值就非常近（与时间序列的总变异性 相比〉 •时 
钟数据的图像显示它有高度的相关性，即使是间隔为32天的偏差也是如此 
(事实上，当 r =32 的时候样本自相关序列的值会慢慢地趋向于零.这种缓慢衰 
减是一种典型的“长记忆过程”——在 7.6 节中我们将给出这种过程中的基本概念 


的综述). 

对给定的尺度，小波系数自然地形成了一个特有的时间序列，所以感兴趣的 
是研究这些系数的样本自相关序列 • 在图14右半部分上面的七个图像显示了部 
分自相关序列与零的偏差的图像（由丁-最大的三个尺度的自相关序列的数贵比较 
少，所以它们的图像是全部自相关序列的图像）.这里，我们可以发现，样本自 
相关函数的数值是非常小的.在某个温和的合理假设下，统计理论告诉我们，如 
果小波系数的自相关系数是0,那么尺度为2/^的小波系数的样本自相关序列中有 
95 %的数会落在士 2 yN ^= T / 乂之间（详情参见 Fuller , 1996,推论 6. 3. 6. 2) .这 
些界限在图中也和样本自相关序列一起绘制了出来.我们看到，当考虑样本变异 
性的时候，很难做出小波系数的自相关非零的判断（对不同尺度的小波系数的相 
关性我们也有类似的结论）.因此，尽管时钟原始数据显示出了高度的自相关性， 
但是小波系数几乎是不相关的 • 

时间序列统计分析的中心目的是寻找将相关序列表示成不相关序列的组合的方 
法.图 U 中，自相关序列的图像告诉我们离散小波变换能有效地将相关序列（甚至 
是高度相关的序列)去相关，结合我们可以利用离散小波变换的系数精确地重构原 
来的时间序列——这就是离散小波变换是时间序列分析的一个很有用的工具的姓根 
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本原因.在第8章(小波方差）、第9章(长记忆过程的分解和合成）和第10章(信号 
估计）中讨论的统计方法都依赖 T 离散小波的精确歌构和去相关性.在小波领域中， 
很多发展都吋以 1 U 结为这两个重要的性质和每一个小波系数都只依赖 T 部分时间序 
列的事实(这就给我们苻效地处理其统计特征随着时间的变化而演化的时间序列提 
供了一种可能).（正如第4章将要讨论的那样，另一个“卖点”是完全可以用离散小 
波变换计算出来的.借助 T 金字塔算法，计算离散小波变换 有一种 卜分巧妙的方 
法.从汁算速度的角度上來说，这种算法要比快速傅里叶变换还要快，而快速傅里 
叶变换使得离散傅里叶变换从20世纪60年代开始广为使用 .） 

最后，我们注意到 • 虽然离散小波变换的二次抽样格式有效地将二维连续小 
波变换降为一维运算，但是有很多的时间序列可以利用在时间上相对较细致的抽 
样更加有效地进行处理.对这些序列，在二次抽样的时候保留一定的连续小波变 
换的冗余是很有好处的.在第5章中我们将讨论一种离散小波变换的修改形式， 
称为极大覆盖离散小波变换 （maximal overlap DWT , MODWT ). 和离散小波变 
换 - 样.极大植盖离散小波变换可以认为是连续小波变换在二进尺度上的二次抽 
样，但是与离散小波变换不同的是，我们处理的是所有时间轴上的信号，而不仅 
仅是2,间隔的采样点上的值.保留所有时间点上的值可以得到更好的连续小波变 
换的适当简化形式，因为它坷以消除离散小波变换对连续小波变换在时间上进行 
二次抽样的过程中造成的一定的“对准”效应 (alignment artifact ). 

作为一个例子，图18中 M 示了时钟数据的哈尔极大薄盖离散小波变换的小 
波系数（中间七个图像）和尺度系数（最上面一个图像）.与离散小波变换相比，极 
大 M 盖离散小波变换的每一个尺度都有1 024个小波系数，它的尺度系数也有 
1 024 个. 通过适丐规范化，尺度 2 〉1 的第 f 个极大覆盖离散小波变换的小波系 
数吖以认为是式 （9) 中 \ I ) 的一个逼近.如果选择一个好的方法进行 
二次抽样和重新规范化，离散小波变换的所有小波系数可以从极大蒗盖离散小波 
变换的系数中得到.我们很容易利用极大薄盖小波变换的系数去重构时钟的原始 

数据.如果我们用和分别表示尺度为2广 1 的第/个极大樓盖小波系数和第/ 
个尺度系数，则有下面的能景分解： 

| 02a " 1 02.H 1 023 

正如在离散小波变换中的 那样. 双 k 求和中的第一次求和可以认为是在尺度以― 1 
下能 M 贡献的求和 • 在图16中我们用小圆圈_出了这些和.这个分解将在第8 
章中有很好的应用，在那里我们将用它達立基于极大覆盖离散小波变换的基于小 
波变 M 的估 i 卜量.得到的估 计量在 统计意义下要比对应的基丁•离散小波变换的估 
计量要更加有效，这是极大薄盖离散小波变的最重要的优点 （但 是，这个变换的 
计算速度要比离散小波变 换慢. 事实上， 算法的 M 杂性和快速傅里叶变换相同 ）• 
总之，尽管离散小波变换可以肴作是连续小波变换的二次采样，但是实际上 
可以认为，它是独立的并 M 是一个蚩要而乂实用的进行时间序列分析的丁具•离 
散小波变换足•一个有效的分析工具的基本理由 如下： 







512 7 G 8 1024 

U 天） 


时钟 571 的哈尔 极大躓 盖离散小波变换系数 
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[1] 离散小波变换将时间序列重新表示为与特定的时间和特定的二进尺度 
2 P 1 相关联的系数形式.由于可以从它的离散小波变换的系数 竃构时 间序列，所 
以这些系数就等价于原来的序列. 

[2] 离散小波变换允许我们将时间序列的能量分割为与不同的时间和尺度相 
关联的片段.能量分解和著名的统计中的方差分析 （ ANOVA ) 技术很相似，于是 
利用离散小波变换就可以得到基于尺度的方差分析，这与利用能量谱而建立的基 
于频率的方差分析是十分相似的. 

[3] 离散小波变换能有效地将物理应用中常见的大量的时间序列去相关.这 
个性质是将在第8、9和10章中讨论的基于小波的统计方法的关键. 

离散小波变换可以通过一种比快速傅里叶变换更快的算法进行计算. 

对离散小波变换的一种修改产生了极大覆盖离散小波变换.这种变换在时间 
方向上引入了一些冗余，从而可以非常好地分析一些特定的时间序列.上面所有 
这些发展和与之相关的内容一^从最基本的开 始——就 是本书第4章到第10章 
的主要内容. 

1.3 节的评论与扩展 

[1] 为了保证内容的完整性，需要对我们所分析的时钟数据进行一些详细的 
介绍（其中一些数据与本书后面的一些内容有关） • 时钟数据事实上有 1 025 个数 
值，但是在本章的分析中只用了前 1 024 个.正如将在第 4.7 节和第 5 章中所说 
的那样，本章所说的变换实际上是局部的 7 o ==7 层离散小波变换和局部的极大覆 
盖离散小波 变换. 在计算局部的极大覆盖离散小波变换的时侯，我们要使用反射 
边界条件 （参 见式 （140) 附近的讨论） • 由于第 8 章中的原因，我们可以假设在这 
个过程中每一个尺度的小波系数的均值都是零，这样就可以通过公式 

S w,,w, J+r 

f»*0 _ 

sn, 

l=»0 

来估计这些系数的自相关系数的第 r 个单位 • 



第 2 章 

傅里叶理论和滤波器回顾 


2.0 引言 


在接下来的几章中，我们将对取自序列傅里叶变换和函数傅里叶变换理论 
中的一些基本结果做具体的应用，并且我们将会发现滤波器在小波应用方面起 
到中心的作用.本章计划作为一个自我包容的，导出来自傅里叶理论和滤波理 
论的关键结果.我们所选择的材料有意识地局限在我们后面将要用到的内容. 
对于这里采用的符号和变换的具体讨论，详见 Peixival and Walden(1993) •我 
们也推荐 Briggs and Henson( 1995) 以及 Hamming(1989) 作为进一步阅读的补充 
材料. 

熟知傅里叶分析和滤波器的读者可以很快地浏览本章，熟悉一下我们的符号 
和约定 即可. 我们鼓励其他读者认真地学4本章并且 尽吋能 多地做书中嵌人的练 
习（答案见附录）.这对丁•理解将在 2. 6节讲解的周期滤波器的概念特别重要，因 
为我们将在第 4 韋和第5章反复地使用这一概念. 

2. 1复变量与复指数 

序列和函数的傅里叶理论的最优美的形式涉及复变量的应用，因此我们回顾 
一些关键的概念（详细的处理， 可参见 Brown and Churchill ， 1995). 令 is /" 3 !， 
因此 i 2 = _l( 在本书中，我们用“三”表示“定义相等”) • 如果 r 和: y 是实值变 1 ， 
那么 z^jr + iy 定义了一个复值变 ft ， 它的实部和虚部分别是^和: V . 本质上 ， z 
是一个二维的变量，采用虚数 i , 可以分别描述它的分最.我们注意到下面的关 
键性质和定义 (. r ， A ，> r 2 , ： y ， ％ ,力都假设为实值变 ft ). 

[1] 两个复值变 M 2 i + i > M 和 Z 2= jr 2 - hiy 2 相等当且仅当它们的实部和虚 

部分别相等，即当且仅当且％=%. 

[2] 2 i 4- z 2 = j*i + J 2 + i (3 , ： +« y 2) 且 z \ z i = i jr \ X 2~ y \ y 2~^~^^'\ yz 十 J *2« yi ). 



傅里叶理论和滤波器回顾 


21 


[3>二: r+i：y 的复共轭是^三尤一匕注意到（々+々）•=<十 W ; («,々）• = 
z； z ； ;， =*r (即实变 ft 的复共轭是它自 身）. 

[4> = x+b； 的模（或绝对值，或大小）是非负数丨《丨 ^Cr 2 +y) U2 ; 平方模 
是丨 Z 丨 2 =jr 2 +y . 注意到 zz' — \ z\\ I Z* | = | z i . I Z I 2 关 x 2 除非 : y=0 
(即除非 z 可以看成是实值）和 I az 2 \ = \ Zl \ \ z 2 \ . 如果我们在平面上画出 
点 Cr, ：y ), 那么丨 z 丨是该点与原点 (0, 0) 之间的距离. 

[5] 复指数#定义为一个复变量，它的实部和虚部是 cow 和 sinx： 

e 11 ■三 cosx 4- isinx. 

上式就是著名的欧拉 （Euler ) 公式.注意到 I e u | 2 =cos 2 x+sin 2 x== 1对于所有的 
•r 成立.复指数遵循与普通指数相似的计算规则， 包括： 

(a) e ,(j+y, =e ir e i, . 

(b) (e-)- = e^, 这里 《 是任意的整数（这就是著名的棣莫弗定 理〉. 

(c) 盖- = ie u , Je^dj- = e u /i. 

[6] 正弦和余弦函数可以用复指数的形式表示如下： 



[7] 欧拉公式暗示了 i = e i #/2 ，一 i = e — 11/2 和一 l = 这些看起来不起眼的事 

实在化简不同的表达式时是很有用的. 

[8] 除了笛卡儿坐标表示 2==*2：+ i ： y ， 任何复值变景都有一个极坐标表示，记 

为之= U 丨 〆 ，这里和前面一样，丨 H 沒叫做 z 的辐角（通常写 

为 argz =0 且仅对 I 2 I 〉0有意义）.如果我们采用约定 一 并且在图上 
从点 U , : y ) 到原点（0, 0) 画一条直线，那么 (9 表示该直线和 * r 轴正向的两个夹角 
中的较小的一个（当: V 〉0 时我们有^> 0 ，当: V <0 时<?<0).我们有 tan 0=： yAr ， 
因此0可以通过一个反正切函数计算，要注意 I 和: V 的符号（即点（^，： V )所在的 
象限 ）. z 用实值变量： y 表示的笛卡儿坐标形式与用非负变量丨 2 丨和满足 
- ttCiKtt 的辐角0表示的极坐标形式是完全等价的 • 

[9] 对于 z = x -\~\ y , 和 3( z )=： y 分别表示 z 的实部和虚部的函数. 

2.2 无限序列的傅里叶变换 

令 { a< : ^ =…，一 1, 0，1，… } 表示一个实值或复值变量的无限序列，满足 

i la , I 2 <00( 当 z 所假定的值可以从上下文清楚地知道时我们简记为平方 

模的和为一个有限数的假设是一个充分但不是必要的条件，使得我们在本节中所处 
理的所有景都是有定义的.的离散傅里叶变换 （ DFT ) 是一个由下式定义的复 



值 函数: 


A (/) = 

| =隹00 

其中一 oo </< oo 是一个称作频率的实值变 量. 回想一下，对于/>0，由 
C os (2 jr /«) 和 sin (2 n / M )，_ oo <«<° o 定义的关于 w 的函数叫做关于频率/的正 
弦曲线，在这里频率有精确的定义，即当连续变量^从0变化到1时正弦的循环 
次数或百分数.由欧拉公式可得 

e -.2«/« _ cos (2 tt / “）一 isin (27 r /«), 

自然定义的关于 《 的函数称为一个关于频率/的复指数函数，这里丨/ I 
表示当《从0变到1时函数的实部和虚部循环了多少次.注意到在 A (_) 的定义 
中，我们允许/是 负的： 任何负频率应该仅仅视为一种数学上的构造，事实上是 
为了当需要物理解释时可以和某些正频率相对应（例如，考虑练习 [2.1] 在复解调 
中的关于负频率的解释).当在离散傅里叶变换的定义中使用 e *- 2 # 时会扰乱最初 
的意思，读者可以放心，所涉及的正弦和余弦函数都是实的 • 

函数 A (*) 有时也叫做的傅里叶变换.直观地， A (/) 可以看成是一个尝 
试，即序列和相互匹配得怎 么样. 如果丨 A (/) | 很大（很小），那么 
匹配是好(差）的. 

下面的两个练习记录了离散傅里叶变换的重要性质. 

练习 [22 a ] 证明 A (0 是单位周期的，即对于任意的整数 h 我们有 A (/+)> = 
Mf ). < 

由于它的周期性，我们只需要考虑4(*)在任一单位长度区间上的情况•一 
个简便的选择就是闭区间 [ — 1/2, 1/2], 即|/| <1/2. 频率1/2通常叫做奈奎 
斯特 （ N ’ yquist ) 频率. 

练习 [22h] 证明： 如果是实值的，那么 A (— /)= A *(/). <3 

由于丨 A * (/) 丨=丨 A (/) | ，由此得出实值序列的傅里叶变换的模是一个 
偶函数，即 I A (_/) | = | AC /) I . 

傅里叶变换的逆变换由下面的练习给出. 

练习 [22 c ] 证明： 

[ A ( /) e iZ " / i d / = a, ♦ / = … _ 1 ，0 ， ] ，…. < 

J - l /2 

上面的公式说明我们可以从傅里叶变换 A (0 重构序列 U ,}. 所以，在很强 
的意义上说，对于相同的数学实体， U , 丨和它的离散傅里叶变换是两种表示形 
式.大致来说，离散傅里叶变换的逆变换表明可以用正弦曲线的线性组合来重新 
表示 U 丄在重构的过程中， A (/) 的 I A (/) 丨越大，正弦曲线/的频率就 
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越里要.{«,}和々（•）之间的傅里叶变换关系如 V 所示: 

{ a , 卜 A (.) ， 


也就是 


A(/) = Y , ^"' Uf， 

和 

a , = f 2 A (/) e lZ "， d /， 

J -1/2 

这是用无穷和与积分定义的.序列和函数 A (0 称为傅里叶变 换对. 这样偶 
尔可以很方便地使用记号 Uj — A (/)， 即使这种方法使我们混淆了函数 A (0 和 
它在/点的值 A (/) 的区别. 

我们在以下练习中注意到•个特別重要的结果. 


练习 [23 a ] 假设有及 {6,} 一 B (，） ，其中 g 丨 a , | 2 < oo 并且 


Yj U I 2 .导出这“两个序列”的帕塞瓦尔 （Parseval) 定理变形，即 

/-- 一 tx. 

f 12 A (/) B -(/) d /. < 

J -' 2 

上述结论的直接推论是“一个序列”的帕寒瓦尔 （Parseval) 定理 

2 = \ A ( f ) | M /. 

J -"2 

帕塞瓦尔定理指出一个序列的关键性质(平方和)可以通过它的傅里叶变换继续保持. 

我们有机会来讨论以下的结果，这个结果可以把一个序列的偶指标变量的离 
散傅里叶变换和整个序列的离散傅里叶变换联系起来. 

练习 [23 b ] 假设 U , :f = …，一1，0，1， — 证明一个无限序列 

： ”念…，一 1, 0，1, •"} 的离散傅里叶变换是 由+卜（音） (普 + + )] 


定义的函数. < 

最后，假设 {“， ：/ = 0，1,…， N _ l } 是变量 N 的一个有限序列，并且假定 
通过定义当£<一1或/>~时 a< =0 把它扩展为一个无限序列时.这个序列的离 
散傅里叶变换由下式给出： 

A</) = 2 a > e ~' Uf, = 2 … e_i2 * A . 

I、—_oo i — 0 

因此使用记号 

{ a , 1 t = 0, ••• »N — 1 •) 


意味着 


Mf ) ^ I / l < y ； 

即我们默认为对 0 ，…， N — 1 以外的指标/， a , = 0 . 如果的指标的范围由上 
下文可以清楚地得到，就可以使用简化符号 
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"• 、…^ n ,, h ， t , a • b 2 ， 二 

ll = r —ti — 一 X 

图 24 无限序列 U ,} 和认丨的卷积如图所示.左图中有两条线.上面一条是无限序列 Ud 的元 
素均布顺序排列.下面 •条 线也是均布排列的，不过是无限 序列认 丨的元素的逆序排 
列.也就是说，尤限序列 U ,} 和的卷积是以{6_,}的首元素^*/*开始然后把数列 
{( U 和彳对应的元索依次相乘然后相加得到的.总的来说，第/个元素是由下 
面一行的元 素由/ 分割以后转变为心边的形'式以后通过相似的方法得到的——举例来 
说， A 图表示以第2个元素产生的卷积 

2.3 无限序列的卷积/滤波 

假定 U } 和他 } 是两个实数或复数变量组成的无限序列，满足条件 t | 2 <oo 

/= —.V? 

以及^丨化 l 2 <°°. 定义 U , 丨和 U 丨的卷积为如下的无限序列，其第/个元 

/ 一. 

素是 

a » 6, = ^ a u b,~ H ♦ f =…， 一 1，0，1，… （24) 

(为简化我们的讨论，假定贯穿本节的所有卷积满足 S ； \ a * b , I 2 < oo , 

f. • 一 oc 

但是重要的是要注意到这在一般情况下并不需要都为真注意到第二个序列 
{6,} 在做元素和元素的乘法之前是反转的并且关于第一个序列做了平移，这种过 
程在图24中已经列举出来了. 

下述练习或许会指出卷积中最重要的 事实. 

练习 [24] 如果 A (*) 且 {6,} — B (*)， 证明卷积 U * 6,} 的离散傅里叶 
变换可以由 A (/) B (/) 定义的函数表示，即 

= Mf ) B ( f ) , l / Ky - ^ 

对于这个结果的一种解释就是“时域范围内的卷积等 同于频 域范围内的相 
乘”.使用我们所定义的傅里叶变换的记号，可以写为 

{a * b , 卜 A ( • ) B ( •) ， 

其中 A ( OB (*) 表示函数在/的值是 A (/) B (/). 

和卷积密切相关的一个概念就是复互相关，它由如下无限序列来定义： 

ite * 

a ' * b , = 2 /=•••, — 1，0，1 ，…. 
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复互相关是}与{6,}关于时间的卷积.练习 [2. 2] 指出 
{ a . * b,)*-*A * (• ) B ( •) ； 


即 


Yjd ' = A * (/) B (/). (25 a ) 

令上面的&，可以得出 U ,} 的自相关函数，它是如下定义的无限序列： 


a " * a , = 2 a « a - » / = …， 一 1，0,1， …. （25 b ) 

练习 [2. 2] 的一个直接推论就是 

{ a * * a ,)*^ A ' (.) A (.) = I A (.) I 2 , (25 c ) 


其中 I A (-) I 2 表示在 / 的值是 I A (/> I 2 的函数.因此一个自相关函数的离散 
傅里叶变换不仅是实值的，而且也必然是非负的. 

假如我们能够正确表示卷积的组成分量，就能得到工程上的滤波器的概念 
(从技术上来说，我们所说的滤波器是线性的时间不变的滤波器；例如，详见 
Percival and Walden , 1993). 因此，如果我们把式 （24) 中的 U ,} 作为一个滤波器 
并把作为待滤波的数列，那么 6,} 就是滤波后的输出结果，即是 {6,} 的滤 
波变换.我们可以用如下所示表示滤波的一个流程图： 

{b ,} 一 ► |{ q < }] ― ► {a * b,} t 

这说明把⑷ } 经过 U ,} 滤波可以得到因为 U 卜 A (0, 可以用 A (*) 等价代 
替来用于滤波.因此，方便的是可以把一个滤波器作为抽象的结构，它的两个表示 
就是 { cU 和 A (.)， 所以我们同样可以称“滤波器 U }” 或“滤波器 A (•广“时域”的表 
示式 M,} 称为滤波器的脉 冲响应序列， 而“频域”的表示式 A(，） 称为传 递函数（或频 
率响应函教). 如下的流程图等价于上述流 程图： 

{b, } ~~ *■ A ( *7] — ► {a * 6, }. 

因为一般来说滤波器传递函数 A (.) 是复值的，所以可以考虑它的极坐标表 


示，即 

A (/) =| A (/) I e w/) . 

这个由 I A (/) I 和沢 /) 定义的函数分别叫做滤波器 的增益函数和滤波相位函數 
(注意 <?(/) 仅当 I 八(/) I > 0 时才有意 义）. 相似地， I 义（/) 丨 2 用于定 义平方 


增益函教. 

作为我们举出的第一个具体的滤波器的例子，考虑脉冲响应序列 


1 / 2 , 

1/4, 

0 , 


t = 0} 
t =土 1; 
其他 


(25 d ) 


给出的滤波器. 
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图 26 用低通滤波器进行滤波的例子 


练习[2.3]指出它的传递函数义（0是用(： 0!5 2 (1^/)给出.我们需要-个无限序 
列来进行滤波，因此，考虑 

L 

b , = 2^'* * / =…， 一 1，0,1，…， （26 a ) 

/-I 

其中 C , 与 f 都是实值，且丨先丨 <1. 练习 [2. 4] 也表明 {6,} 的离散傅里叶变换由 


下式给出: 


B(/) = 2 Ci 

i-i 


1 一辦 

l-2^cos(27c/)+>r 


(26 b ) 


因此用 U,} 来滤波 {6,} 的结果的离散傅里叶变换 ( DFT ) 由 A (/) B (/) = cos 2 (tt/)B(/) 


给出. 

图26中所示的例子表明在 L =2, ^=3/16, 6=4/5， C 2 = 1/20以及太_ 
一4/5的情况下（序列的图在（=士8时被截断).离散傅里叶变换 B (.) 在/=0处 
到达顶点并在/=1/2处到达高频 顶点. 的低频顶点在 z = 0 时达到最大值 
19/80，并且当►士 oo 时持续衰退.高频顶点是由相邻值间的“波浪般”变化形成 
的. {〜} 的传递函数指出这种滤波叫做“低通滤波”：它在削弱高频部分的同时保 
持低频部分不变.滤波系列的离散傅里叶变换 a ( ob ( o 在高频时非常小，反映 
在中躭是，和相比，缺少“起伏”. 

对照来看，让我们考虑脉冲响应序列为 


a , = 


1/2， 

— 1/4, 
0 , 


/ = 0； 
t =士 1; 
其他 


(26 c ) 


的滤波器. 
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-二 
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t 

.. 、- y 、 


/ / / 
图27使用高通滤波器进行滤波的例子 


练习 [2.5] 指出，它的传递函数由 A (/) = sin 2 (7 t /) 给出.这个传递函数如 
图27下面一行的中间图所示，并且表明上面的是“高通”滤波，因为它在削弱低 
频部分的同时保持高频部分不变.滤波系列 U * 6,} 由 {6, 丨中在 （25 d ) 中被消去的 
波浪起伏般的部分组成. 

最后让我们来介绍一下最重要的概念： 滤波器的 串联.这种现象在我们学习 
小波的过程中会多次遇到.滤波器的串联（级联）的定义 就是： 它是-组 M 个滤 
波的组合，即第一次滤波的输出就是第二次滤波的输人并持续进行. 

练习 [27] 假定: /=…，一1，0， 1. •••}， m = l , M , 是和传递 
函数 A m (0 相对应的 M 个滤波器.假定这些滤波器形成串联，它的第 m 次滤波 
器是 <〜.丄将 （6, 丨输入串联滤波器（即输人到 U ,.,})， 且让输出为 { c ,} (即由 
输出）.我们可以得到流程图 

{ 么 } ^ |A,("ol ► |a 2 (.)| ►… 一 ― ► {c, 

说明我们可以得到 


oo 

c , = a u b,-u » t — ••• , — 1,0,1 ♦ 

其中是一个滤波器，它的脉冲响应序列由单个滤波器连续卷积而成，其传递 
函数为 

A(/)^ tlA^C/) 

1 

(回想我们的假设是一个脉冲响应序列，且由一个有限序列的平方和卷积形成）. 
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滤波器 U ,} 和串联滤波器是等价的滤波器，以上的流程图可以重新写成 


{ b ,} — ► | A (0| — ► { c ,} ， 


其中 c,=a * b ,. 

练习 [28 a ] 假设第 m 个滤波器为关0且关0,则对于所有的 
/<氏一1及 QL + L ， 有^, =0( 假定 U 是一个正整数）.因为这种滤波器 
是由除零以外的 /-, 个相邻元素组成，我们就说它具有的宽度.它的传递函 
数是 

W 1 

K /) = 2 a m ., e ~ an/ \ 


等价于 A (*〉 的滤波器宽度是 


L 三 "■- M+1 - 
m 1 


(28 a ) 


2.4 有限序列的傅里叶变换 

现在，假设 U ,} = U , : / = 0,…， N —1} 是一个有 N 个实值或复值变量的序 
列.它的离散傅里叶变换 （ DFT ) 是由 N 个变量组成的序列 { A *} 

N-1 

A * = J ^ a , e- aMk/N , k = 0, — , N - 1, (28 b ) 

I*—0 

注意到 A * 是连带频率上式右边可以用于对所有整数的々定义 A *， 它 
产生一个具有下述性质的无穷序列. 

练习 [28 b ] 证明，如果对于所有的 I A * 是由式 （28 b ) 的右边定义的序列， 
那么得到的无穷序列是以 iV 项为周期的.即对任何非零 整数” 和任何整数々， 
0 O < N - l , 我们有(注意这个和练习 [22 a ] 的类似）. <1 

有些作者称 { A * 丨为“有限傅里叶变换”并且只对无穷序列使用“离散傅里 
叶变换”这个 名字. 我们更喜欢用“离散傅里叶变换”来应用于有限与无穷序 
列.使用“有限傅里叶变换”导出不适宜的缩写词 “ FFT ”， 现在普遍用于“快 
速傅里叶变换”算法，很快地计算 { A *} 的方法的集合（见 Oppenheim and 
Schafer , 1 989). 

我们能够用如下方式从它的离散傅里叶变换 { A *} 来重构 U ,}. 
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练习 [29 a ] 证明 


t .V-1 


= a ,， 


t — 0 , …， /V — 1. 


提示： 如果 z 是任意一个不等于 1 的复数，那么 




并且之后注意到，当 z = exp ( i 27 r / N ) 时，我们可以写 exp ( i 2 n «/ N ) = sr u . <j 

闵为我们可以通过的离散傅里叶变换来重构那么这两个序列 {«,} 
和彳 AW 能够考虑作为同一个数学实体的等价表示.{^}和{八*}之间的傅里叶关 
系如 


{a, 卜 M*} ， 


也就是 


々* = 2 

/-0 


和 


N 




其中现在可以称作 { A *} 的离散傅里叶变换 的逆. 对 — 上面右 

式的和可以用来定义〜，得到一个以 N 为周期的无穷序列（这个结果是在练习 
[28 b ] 基础上的一个变型）. 

对于有限序列的练习 [23 a ] 的类似结果如下. 

练习 [29 b ] 假定 一 { A *} 并且证明 


\-1 - N \ 

- 

； 0 4*，0 

令 bn , 我们得到对于有限序列的帕塞瓦尔定理，即 

N-l t N-l 

2 1 〜 i 2 = A * |2 . 

/•»0 k - o 


2.5 有限序列的循环卷积 / 滤波 

我们再次假定和是长度为 N 的有限序列，使 UJ - HAW ， { b •卜 
{ B t \. 让我们定义一个由和 {6,} 形成的卷积，它是一个 N 个元素的序列，定 
义为 

•V-1 

a * b, = y^jUub.-u ， 


/ = 0, —,N — 1, 
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其中当 — 1时，用周期 延拓； 即， b — dn 以此类推.为了强 
调我们在使用周期延拓，可以把以上内容等价转换为 

N-J 

a * 6, = ^ a u b t ~ umoA N » f = 0， …， iV — 1 ， 

u-0 

其中 “r — wmod / V ” 表示以 N 为模”，定义 如下： 假设是一个包含在 0 O < N_l 
内的整数，那么 jmodiV = h 假设）是另一个任意整数，那么， jmodN=j + nN , 
其中是 N 的唯一整数倍，使 0<> + nN < N _ l ( —定要注意，当表示成 
这种形式时，求模的运算是我们计算 10 + s + /-[(u + 5 v )/2] 
之后的结果）.然而，不管我们选择如何表达，上面的卷积称为楯环卷积.图 31 a 
说明了对于这个术语的根本理由. 

和无限序列的情况类似，循环卷积的离散傅里叶变换和与 {&} 的离散傅 
里叶变换有非常简单的关系. 

练习 [ 30 ] 验证 M *6,} 的离散傅里叶变换是用下式 给出： 

N-1 

^ a * b t e~' Ulk/N = A k B t , k = 0，."， N-lf 
1-0 

即 {a * M ***{ A * B *}. < 

有两个重要的相关的概念是复互相关，定义为 

M — I 

a ' * b , = 2 a -t = 0 ，：. ，N — 1， 

以及自相关，定义为 

,V-3 

a ' * a ( = a - +<modV, f = 0 ，.”,iV — l . 

图 31 b 给出了一个复互相关的图例.练习 [2. 9] 指出{ 〆 *6,} 的离散傅里叶变换用 

^ a * * b , e^ k/N = A ； B *, A = 0,…， N -1 (30) 

1-0 

给出，即 {«• *6,} 一 { A / B *}. 自相关序列的离散傅里叶变换直接为 

* a , e _ 細 /N = A ； A * = I | 2 , k = 0, …, A / — 1, 


BP { a * * a ,) 叫 | A * I 2 }. 
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图 31 a 有限序列 U ,} 和循环卷积的阁例.左阐中两个环.外部的环等分成 N 个弧， 
弧的边界像钟表一样从上到下标 记上办 ，…， ON -.- 内部的环也是如此等分，不 
过现在逆时针标记上&，…， U , 丨和 U 丨 循环卷积的第零个元素《*6。由 
A 和6,中对应元素相乘然后相加得到.总的来说，第/个元素“*在可以用相似 
的方法得到，只不过内环是旋转钟到/份 举例来说，右图说明如何用同心环 
队列得到循环卷积的第二个元素《*心 




bn = ^2 a^b,, 


a* *bs = ^2 d*,b u+ 2 mod 


m 31 b 和 {6,} 的循环复互相关的 图例. 布局和阁 31 a 类似 


练习 [ 31 ] 证明，适当地定义{么丨，使和 A 丨复互相关得到的序列和 
与 U ,} 卷积得到的序列是相 同的. 并证明如果丨，那么 <5,丨— 
{ A ； }； 即具有离散傅里叶变换 { A *} 的序列和 {6,} 的复互相关与具有离散傅里叶 
变换 { A / } 的序列和 {6,} 卷积是相 同的. 提示：对比图 31 a 和 31 b . < 

在丁程文献中循环滤波的概念和循环卷积的概念是相同的.因此，现在表示 
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U , 丨为一个循环滤波器并把作为待滤波的有限序列，由滤波输出的结果是 
如前可以用如下流程图表示以上操作： 


{b ,} —^ | ― *■ {a * b t ). <32 a ) 

因为对于循环滤波器的一个等价表示就是 { Ad , 因此我们也可以如 
下表示流 程图： 


{ 6, } — ► 「 {A*} - ~ ► {a* b,). 


而如文中所述， （32 a ) 可以表示一个有限序列的循环滤波或者一个无限序列的滤 
波，以上仅涉及循环滤波：循环滤波器的离散傅里叶变换一定是一个和彳类似 
的序列，而定义在所有整数上的滤波器的离散傅里叶变换一定是一个周期函数， 
即定义在实轴上的 AO ). 

循环滤波还能导出下一部分将要讨论的流程图的第三种表示方法. 

2.6 周期滤波器 


在小波学习的过程中，循环滤波器通常由一个包含无穷项的脉冲响应序列 
/=-••, — 1, 0,]，…丨直接构建而成(我们将在第4章讨论离散 Daubechies 
小波类，事实上除了有限项外， A 其余全都为零).给出有限序列冰 * f = 0, 1，…， 
N -1}, 让我们来构建有限序列 

c - ( = ^ aJ),- vmo d N * I — 0,1 ,••• ,N — 1. (32 b ) 


以上类似于一个循环滤波运算，由 N 个项组成的序列转换成一个长度为 N 的新 
序列，但是这种滤波器形式上有无穷多项.亊实上，此处我们可以把以上运算重 
新表达为一个长度为 N 的循环滤波器，称为和 相 对应的 周期滤波器. 为了完 
成这个运算，首先把无限多的和分成由/ V 个邻接的数组成的有限和 的组： 


> i 〉: = i ^ u -«jVirf-u.V )mod.V • 


因为对于所有的《， 有 hN、 moiN =b,— vmad N ， 我们可以写为 


oc N 罐 I .V-] 如 

2 a «+»N^<-i.«nodV — Si / 1 a »^"N )^f-M 
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其中 


♦ t = OA ♦••• »N — 1. 

以上定义 了一个 相应于 ud 的周期滤波器（也可以说 un 是彳化}长度为 / v 的周期 
化).从本质上来说，滤波器 U ,} 可以分割为长度为/ V 的块 




块 n=~l 块《 = 0 

把这些项放平相加就形成周期滤器波 uu : 


块… 


块” =— 
块 ， t = 0, 
块》= 1: 


^0 


a.v a.wi 


+ 


^2 N-l 


周期滤波器： ul a； … a ° N _, 

现在令•…， / V - 1} 是的离散傅里叶变换，并且让 A (0 是对 
应于 M 3 的传递函数（即离散傅里叶变 换）. 以下练4表明 （ A 〗} 和 A (*) 在一定方 


式上是相关的. 

练习 [33] 证明 

A:=A (^). 〈 
因此，对于的离散傅里叶变换可以容易地从对应于初始滤波器的传 
递函数々（•）中得 到； 80{八；}是由八（*)以 1/N 为间隔进行取样得到的. 

借助于流程图，我们可以表示式 （32b) 的（隐含的）循环滤波器为 

⑻一 ||a (♦” | 一卜丄 

为进一步参考，我们在这个流程图中做两个小的变化(参见以下的注释和扩展[〗])• 
酋先，如果我们把序列他}和氏 } 的元素表示成 n 维向贵 B * c ， 就可以得到 

b —[ SS 3 — c . 

其次，布时候可以很方便地把<〆(♦) 卜一 个序列>缩写为 A (务 )（ 序列中的一个 


元素）： 



( 33 ) 
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这种形式的流程图就是我们在后续几章中经常用到的形式. 

作为产生一个周期滤波器的例子，考虑下述无穷 序列： 

1 / 2 » £ = 0 ; 
a, = ■> 1/4 ， t =士 1 备 
0， 其他. 

现在这恰好是一个对应于式 （25 d ) 滤波器的脉冲响应序列的新记号，它的传递函 
数由练习 [2. 3] 直接给出.当时，周期滤波器如下 给出： 

flo = — a 0 = 1/2 

霣 _— oo 

on 

— = “1 = 1/4 

oo 

a°,= a t+nN = 0» / = 2 ，.”，N — 2 

j|= — oo 

a %-、= ^ on - j+iin — = 1/4. 

W- 1 —OO 

现在的离散傅里叶变换按要求（见对于周期化的第二个例子的练习 [2. 11]) 
如下： 

A ： = ^ aU-^ i/N = 2>:«^ e ” N = 

t = 0 1=*—1 I*—1 

=f>, e — =A ( 备 ) • 

M 后我们注意到一个关于滤波器 U ,} 和它的周期化 U :} 的一个重要的结论. 
练习 [34] 假定滤波器是已规范的 ，即 

E ur = i . 

| 一 oo 

如果是 u ,} 按长度 N 周期化的，证明一般来说 

2 I a ： | 2 ^1; 

<=0 

即，一个滤波器的乎方和与它的周期化的平方和不必是相同的.（提示：或者构 
造一个简单的反例或者对于和 un 的离散傅里叶变换的关系使用帕塞瓦尔定 
理 • ） <3 
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2. 6节的评论与扩展 

[1] 对于式 （32 b ) 的滤波运算来说，一个可能的可选择方法就是用式 （33) 的流 
程图来代替 

B —^ (• )| — ► C. 

读者应仔细注意 I :式如何 解释： il 的/ V 个元素是由周期化滤波器循环滤波得到 

的，这个周期化滤波的频域（傅里叶）表示是:々 = 0,…， N - l }, 滤波 

器的输出结果由 C 中的/ V 个元素表示.当以上流程图在小波文献中非常普遍时， 
A (_) 的取样就是隐含的，因此我们更愿意使用式 （33), 因为它清楚地表示了取 
样运算. 

[2] 傅里叶理论中一个众所周知的现象是，时域内离散取样可以用频域范围 
内等分频带后得到的节点的和来表示（参见，例如， 3.8 节 ， Percival and 
Walden , 1993). 注意到周期化的滤波器这里可以被认为是“双重的”混淆现象， 
在这种现象中，时间和频率的角色互 换了： 等分的时域变量的和可以用频域的离 
散取样来表示. 

2.7 傅里叶理论小结 

稍后提及，我们从无穷序列的傅里叶变换中总结出最重要的结果， 

的有限序列和实轴上定义的函数. 

•无限实值或复值序列 U , 丨， 并且 f \ a t \ 2 <oa 

一 

( a ) 傅里叶 表示： 

a, = f A(/)e i2K/, d/，f = … ， 一 1 ， 0 ， 1 广 - 

J -vz 

(重构公式），其中 

A (/)= I /1<1/2 

(分析公 式〉. 上式右边可以用于对所有的/定义々（•），得到一个有单位周期的 
周期函数. U ,} 和々（•）的傅里叶关系为 

{a, • )• 

( b ) 帕塞瓦尔 定理： “一个序列”的形式是 

2 I a t | 2 = T 2 I Mf) f z d/i (35 c 〉 

|= —oo 1/2 

而“两个序列”的形式是 

Yja；b t = r 2 A- (f)BCf)df. (35 d ) 


在实轴 k 


(35a) 


(35 b ) 
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( c ) 卷积和相关 理论： 卷积 

oo 

a * b, = a u b,- m * / = ••• » — 1,0,1 ♦ ••• (36 a ) 

的傅里叶变换是 

2 = A (/) BC />, (36 b ) 

oo 

因此 U *6,}-> A (0 B (0. M 互相关 

Oft 

a* *b •三 a*b u ^,, Z = •“,一 1 ， 0,1 ，… （ 36c) 

的傅里叶变换是 

oo 

*b ( e- lUfi = A' (/) B (/>, (36 d ) 

因此， *b,)^A' ( OB (*). 令 得到自相关，对于自相关 

{ a * * a ,} 一丨 A (•) 1 2 . (36 e ) 

•有限实值或复值序列 U , H = 0 , …， N — 1} 

( a ) 傅里叶 表示： 

^ = ^Tj A ^ K，k/N * ，= 0 ，.“，N — 】 (36 f ) 

(重构公式），其中 

A* 三 ⑽ /N , k = 0,…， N — 1 (36g) 

(分析公式).注意到 A * 是和频率 /* s 々/ N 联系起来的.上面两个公式的右边可 
以用于对所有的整数/和々定义〜和 A *, 得到周期为 N 的周期无限序列. < A *} 
和的傅里叶关系为： 

UXA*h 

( b > 帕塞瓦尔 定理： “一个序列”的形式是 

S 丨 《」 2 = 去 2 I A* IS (36h) 

而 {6,} — “两个序列”的形式是 

2 a * 6 * = ^7 2 ^**( 36i) 

f -0 
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(c) 卷积和相关 定理： 卷积 

N -1 

a * b t = ^a u b,- ymoiN » t = 0,*- ,N — 1 (37a) 

的傅里叶变换是 

^]a *b,e^' Utk/N = A k B kt k = 0,… ， N- 1 ， (37b) 

因此 — 这种形式的卷积称 为循环卷积或者周期卷积. 复相关 

a ' b u ^ lm0 ^ N , t = 0 , …， N — 1 (37c) 

||=»0 

的傅里叶变换是 

N -1 

* b t t~^ k/N = A；B *, 走= 0,…， N-l, (37d) 

/ = 0 

因此 . 令6,产生自相关，对于它来说 

{ ， * ai )^{\A k | 2 }. (37e) 

如果 { a , */ = …，一1，0，1， •) ,那么 



其中^ a /+ wv . 长度为 N 的序列是由长度为 N 的 U,} 周期化形成的， 
我们有 

{ a , ^ t = 0，."，N — 1} 一 fA(^) : 是 = 0, — ,N — 1 J. 

• 实 值或复值函数 a(*)， 并且 J\ I ait ) I 2 d/ < oo 
(a) 傅里叶表示： 

a ⑴二厂 A(/)e … d /， -oo</<oo (37f) 

(重构公式），其中 

A(/> = j aCOe^^df, 一 oo < f < oo (37g) 
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(分析公式).记号表示“在平方意义下相等”，也就是说， （37 f ) 等式左边和等 
式右边不一定对所有给定的/都要相等，我们有 

厂卜 A (/) e ,2 ^ d /| 2 d / - 0. 

«(•) 和 △(•) 之间的傅里叶关系记为 

a( • •). 

( b ) 帕塞瓦尔 定理： “一个函数”的形式是 

「| a(t)\ 2 dt^r | A ( f ) | z d /? (38 a ) 

而“两个函数”的形式是 

f °° fl - U ) bU)dt = r A * (/) B (/) d /. (38 b ) 

J — ow J —OO 

( c ) 卷积和相关 定理： 卷积 

a * bit) = [ a(u)b(t — u)du (38 c ) 

J —OQ 

的傅里叶变换是 

r a * bU ) e-^ ft dt = A (/) B(/)t (38 d ) 

J —oo 

因此 a *6(.) 一 A ( OB (.). 复相关 

a * *bit) = J a * («)6 (m 4~ f)dw (38 e ) 

的傅里叶变换是 

r a * * bU ) t~ aKf, dt = A * (/) B (/), (38 f ) 

J —oo 

因此 〆 ( OBCO . 令 6(/)= a (/) 产生一个自相关，即 


a * *a( • )*-*• I A( • ) 1 2 . 


(38g) 
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2. 8 练习 

[2.1] 假设 U , :£ =…，一1，0, 1， … } 是一个实值序列，它的离散傅里叶变换 
是 A (_). 对于某个/。使0</。<1/2,构造一个复值序列 

(这个程序称为复解调）. { c ,} 的离散傅里叶变换 C («) 如何和 Uj 的离散 
傅里叶变换 A (0 建立联系？假设 e 代表一个变童使0</ 。一 £</。+£< 
1/2,并且 AO ) 中的正频率能够和一些物理现象联系起来.你可以把 
C (/) 的负频率一 e </<0 作为物理现象中的哪种解释？ 

[2.2] 证明无限序列 U ,} 和 {6,} 的复相关{，*化}的离散傅里叶变换由式 （25 a ) 
给出. 

[2.3] 证明滤波器的传递函数八（_)是以 CO s 2 ( it /) 的形式给出的，其中滤波器的 
脉冲响应序列如式 (25 d ) 所示. 

[2.4] 证明： 由式 （26 a ) 定义的序列 {6,} 的离散傅里叶变换可以由式 （26 b ) 定义 
的函数 B (_) 给出.提示:当 *=&-«**/ 时，六厂糾写为 〆 . 

[2. 5] 证明具有式 （26 c ) 给出的频率脉冲响应的滤波器的传递函数 A («) 由 
sin 2 U /) 给出. 

[2.6] 校验图26和27的内容. 

[2. 7] 证明由式 (25 d ) 定义的低通滤波器等价于由两个滤波器{^.,}和{« 2 .,}的串 
联滤波器，和这两个的滤波宽度相同.确定这些滤波器的传递闲数 
A (•) 和 A 2 (•) ，且验证 A , (/) A 2 (/) = cos z U /). 

[2.8] 如果 U , :Z = 0， …， N -1}^ A (*>, 那么 a —和 a iV 41 取什么值？如果 

{ a t ： t — 0 t * N — 1 }*- > { Ak }» 那么 a“i 和 取什么值？ 

[2.9] 证明有限序列{^丨和的循环复互相关 U . 的离散傅里叶变换如 
式 (30) 所示. 

[2. 10] 令 U , :f = …，一1，0, 1,…丨是一个无穷序列，它的离散傅里叶变换 
是 AO ). 求出无穷序列 U 2(I+1 : « =…，一1，0，1，…}(即 U ,} 中的奇 
数项）借助于 A (.) 表示的离散傅里叶变换.（练习 [23 b ] 给出了偶数项对 
应的傅里叶变换 .） 

[2. 11] 令 {6, U =0, …， 3} 是一个长度为4的有限序列，考虑一个由 

，一 1, 0, 1，…定义的滤波器，其中#是实值变 M 并满足丨以 <1. 

令 

C , 三/ = 0,— ,3 

表示认}用 { a ,} 滤波后的^果.由设计长度为4的周期滤波器，即 
滤波器 ^ : / = (),•••，使 

3 

c t — ^ j irhxm • 

确定 { a ,} 的离散傅里叶变换 A (/) l ^ 及 {d } 的离散傅里叶变换{八：}，当 
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* = 0,…，3时，验证 A := A (夸) . 

[2. 12] 考虑以下定义在整数 h 的滤 波器： 

_ |1/2, / = 0,1，2或3; 

a> 10, / < 0或 r > 4. 

相应于长度为2, 3, 4和5的周期滤波器是什么？ 

对于滤波器 

H/2, f = 0,1 ； 

a , = < — 1/2, t — 2*3； 

[0, ;<0或/>4 

回答同样的问题. 

(第4章之后，我们能够将以上滤波器分别解释为2级水平的哈尔尺度 
和小波滤波器 .） 
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时间序列的规范正交变换 


3.0 引言 

时间序列的小波分析可以用规范正交变换的形式来定义，因此这里我们简略 
地回顾一下这些变换背后的主要思想.首先在 3. 1节回顾 - 下规范正交变换的基 
本理论. 3.2 节讨论重要的投影定理，而在 3.3 节考虑复值变换.在第 4 章引人 
离散小波变换 （ DWT ) 之前，我们先在 3.4 节讨论规范正交离散傅里叶变换 
( ODFT ), 这是因为它在许多有趣的方面和离散小波变换是并行和形成对照的. 
3. 5节总结本章的要点，已经对规范正交变换比较熟悉的读者可以 简申地 阅读这 
一节来熟悉我们的符号和约定. 

3. 1规范正交变换的基本理论 

规范正交变换是非常有趣的变换，这是因为它们可以以某种方式重新表示时 
间序列，这种表示方式使得我们可以很容易地从它的变换重构时间序列.在不严 
格的意义下，变换中的“信息”和原来序列中的“信息”是等价的；换一种说法，序 
列和它的变换可以被认为是同一种数学实体的两种表达.规范正交变换以一种标 
准化的形式（例如傅里叶级数）来重新表示序列，以利于进一步的处理，以此将序 
列简化成概述其主要特征的一些数值（压缩），并且分析序列来探索感兴趣的特殊 
模式（例如方差分 析). 在文献中有很多规范止交变换的例+，包括离散傅里叶变 
换的规范正交形式（见 3. 4节）、离散余弦变换的不同形式（见练习 [3. 3])、沃尔 
什 （Walsh) 变换 （ Beauchamp , 1984), 以及我们将在第 4 章中见到的离散小波 
变换. 

令兄，兄，…， X . v —, 表示 JV 个实值变量的时间序列（以后我们将把这样的序 
列记为《 X ,: Z = 0, …， N —1 丨，如果哑标/的给定值是淸楚的，也可以记为 
{X f }>. 图42 展示 了两个这样的的序列. 令 X 表示 iV 维列向最，它的第 
/个元素是 X ,，/=0，1，…， n — 1. 如果 y 是包含 y 。 ，…， y < v - i 的另一个这样 



0 5 10 15 0 5 10 15 

t t 

图 42 两个小的时间序列彳兄.,}和每个有〗6个值.左图用方块点表示 X ,.，在/ = 
()，••.，15处的值，右图表示 X *.,.两个时间序列仅仅在« = 13处不同， Xz.u = 
对于这个图示，丨 X ,.,丨的 16个值是 0.2, -0.4, -0.6, 0.5， -0.8, 

-0.4, —0.9, 0.0, -0. 2 , 0.1, — 0.1，0.1， 0. 7 , 0.9, 0. 0和 0. 3 


的向量，那么久和 Y 的内积由下式 给出： 

<X,Y)=X T Y= ^X,Y t , 

1 — 0 

这里 X 1 是 X 的转置. X 范数的平方由 

llxll 2 = < X , X > = X T X = |]Xf 
1—0 

给出.我们用量^= li x II 2 表示时间序列{兄丨的能量 （ e 被物理学家称为能量， 
必须以 e 的某种单位来度量 X ,). 

令 O 表示一 NXN 的实值矩阵，满足规范正交性质 0 T C ? = I . v ， 这里 J . v 是 
NXN 单位矩阵.对于 j，A = 0， 1，…， N — 1，令叹.和 (9.* 分别表示 O 的第 j 
个行向量和第 々个列 向量.例如， 


如果 O = 


10 

cos ^ 

sin ^' 

T 

" sin ^" 

0 

一 sin 汐 

cos 汐 

，那么 C ? 2 . = 0 

jO.2 — cosd 

.1 

0 

0 . 

.0. 

. 0 . 


利用这个记号，我们可以重写 

" dl .' 

O — = [ CP. 0 ， 1 ，…， O * N-1 ]• 

-Os-\ . - 


规范正交性质可以用内积的形式重新表示为 

f 1 ， 如果 k = k f } 

<〜，。.*，>=叫 0 ,其他， 
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这里夂*表示克罗内克函数.规范正交性隐含了矩阵 c ? 的逆 cr 1 就是它的转置 c ? T . 
这样由此可以推出 〈 cv , O /. >=$,./. 所以 o 的列向量和行 
向 fi 都形成一个规范正交向量集. 

我们可以将时间序列关于规范正交正交矩阵 o 分解，通过在 x 左乘矩 
阵 o 得到 



■ Ol - 


- on 


' <X,O 0 . > - 


o= o X = 

or. 

X = 

oj.x 

= 


, (43 a ) 




pL ,. x\ 

1 

、 <?,v-i . )_ 



这里我们用到了这样的亊实，即 ， x > = < X , Oj . >. N 维列向量 O 
称为 X 关于规范正交变换 G 的变换系数.第）个变换系数是0,，以内积 
< X , 给出.如果我们在上面等式的两边再左乘 0 T ， 并且注意到 o t o = l ， 
就可以得到重构等式 


x = o T o= [a. ,a. ，…， cw 


Oo 

o ' 


S ⑽ 



(43b) 


这告诉我们如何从它的变换系数 O 重构 X ( 记号 0,0,. 是指用向量 CV 的每个元素 
乘标贵 （), 得到的向贵）.因为 o , = < x ， O ,.〉， 我们可以将 X 的重构公式重新表 


示为 


X = ^<X,Oi ， > Oj. . (43 c ) 

>-o 

上式对任意的 X 都成立，因此向贵 Q •形成 N 维实值向童空间 R v 的一个 基底； 
即任何 N 维实值列向量都可以表示成 a . , o ,.， …， av - t .的一个唯一的线件 


组合. 

练习 [43] 证明对于 (9.* 存在类似的陈述，即 

•V-I 

X= o.*. (43d) 

k 隹 0 

换句话说，如果 C ? 是一个 NXN 的规范正交矩阵，那么任意的一个 N 维向量 X 
可以写为 O 的 N 个列向董的线性 组合. < 

关于规范正交变换的一个重要的事实是保持能量，即变换系数 o 中的能 a 和 
原来序列; r 的能量相等，这可以从以下的讨论中 看出： 

€o = I) o I! 2 = O t O= (O X) T OX = X 1 。 飞 OX = X V X = II X II 2 = ex 
(一个 保持能量的变换有时也叫做等度变 换）. 因为 = 和 e 0 = SO ?， 我 

们可以讨论序列 { 描述了时间序列的能量是如何通过时间分解的’同时序列 
描述了能量是如何通过具有不同指标的变换系数分 解的. 
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练习 [44a] 利用式 （43 b ), 证明 


第3章 


II x || 2 = U um ， r ； 

>，0 

即 X 的甲方 范数等于重构 X 的所有向量 AG . 的平方范数之和. < 

尽管科无数种可能的规范正交变换，但是具有特殊兴趣的规范正交变换（如 
离散小波变换和规范正交离散傅里叶变换）则是那些我们可以把某些物理意义附 
于其变换系数 G 或重构向量 0,0,. 的规范正交变换. 

3.2 投影定理 

规范正交变换的一个重要性质可以用投影定理来概括，这个定理可以阐 
述如下.假设我们希望用向量 a . ， o ,. ，…， Ov — 的一个线性组合来逼 

近 X ，这里 n '</ v ， 对于系数{«，丨的某些集合， x 的近似女就可以表示成如 
下的 形式： 


^ — o ,.. 

)-0 


进而，假定我们是基于最小二乘准则来选择系数 a , 的，即使得差向量 — 戈 
在 IU || 2 对于系数的所有可能的选择应该最小化的意义下尽可能的小.投影 
定理说明选取 A =(), =〈 X ， Oj . >就可以满足最小二乘准则. 

练习 [44b] 验证在建立投影定理中的关键一步，即 

lie" 2 = 2(0 ； a>) 2 + |ioJ. < 

)^-o i^S 

注意到第一个平方和项可以通过令来最小化（由于第二个平方和项所 
涉及的 cv 并没有用来形成逼近女，所以我们无法控制），通过上式可以得到投影 
定理. 

通过最小二乘选择的七即 a ,=0 7 , j =0， 1，…， N '- l , 我们有 

IMI 2 = ， 

这是一个有用的刻画 X 逼近于 X 的程度的度景.注意到增加可以导致 WeV 
显著地减小，即用更多的来逼近 X 不会引起 Ik II 2 的增加. 

最后让我们回顾一下下述线性代数中的概念，这些概念将会在第 4 章中用到. 
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由于所有的 N 个向 MG . 构成了有限维空间 R x 的一个基，故向 MO ,. ( oo < yv '— 1， 
/ V ' CAO 的集合组成了 R v 子空间的一个基.我们可以认为这个子空间是由向 M 
On . ，…， Ov - 1 . 张成的.例如 



fo J - i ] 

y /2 s /2 


_ 0 ■ 

1 


■ 0 ' 

1 

如果 (9 = 

0 _ 丄丄 

V 2 s /2 

，则 Oo • = 

和 Ol •二 

_7 i 

1 1 


.1 0 0. 




lTIJ 


那么由 a . 和.张成的 W 的子空间包含了 R 3 中的第 j = 0 个元素恒等于0的所 
有向1的集合.除了--开始给出的 a •和 a . ，这个子空间显然还存在其他的基 
底： 对于任何0，向 M 


- 0 - 


' o - 

cos 没 

和 

— sin0 

.sin^. 


_ cos^ _ 


构成了由 a •和.张成的子空间的一个基底.借助于一个术语，我们可以称』: 
面的 x 是 x 在 a . ， …， •张成的子空间上的投影. 

3.3 复值变换 


将上面讨论的内容稍微推广一下，即允许0的元素是复值的，这是有趣的 
(这将在 3. 4节定义规范正交离散傅里叶变换中用到）.这时，规范正交性质就变 
成了 O h O -=/ v ， 其中上标 H 指的是埃尔米特转置，由定义，一个矩阵的埃尔米 
特转置0〃可以这样 得到： 首先进行普通的转置 C ? T , 然后将它的每一元素用其复 
共轭代替.例如， 


如果 O 




那么 




Oir 
0?.2 - 


这里 o 、 表示 Q .* 的复共轭.注意，如果 o 的元素是实值的，那么 c ? H 就等于 
因为实变量的复共轭就是它 本身. 满足 C 9 H 0 = 1、，的矩阵有时也叫做西矩阵.令 
和 0.* 分别表示 G 的第 ） 个行向 M 和第々个列向 M (注意，这些定义与实值情形 
是一致的，因为在实值情形下 ). 丙此可以写为如下 形式： 


o = 


Ol - 

or . 


[C? • 。， O • 1 ，…， • N-t ] • 


.d 


两个复 值向摄 U 和 V 的内积定义 如下： 

<v,v> = Yluy; - v H u. 


(45) 
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注意到 < v ，(/> = (< r /, v > v , 那么 i / 的范数平方变成 

II t/ II 2 == <u ， u> = ^u,u; = g I lu 2 . 

/ =0 f =0 

根据内积的定义，规范正交性质可以重新表述为：<0.*，0.* >=厶.*或<0>.， 
O r . >=^./. Oj . 和 O .* 都组成了 / V 维复值向量空间 C N 的一个基. 

由于实值向量 X 包含在 C 〜’中，所以我们可以把它关于酉矩阵0分解.当我 
们关于实值规范正交矩阵分解 X 时，用〈 X ，>作为第 y 个变换系数 a 的定义 
(参见式 (43 a )). 对于酉矩阵，我们同样令 Oj . > . 

练习 [46a] 证明 


0 = OX 和 X = o H o , 


(46 a ) 


它们分别定义了基于酉矩阵变换的分解和重构等式（如果我们把 X 换成复值向 
»，这些等式仍然成 立）. < 

注意： 对于实值情形，这些等式与式 （43 a ) 和 （43 b ) 是一致的. 

最后，我们注意到能量守恒可以表述为 

IIXII 2 = I O y | 2 = || Oil 2 ， 

f=0 j—0 

而且投影定理可以很容易地推广到复值变换. 

3.4 规范正交离散傅里叶变换 

令是实值序列{足>的规范正交离散傅里叶变换，定义为 

F * 三古加"' k = 0,-, N-l (46 b ) 

(规范正交离散傅里叶变换和第2章中的离散傅里叶变换的关系将在本节最后的 
评论与扩展中的条目 [1] 中讨 论）. 童^称为第 々个 傅里叶系数. 虽然 F t 是 N 
个复值变量，但是组成它们实部和虚部的 2 N 个实数值是有约束的，即只有/ V 个 
实数值是构造所有傅里叶系数所需要的. 

练习 [46b] 令彳 X ,: / = 0，1 ，…， N — 1} 是一个实值时间序列， F * 是 
式 （46 b ) 定义的第走个傅里叶系数.证明 F 。 是实值的， F N - t = F ： 对于 l <々< N /2 
成立，并且当 N 为偶数时， F . v /2 是实值的. < 
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阐47 N =】6 且是= 0到 7( 左边插图从上到下）和4 = 8到 15( 右边的插图）的规范正交离散傅 

里叶变换矩阵，的行向量 yr .. ，的大多数元素是复值的，因此实部和虚部分别由实 
方块和空心圆 表示. 注意.和， r . 是实值的，并且，例如 • Fg . =(5 T . 广 

从上面的练习我们知道尺由 N 个实数决定，即由 F 。， F N /2 (当/ V 是偶数 
时）以及复值变量 F *, l <々< N /2 ( 当 N 是偶数时有 N /2 — 1个，当 iV 为奇数时 
有 （/ V _ l )/2 个）的实部和虚部分量所决定. 

利用向量的记号我们可以把式 (46 b ) 写为 F-=T X , 这里 F 是长度为 N 的列向 
量，它的元素是 i 7 。， F ,， …， F . v -, ,， 是-个 iVXTV 的矩阵，它的第 U ， /〉个元 
素是 expC - Uj ^/ AO / v ^, 0<6， r < N - l , 图47示例了一个 N =16 时的矩 
阵厂 

练习 [47] 验证 只是酉 矩阵， 即， = 这里上标 H 代表埃尔米特 
转置. 

提示： 利用练习 [29 a ] 的提示. < 

由上述可以得并且 

er- (|F || 2 - \\X\\ 2 ^e x . 

上式表明规范正交离散傅里叶变换是保持 能量的 （等距）变换. 由于 尸,、，-* =厂， 
当 N 为偶数时，有 

|| F|| 2 = 2 I F * ! 2 =! F 0 l 2 +l F n/2 | 2 +2 X ； | F * | 2 . 

裊二 0 !<*< N /2 
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这样，我们就可以将彳义}的能 M 关于指标进行分解（如果 /V 是奇 
数，就去掉 F . v 2 项）.规范正交离散傅里叶变换在很多应用方面被认为有用的， 
因为傅里叶 系数厂 和频率能联系起来，因此规范正交离散傅里叶变换 
可以认为是关于“ 频率频 率”基进行能 M 分解.建立这种关系的一种途径就是注 
意到的计算涉及 exp ( — i 2 ntk / N ) = exp ( — i 27 t //* ) »利用欧拉 （ Euler ) 公式 
exp ( — \2 nt fk ) ^ cas (2 nt /*) — isin (27 r //* ) » 就可以将 /* 和正弦频率联系起来.另 
一种方法是，如果对于固定的振幅 A 、 固定的频率 /* (0<^< N /2) 和固定的相 
位♦，^ X ,-= Acos (2 nf t - t +^), 那么对于 0< A < iV /2, 我们有 
|, VA 2 /4， k =，关0或 N /2; 

| F * | 2 — j , VA 2 cos 2 (^) t 々=々 / = 0或〜/2; (48 a ) 

lo , 其他. 

即3指标从0到 N /2 时，频率为八的正弦的规范正交离散傅里叶变换仅有一个 
单独的非零系数，并且这个系数和频率 /* •有关（练习 [3. 4] 验证了这个结果）. 

在一些特殊应用中，我们必须考虑每次观察的时间间隔以，这时标准的频 
率々// V 对应于物理频率々/(〜△/)•例如，如果秒，那么 々/( A / AZ ) 就是频 
率，每秒次阛期（即赫兹，通常缩写为 Hz ). 

令 

是 X 的采样平均，并且令 

a = = 士§义-又 2 = * || x | n 2 ( 48b) 


是采样方差.丙为 FV // N ■二又，对于偶数 N 釆样方差可以分解成 


-~ II F || 2 - X 2 


N 


+ | S i F *i 2 , 


闵此2丨厂丨 2 /:V 表示对频率为 /*(0< OK ：/ V /2) 的{ X ,丨的采样方差责献（对于奇 
数 N , 我们必须去掉 F . v 〃项） . 对于偶数 N ， 方差的分解可以用来定义彳的 
离散傅里叶经验 （ 实验）功率（即取样 变谨） 谱 fk = k / N , 々=1，…， 

N/2) 

(2 | F * | 2 / N ， 1 <々 < N /21 

}\( f k ) = \ (48 c ) 

11 F * |*/ N , k - N /2. 


根据这个定义，我们有 [&(/*) =於（对于奇数 N， 我们还是去掉 F.v 2 项，功率 
谱是定义于频率 /* = = 1，2,…， （N — 1)/2). 对于奇数或者偶数 N ，Pt ( fk ) 
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阁 49 阁 42 所示时间序列的规范正交离散傅电叶变换.和彳 U 的规范正交离散傅里 
叶变换 F 如上 面一行所示.规范正交离散傅里叶变换的实部和虚部分別由实的方块和 
空心阑表示，对应于规范正交离散傅里叶变换的离散经验功率谐在 F 面一行给出 

中的频率 /* 满足 l / N </*< l /2. 

作为例子，图49最上边一行所示的是图42中两个16点时间庁•列和 
( U 的规范正交离散傅里叶变换.对应的离散经验功率谱如 F 面一行所示•尽 
管这两个时间序列仅在第13个值不同，但是他们的规范正交离散傅里叶变换和 
谱却在每一个点都不同. 

现在我们考虑由式 (46 a ) 表示的 X 的傅里叶重构 

-、，一 1 

X = T h ¥ = > T k . - 

考虑这个向懂式的第 〖个 元素，我们得到相应式 （46 b ) 规范正交离散傅里叶变换 
的逆 

X, = ^E^e i2lW * /v , / = 0,… ， N-1. 

下面，我们注意到，对于偶数记 

VF* T k . = F 0 To. -h 2 Tk - Ts-k. ) + F s 2 

k- 0 




阁 50 (阁42左边一行所示）的傅里叶细节 XV .*、光滑和粗糙兄 r .*， ♦ = ()，•••， 8( 从 

上 到下） 

(对于奇数我们 N 样去掉 F 、. 2 项）.让我们定义 

fF* r k . 4- Fv -* ， ]<k< N/2 ； 

Vx.k ^ \ (50) 

{Fs 2 下 ' n n • ， 走 = N /2. 


练习 [5» a ] 证明 ZV ,*=2 9 KF * 乃 .）， 0< k < N /2、 其中识 ( F * ) 是一个 

向 M , 它的第々个元素是复变量 F * 和向量 7*. 的第々个元素的乘积的实部.提 
7 JK ： 先证明/*’、-*，、-*• = F / JT /. <3 

由丁亿又>. - XI , 其中1是一个由 I 构成的向量•则 

L.V- 2 J 

X = X 1+ 2仿.*， 

秦 ： • 1 


其中 L N /2」 表示不超过 N /2 的最大整数(因此，如果: V 是偶数，则 L /V/2J = N/2; 
如果 N 是奇数，则 LN /2」= ( N — l )/2 h 上面的公式根据实值向量 XV * 的分解提 
供了一个额外的 X ，其中每一个认 .* 都和一个频率 /* 相联系. 

练习 [50 b ] 令— iB * »并令 XV .*.，为认.* () 的第/个兀素， 

证明 


T>.F.k,l = 


7^ 


[A*cos(27r/*/) + B*sin(27T_/")] ， 
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S^.k 

T^r.k r 

-t_ T T ■ t 1 f I 

•"一 

| 



• , , • . T , T , , 廉 ,,T 


i 4 T 1 1 **■ 4 

. T f T . [ - ? 


-•- 

f . T . T 

1 *• 1 
..1 9 f T t. 


‘iUlr. 11 

♦ . r r T 

^*^7 :; 1 M 』 广 


'* i A 

- fl T 

« 看 t f d T f 

攀 

Uiiii … i* 

f - . .1 _ T 

▼ • • 4 • • i * 

' w • • 4 • A • 

人 


1 1 1 1 

⑴ FT ■ t 

till 

J _ 1 _ 1 _ L 


r > 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 


m si 彳 u (图 i 2 右边一行所示）的傅里叶细节 iv .*、 光滑办,*和粗糙充厂*， 
^ = 0, 8( 从上到下） 


它表明 P/.* 是实的并且和频率 /* 有关. <3 

我们称 P,.* 为々阶傅里叶细节.图50和5〗的第一列分别显示了图42中的 
两个时间序列丨 U 和的傅里叶细节（这里 [ N/2」= 8). 注意到虽然这两 
个时间序列仅在 f=13 处的值不一样，但是它们的 P/.* 却在所有的々处都不 
相同. 

令 

▲ LW2J 

Sx.k = XI H- 2 ， "Rx.t ^ X/ * 

因此，我们有 « S_r.* + 尺/.*， 0<4<L N/2 」（这里&.。=又1，并且定义 
仏 .us/,,2」 是一个零向量）.因为 &.* 是由采样平均和X的傅里叶重构中的走个 
最低频成分构成的，而I.*由 LN/2 J —是个高频成分组成，因此由* S/,* 的元 
素给出的时间序列应该看起来很光滑，相反的看起来很粗糙（术语“光滑”和 
“粗糙，，是由 Tukey 在1977年引入 的）. 我们称 &.* 和尺，,*分别为X的走阶傅里叶 
光滑和傅里叶粗糙（工程师们通常称他们分别为X的低通和高通）•图50和图51 
的第2和第3列分别 7 K 例了时间序列 <兄.,> 和的所有阶的傅里叶光滑和 
粗糙. 
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注意到我们可以用投影定理把解释成 X 基于基向 iJT 。. ，，,.，•••，.和 
: Fw • Tv ,.( 最小二乘意义下)的最佳逼近(如果 A =0, 那么第二 
个集合就是空的).相似地， n T . k , 0< A<L W 2 J 是 X 基于乃 H .， 乃^.，…， 
: Tvn . 的最佳逼近. 

最后，我们考虑向童 X 的循环移位对规范正交离散傅里叶变换的影响 .设丁 


和 7" 1 是 NXN 阶矩阵，满足 

TX ^ L-X^N-1 » fXi ， … ， Xv-3 » X.V-2 一丁 


和 


(52a) 


T- ] X=IX, ， X 2 ， X 3 , … ， X.v_ 2 ， X.—, ,X U ] T , 

并且令丁 X ， 等. 注意到对于所有的 X 有了…了久: 


X , 凶此 '7」了 =■-/.、， 故 T 的逆是 了― （正如符号所暗示 的）. ： r 和了― 1 所取的确切 


形式分别为 


"0 

0 

0 

0 … 

0 

0 

r 


"0 

1 

0 

0 • 

• 0 

0 

0" 


1 

0 

0 

0 … 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

0 • 

• 0 

0 

0 


0 

1 

0 

0 … 

0 

0 

0 

和 

0 

0 

0 

1 • 

• 0 

0 

0 

(52h) 

0 

0 

0 

0 … 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

0 • 

- 0 

0 

1 


0 

0 

0 

0 … 

0 

1 

0. 


Ll 

0 

0 

0 • 

• 0 

0 

0. 



从这可以明显地看出丁… == T T , 即了实际上是一个规范正交变换. 

练习 [52] 对于仟意的整数 m , 证明的第々个傅里叶系数是 


F k exp ( — i2 nmk/N). <3 

由于 i F k exp(-\2nmk/N) | = | F * 丨，因此离散傅里叶变换的经验功率谱 
{/ V (/ A )} 关于 X 的循环移位是不变的. 


3. 4节的评论与扩展 

[1] 对式 （46 b ) 的规范正交离散傅里叶变换和式 （36 g ) 的离散傅里叶变换进行 
对比可以发现，这两个变换仅仅差了一 个因子 1/>/及.因此，如果我们构造了一 
个 NXN 维的矩阵夕，它的第 d O 个元素是6<9(—彳 2 71^/]\0，那么夕 X 将生 

成一个包含 X 的离散傅里叶变换的向量.由于歹 H 歹不等于单位矩阵 A 、， 而等于 
/V 乘以 / v , 因此可以看出离散傅里叶变换不是规范正交变换，但是可以叫做正 

交变换，因为夕 H 歹的所有非对角线上的元素都 是零. 正如我们所定义的那样， 
采用离散傅里叶变换而非正交离散傅里叶变换的理性来自于卷积的离散傅里叶变 
换等 T 每一个离散傅里叶变换的乘积，然而卷积的正交离散傅里叶变换等于每个 
正交离散傅里叶变换的乘积的#倍.卷积在小波理论以及其他地方的应用非常 

广泛，没有显示的因子%/及是非常方便的. 

[2] 规范正交离散傅里叶变换固有的周期性假设对于许多时间序列是不合适 
的，特别是那些丨 Xo - X . v _, | 比相邻观察的典型绝对差 （即丨 X ,- X t ^ I , 
/ = 2, …， N ) 大很多的那些时间 序列. 已经发现两个很有用的程序，可以用来 
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减弱对产生的分析的影响，即逐渐变细（有时称为加窗）和将 X 延拓一倍，通过 
在 X 的结尾加上它的一个倒序形式（第二个程序将在 4. 11节讨论）.逐渐变细就 
是给一个序列乘上 X 的元素，〜当/趋于0或者 ； V — 1 时减小到0,使得 X 
的中间部分的形状基本上没有太大的改变.通过强制时间序列在它的终点处趋于 
0, 我们发现和义。〜因此周期性的假设是有些合理的. 

正如我们将在 4. 11节看到的那样，离散小波变换也假设周期性，但是变换 
的局部化性质使得受影响的系数的个数比规范正交离散傅里叶变换情形要小 
得多. 

3.5 小结 

这里我们总结一下本章的主要观点.一个 NXN 阶实值矩阵 (9 是规范正交 
的，如果它的转置是它的逆，即如果 = 其中 G 是/ VX / V 阶单位矩阵. 
当然还有 OO t = N . 我们可以用 O 左乘 X 来分析（分解）时间序列 X 得到0 = 
OX, 一个包含变换系数的 N 维列 向景； 同样，给定 O, 我们可以合成（重构） X 
因为 O t O = 兄如果令 C 7,. 是一个列向量，它的元素包含了0的第_/行，那么 O 
的第）个元素 O , 由内积 Q .〉 给出，因此我们可以将 X 的重构表示成 

N-l .V — 1 

X = O r O= 2⑽ • = > Oj.. 

> = 0 户 0 

一个规范正交变换是等距的，这意味着在 II X || 2 = || 011 2 的意义下是 

/ 

保持能量的.投影定理表明， x 的最佳逼 近戈仅 由那些 N '< iv 的向 ta . •…， 
CVd 构成 

S ⑽ • ， 

卜0 

这里的“最佳，’是在最小二乘意义下理解的，即误差向量—又的范数最小 • 

对于元素为复值的矩阵 o 也有类似的结果.如果 C ? H C ? = / v ， 其中上标 H 表 
示埃尔米特转置，那么这个矩阵就叫做酉矩阵.当然，= 如上，实值 
向量 X 的变换系数由 0 = 0 X 给出，其第•个元素是 0, = < x ， Oj . >,其中 o , •是 
o 的第）行的埃尔米特转置.重构公式由下式得到 

X = o H o= ^OjOj. = o t .. 

j-0 j=0 

变换 o 保持能 ft : iixii 2 = iior = s \Oj i 2 . 当 x 用复值向量代替时，上面 

I 

的结果仍然成立. 

前面的复值规范正交变换的例子就是规范正交离散傅里叶变换 （ODFT) ， 是 
由 NXN 矩阵7定义的，它的第 U ， 0个元素是 exp (_ i 2 jtM / iV )/ v ^ (规范正交 
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离散傅里叶变换和离散傅里叶变换的区别就在于因子，参看式 （46 b ) 和 （36 g )). 
这个变换的每一个系数都和一个特定的频率，即/*=々/〜，联系，容许对能量按 
频率分解.通过按频率对重构向量进行分组，我们就可以将 X 分解成光滑部分 
的低通部分）和粗糙部分的高通部分），因此有 x = s r . k - hn f . k . 
细节仿.*和频率八有关，它表示相邻两个顺序的光滑部分（或者粗糙部分）的差 
分，即 " Dr.k ~ Sr,k _ !(或 XV ,* = 兄，.卜 1 —尺， .* ) • 

3.6 练习 

[3.1] 证明规范正交变换 O 保持内积，即 

(Ox,oy > = < x , y >. 

[3.2] 这里我们定义一个变换，它和规范正交离散傅里叶变换非常类似，不同 
之处仅在于这个变换直接用正弦和余弦而不是借助于复 指数. 设/ V 是-- 
个偶数，假设 o 是一个 nxn 阶矩阵，它的第 u , /) 个元素是 a .,, 0< 
々，变换由下式给出： 

VUNcos(lk + 22 itt / N ), k = 0,2,-, N -4 i 
V ^/ NsinC ^ + llirz / N ), 灸- =1,3 , …， N — 3; 

O t ., = •{ 

cos ( xc /)/ >/ N , k = N — 2； 

M -/ N , k = N - l . 

证明 O 是规范正交 矩阵. 对于奇数 N 我们如何定义呢？ 

[3.3] 这里我们考虑类型 n 和类型 IV 的离散余弦变换 ( DCT ), 它们都是规范止交变 
换，工程师们对此应用很广泛，例如在图像压缩中，详见 Raoand Yip (1990). 

( a ) 设 O 是一个 iVXiV 阶矩阵，第 ( A ， Z ) 个元素是 

^ cos (rck ^ ) , kyt — 0,«** ,N — 1, 

其中 Co = 2, c * = l , 务=1，…， N —1 (注意灸=第0行的元素都是 1/#). 
证明 o 是一个规范正交矩阵.这个变换就是人们熟知的第 n 型离散余弦 
变换. 

( b ) 设 O 是一个 NXN 阶矩阵，第 ( A ， 0个元素是 

■^ zcos^nCk + 0. 5) 1 + 二 . $ ) ， k,t = 0,*** »N 1. 

证明 O 是一个规范正交矩阵.这个变换是第 IV 型离散余弦变换. 

(与正交离散傅里叶变换和第 n 型离散余弦变换不同，第 iv 型离散余 
弦变换总是实 值的； 和正交离散傅里叶变换类似，每一个离散余弦变 
换系数可以和一个频率联系，但是要注意到每个相邻频率的间隔是 
1/2/ V ， 是离散傅里叶变换频率间隔即 1/ N 两倍精度.和正交离散傅 
里叶变换类似，第 n 型离散余弦变换的基向 量中有 一个是常数，因此 
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0 0 0 

0 0 0 

::: 

° % U 

(我们将在研究部分哈尔离散小波变换的时候遇到这样的矩阵〉•令久是 
图42所示的包含16个值的时间序列丨向量（时间序列的值在图的标 
题中给出）.使用 16 X 16 型的矩阵0，计算并 E 绘出 X 在最小二乘意义 
下基于 O 。. ， C ?|. ，…， ( 即从 O 的前8行的元素所形成的向 M ) 的逼 

近允— 见 3. 2节中关于投影定理的讨论.重复上面的步骤可以得到基干 
O a . * Og * * — » Dis •的最小二乘逼近又 8. ... is . X 能否从无).和文 b .“ . is 中 
重构 X ? 


第 n 型离散余弦变换系数中有一个系数和采样平均 X 成正 比； 这对于第 IV 
型离散余弦变换不成立，而它对于采样平均为0的序列是非常有用的 .） 

[3.4] 如式 (46 b ) 所定义，令^是长度为/ V 的序列；^， …， 的规范正交 
离散傅里叶变换的第 々个 系数.假定 X,=Acos (2 tt / W + N ， 其中 A 是 
固定的振幅， 八 / N 是固定的频率， 0< f </ V /2, 多是固定的相位. 
证明丨 F * 丨 2 由式 (48 a ) 给出. 

[3.5] 证明： 对于厶三 々 //V ， l< 々 <N/2 ， P, (/*)= I! Vr. t H 2 /N, 其中 
i %( A ) 是离散傅里叶经验功率谱（在式 （48 c ) 中定义）的第 A 个分量.而 
XV .*是第々阶傅里叶细节（在式 (50) 中定义）. 

[3.6] 证明，如果 XV .*是 X 的是阶傅串，叶细节， 那么丁 m 是的々阶傅 

里叶细节，其中 了在式 (52 a ) 中定义， w 是任意的整数. 

[3.7] 验证图50的内容（彳 V .,}的值在图42的标题中给出）. 

[3.8] 确定循环滤波器/ = (),•••， N — l } 使得用 {«*.,} 对 X 滤波产生以傅 
里叶光滑分量的 输出. 这个滤波器可以用离散傅里叶变换来实现吗？ 

[3.9] 考虑下述形式的规范正交矩阵 

0 0 0 1 
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离散小波变换 


4.0 引言 

在这一章，我们引人离散小波变换 （ DWT ), 它是用小波变换研究时间序 
列的基本工具，其作用有如离散傅里叶变换在频谱分析中所起的作用.我们只 
假定读者熟悉第2、3章给出的线性滤波理论和线性代数的基本概念.我们将 
在这些基本概念上逐渐深人，对于很熟悉这些领域的读者，这也许是不必要 
的.我们鼓励这些读者只读本章每一节的关键结论和定义，或者直接跳到 
4. 12节，这一节包含了离散小波变换简要的自含讨论.若想进一步了解离散 
小波变换，可参看 Strang (1989，1993), Rioul and Veiterli ( 1991 ) , Press 等 
(1992) 和 Mulcahy (1996). 

这一章下面的部分是按如下方式组织的 . 4. 1 节主要用哈尔小波和 D (4) 小波 
作为例子，给出了离散小波变换的一个定性描述.离散小波变换严格的数学推导 
从 4. 2节开始，给出了小波滤波器的定义，并且讨论了一个滤波器是小波滤波器 
所必须满足的基本条件. 4. 3节给出了尺度滤波器，它可以从小波滤波器以…种 
简单的方式构造出来.小波滤波器和尺度滤波器可以一起用来确定计算（和精确 
定义）离散小波变换的塔式算法.在 4. 4、 4.5 和 4 . 6节我们将详细讨论这个算 
法. 4. 7节讨论了“部分”离散小波变换的概念，接着我们在 4.8 和 4.9 节讨论了 
两类特殊的小波滤波器(分别是 Daubechies 滤波器和 Coiflet 滤波器 ）. 4. 10节将 
给出离散小波变换分析心电图数据的一个实例 • 4. 11节讨论了实际中计算离散 
小波变换中会碰到的一些问题（如何选择小波，边界条件的处理问题，如何处理 
不是2的整数幂长的时间序列，选择“部分”离散小波变换的分解层数等问题）. 
4. 12节总结 了这- 章的内容. 
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0 5 10 15 0 5 10 15 

f t 

ff }57 基于哈尔小波的离散小波变换的矩阵的行向 M > Vj .. 其中«==0到 7( 左图从上 
到下）， n = 8 到 15( 右图） 

4 . 1 离散小波变换的定性描述 

和 3. 4节中讨论的规范正交离散傅里叶变换 （ ODFT ) —样，序列 { 入,}的离散 
小波变换 （ DWT ) 也是一种规范正交变换.如果我们用« = ()，•••， N -1} 表 
示离散小波变换的系数，则可以将序列尤的离散小波变换写成久，其中 
W 是长度为 iV = 2 ; 的列向量， 其第” 个元素 是第” 个离散小波变换系数 VV 
是 NXN 的实值矩阵，它定义了离散小波变换 R 满足 W T W = /； v (需要限制序列 
X 的长度为 2 j , 参见4.7、 4. 和 5.0 节的讨论），类似于规范正交离散傅电叶 
变换，规范正交性条件意味着叉 = W T W 且 II w || 2 = 因此 w ” 2 表示第《 

个离散小波变换系数贡献的能 M . 

规范正交离散傅里叶变换的系数是和频率相联系的，而和离散小波变换的第 
n 个小波系数灰相联系的是某一特定尺度和特定时间段.为了说明这一点， 
图57给出了对于 N = 16 的哈尔离散小波变换的 W 的元素用一行行的实心方块表 
示出来，其简单的结构便于我们说明问题（历史上哈尔离散小波变换"了以认为是 
第一个离散小波变换，因为它和哈尔在1910年构造的在区间（一 oo ， 上的平 
方可积函数空间的规范正交基是类似的，细节请参见第1章和第 U 章）. 在这幅 
图中，水平线上的实心方块对应的 VV 的元素是零.因此我们看到每一行个数不 
等的非零元素位于不同的位置（与时间段相 关〉. 显然， W 的第0, 8，]2,】4和 
15个元素为 

wl ^ 




12个0 





58 


第 4 章 


• = [十 •，一 i 


<• = [-! 


y/S V8 


f •，卟 






i], <•=[+，••••+]. 




剩下的 ii 行是将上面这几行平移后得到的 结果： 

W,. = T Wa. W 2 . = V Wo. … W 7 . = T u Wo. 

w 9 . = v w 8 . w,o. = t w 8 . Wn. = r 12 w 8 . 

w , 3 . = r 8 w , 2 . 


通过构造， w 的每一行都具有笮位能 M ， 并且由图容易看到任意不同的两行其 
内积均为零，因此 w 就是一个规范正交阵 . 

练习 [ 58 ] 对于 ； V = 2 \ 给出哈尔离散小波变换的矩阵 W 元索的形式化定 
义，并简要说明为什么 W 是一个规范正交矩阵 . <1 

现在让我们来定义尺度这个概念的确切含义 . 对于一个正整数 /U 令 


x,(a) = 'y] x t -/ 

表示 A 个从下标 /—A + 1 到 / 这几个相邻数据 ^ 平均（注意到 X,(l) = x f , 可认为是 
单点平均， X n -,(N) 二 X ，即所有数据样本平均 ). 我们称尤 (A) 是在尺度 A 上从时 


间 A+ 1 到 / 的样本平均 . 由于 W=VVX ， 考虑 W 的每一 • 行，我们可以写成 


见 

W 7 

W 8 

w 

w 

w 

w 

w 


>/2 


(X, -X (1 ) 




(X 1 S -X 14 ) 


(X 3 + X 2 —^ -Xo) 


—(X 15 + X,4 — Xn — X 12 ) 

* (X7 + " w •• — X 。) 


x 8 ) 


$(Xi5 + … + X】2 _ Xn 


( Xi 5 + … + — x 7 —…一 x 0 ) 


: [ X 1 S (1)- X 14 (1)]， 


使用 X,(A) 的定义，可以重新将写为 

W 0 —兄。（1)]，...》灰 7 — ^=.1 

W 8 = X 3 (2 ) —又 1 (2) ，…， W" n = X t5 (2) 一 Xu(2) y 
W X 2 — V2[X 7 (4) 一 X 3 (4)] *W 13 = \/?[]Xi5 (4) —Xn(4)]» 
W ：i = 2[Xi 5 (8)-X 7 (8>], 

W n = 4 龙 , s ( 16 ). 
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注意前8个离散小波变换系数 W 。， …， W 7 与{足}在尺度1上的相邻平均的差分 
成 正比； 接下来的4个灰 8 ，…，与尺度2上的相邻平均的差分成正比； 

W :3 与尺度4上的相邻平均的差分成正比；与尺度8上的相邻平均的差分成正 
比； 最后一个系数 W 15 与全部数据的平均成正比. 

对于一般的 N = 2 J 和哈尔离散小波变换以及本章所讲的其他离散小波变换， 
VW 的元素叶以按特定方式排列，使得离散小波变换的前 N /2 个系数4尺度1的 
相邻平均差分有关，接 F 来的 N /4 个系数与尺度2的相邻平均差分相关，依次类 
推，直到系数和 W N _ 3 与尺度 N /4 的相邻平均差分相关， W N _ 2 与尺度 N /2 
的相邻平均差分相关，最后一个系数与全部数据的平均成 正比. 在尺度 A 
上， ）= 1, …， J ， 共有 N /(2 r ,) 个离散小波变换系数与差分相关•(注意^=1和 
r ； = N /2). 此外，最后一个系数 W / v -】 与尺度 iV 的平均 相关. 前 A / — 1个与各尺 
度的相邻平均差分相关的系数称为小波系数，而系数…^，则称为尺度系数.关 
于某一尺度的 VV 的各行是其中任一行的循环 平移. 对于尺度 f ,， 相邻行之间平 
移的跨度为 2 r ,=2>. 

重要的是注意到，^是没有单位的标准化尺度 • 在实际应用中，我们必须考 
虑采样间隔△«，这时标准尺度 IV 就相当于实际的物理尺度巧以.举个例+，在 
4. 10节我们将会讨论心电图记录的时间序列，其采样率为每秒180个样本，因 
此采样间隔是 △ ial / lSO 秒.物理尺度因此以秒为单位测量，例如标准尺 
度的 r 3 = 4 对应的物理尺度为 r 3 A / = l /45 秒 • 

每个尺度上的每个小波系数在时间上也具有局部化特性.在上面的例子中， 
Wo 的值只涉及/ = 0和1处的时间序列值，而 w 8 的值和/ = 0，1，2，3，的时间 
序列值都有关 • 作为对比，回想规范正交离散傅里叶变换的变换系数在任何意义 
下都不是局部化的，这是以规范正交离散傅里叶变换为代表的全局变换和局部化 
离散小波变换的重大区別.小波系数的概念只和{ X ,}在不同部分的（加权）平均的 
(各阶）差分相关，{ X ,}按时间段集中不仅对哈尔离散小波变换是特别的，而且也 
是所有小波变换的基础（在第 1 章我们已经论证了这— 点）. 

作为不是哈尔离散小波变换的离散小波变换的例子，图 60 表示相应 D ( 4 ) 小 
波的 N =16 点离散小波变换的矩阵 W ， D (4) 是4项成员离散 Daubechies 小波 
(这类小波将在 4. 8节中正式定义；哈尔小波是2项成员小波）.和前面一样，矩 
阵 W 的前8行对应于尺度为1的情形（参见这一节评论与扩展的第 2 条) • 这些行 
的每个元素基于如下四个非零值： 



fh = 


h 2 = 

4^2 




(59 a ) 


例如，我们有 

VVj . = [/ t | ，/ 1 0 ， P ， •:•， Q ，九3，厶2 ] 和 

12个0 

即 ㈧ , . Wo .. W 的规范正交性要求 
II Wo . II 2 = h \ h \ h \ -\~ h \ = 1 和 


Wj. ~ [[^3 fhz *h\ »/io ， P ， •: • ， _9]; 

il：Vo 


< Wo. ， Wi. > = h 0 ft 2 + hih 3 =0 ， 

(59 b ) 
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图 60 基于 D(4) 小波的离散小波变换的矩阵的行向量 Wl. ，其中 N=16, n = 0 到 7 ( 左图从上 
到下 ）， n = 8 到 15( 右图） 

这一点读者容易验证. 

现在，在单位尺度上的哈尔离散小波变换只基于两个值，即4和一4 •正 

y /2 V 2 

如我们前面所指出的，单位尺度上的每个哈尔小波系数可以通过相邻“单点平均” 
之间做一阶向后差分乘以一个适当尺度得到，使得 W B ocX 2 B +1 - X 2 lt 对”=0,…， 
7成立.相应地，在单位尺度上的 D (4) 小波系数也可以通过做相邻两点加权平均 
的二阶向后差分得到，即先通过式得到加权平均，然后再对 K 
做二阶向后差分，也就是做一阶向后差分后再做一阶向后 差分. 于是，如果 = 
y ,— 表示的一阶向后差分，则二阶向后差分可表示为 

Y< ( 2 , _y(.) _yu) 这 y ，一 2Y t . x +y,_ 2 . 

选择特定的 a 和6,单位尺度上的 D (4) 小波系数由下式 给出： 

W n = y 2tpH — 2Y 2 „ -\-Yln-\ 

=aX 2 „*i + bXu 一 2(aX 2n ~h bX 2„-i ) + aXtn-\ + bXz^-2 

(60) 

=i + ( 办 — 2a)X2„ ~h (a — 2 b)X 2n -i ~h bX 2K ~ 2 
=■ h 0 X2H-1 ~h X2M hz H~ hi X2H-2 • 

其中„= 0 ，…， 7( 这里我们必须定义即假设序列是循环 
的）.式 （59 b > 的两个条件可以用来求得 a 和6的解，由此得到在前面式 （59 a ) 给 
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出的 A 。， 心，/1 2 和1，这是解的一种结果（参见练习 [4.1]). 

现在，让我们直观地比较一下哈尔离散小波变换的 W 相应单位尺度 ！：（ 图57 
中《==0到 7) 的行向量和对应尺度2上（图57中《 = 8到 11) 的行向量.对应尺度 
2的行向量的非零元素都是单位尺度上的行向 M 的非零元素的“伸展和压缩 "（在 
更高的尺度上也是如此）.有了这种思想（再稍微发挥一下想象力！），观察一下 
图60,我们会发现 D (4) 小波也有同样的模式.我们将在 4. 5节和 4. 6节中看到， 
尺度大于等于2时对应的行向童的非零元素确实是由单位尺度的行上的非零元索 
的“伸展和压缩”得到的（“伸展和压缩”的相应定义也在这两节中讨论). 

我们上面看到的对于哈尔离散小波变换和 rX 4) 离散小波变换的模式对其他 
的1)310^£^四小波也是成立的（详见4.8节）.因此，对于偶数 L 和 L < N , U : 
h n ， h '， …， 代表 VV 的对应单位尺度的行向量匕的非零元素.单位尺度上每 
一 个小波系数可以通过对相邻 a /2) 个数据点的加权平均做 （ IV 2) 阶向后差分再 
乘一个因子得到.知道了 L /2 个权重系数，就可以知道所有的/»,，/^可以通过 
类似式 （59 b ) 由 L /2 个条件确定，即满足 EM = 1 且 

h 0 h 2 十 A 3 + …+ h L ^ hi -\ — 0 

/i 0 /i 4 + A】 + …+ A L _ s /iu = 0 

(61 a ) 

hohi-2 + h' hi^\ — 0 

(即 U , 丨与它自身的偶数平移是正交的）.这 L /2 个方程的解并不是唯 •的， 因此 
还需要其他条件（比如极值相位或最接近对称，这将在 4. 8节中讨论）的限制来得 
到唯一解.单位尺度上的非零元素可以通过适当的“伸展和压缩”唯一地确定更高 
尺度上的行向量. 

现在我们把向量 W 分解成 J + 1 个子向 M . 前 J 个子向量记为 VV ,， ）=1，…， 
J ， 第 y 个这样的子向量包含了全部关于尺度 r , 的离散小波变换系数.注意 VV , 是 
N /2, 个元素的列向呆.最后的子向量 V ; 只包含尺度系数之后，能再 
写为 



当 AT =2 ; = 16 时 ， J = 4 y 我们有 

伙 7 = [mmw 6 ， w 7 ] 

WJ = [ W , 2 , W 13 ] (61 c ) 

wl = [Wu] 

VJ = [W,s]. 
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» log 2 ( Tj ) 

图62图42中的两个时间序列的哈尔离散小波变换.离散小波变换系数 VV 在左图中给出 （相 
应的离散经验功率谱在右图给出）.细的点划线描出了子向童 W * 和\' 4 
(见式 （61 c>h 在 IV , 和 V , 之间，不过由于空间不够，我们没有标出 

我们现在可以将保持能 M 的条件写成 

II x II 2 = II W II 2 = i ； IIIV, || 2 + IIV ； II 2 , 

于是 II WO II 2 表示尺度 n 上的变化对 { Xd 的能量的贡献.练习 [97] 建立了对使用 
Daubcchies 小波构成的全部离散小波变换都成立的等式由于这 
个结果意味着 II V ; || 2 = NX 2 , 因此我们能将样本方差分解为 

= 1 || X II 2 -X 2 = i || W || 2 -X 2 = ^2 || W, || 2 , (62) 

因此， || VV , 1| 2 / N 表示 { X ,} 尺度 r , 的改变对样本方差的贡献.这个样本方差的 
分解式可以用来把序列{ X ,丨的离散小波变换的经验功率谱 { Av ( r ,): r 7 = l ， 2, 
4,…， N /2} 定义为 

Pn ( r ,) = || 2 , P , v ( r y ) 满足自 〜（ r ,) =沾， 


这个式子和式 （48 c ) 给出的规范正交离散傅里叶变换是等 效的. 
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作为一个例子，图62左边的图形表示图42中的两个16点时间序列和 
的哈尔离散小波变换.图62右边的图形表示相应的离散小波变换的经验功 
率谱.注意这两个序列第13个值的影响的差别只影响州 2 和 W 3 中的一个系 
数，以及和 V .,中的一个系数.然而，由于谱是由给定尺度的所有点决定的， 
闪此这两个序列的谱在各个尺度上是不同的. 

和离散傅里叶变换的经验功率谱对比，离散小波变换的经验功率谱一般在 X 
的循环平移中不是不变的.作为一个例子，考虑单位变差时间序列久=[0, 0, 
2, 2, 0, 0, 0, 0] T ， 其离散哈尔小波变换的经验功率谱由下式 给出： 

=1 5 

= 2或 4. 

而循环平移序列[0, 0, 0, —2, 2, 0, 0, 0] T 的谱为 

(1/2, r> = 1; 

[= 2 或4. 

(练习 [4. 3] 将验证上式 .） 

现在考虑公式 (46 b ) 指出的 X 的小波 重构： 

X = w r w = W w . = 2 W ] W } -h V ] Vj , 

11=0 ； = i 

其中 抑， 和 V ; 是 ㈧ 的行分块矩阵，与 w 的分块矩阵 IV ,，…， W ,, 对应 • w 
此夸 XN 矩阵 W , 是由从 W 的0到 « = y - l 行构成的；矩阵 VW 2 是由从 


(63 a ) 


(63 b ) 


(63 c ) 


Pw (r>) 


汐的” =|到„ = ¥ — 1行构 成的； 依此类推，最后到 1 XN 矩阵和 V ;，它 


们是 VV 的 M 后两行.因此我们冇 

-wr 

w 2 

W =: 

w ； 

_ V ；. 


(63 d ) 


其中 W , 是 gxiV 矩阵， ）= 1， …， •/， 而 V ; 是有 iV 个元素的一行向量（实际上 


其所有元素都等于^:，参见图57和图60中第15行的图形，并见练习 [97]). 
在 N =16 点离散小波变换的例子中， W , 是 8 X 16 矩阵，它的行是 W 的前8 


行；即 

W) — E vVo • * vVi. » W2. ♦ W3. * Wi. ♦ Ws. * W 6 .»VV7. 3 T * 
类似地， VW 2 是如下的 4 X 16 矩阵： 

W 2 — [ VVs. » VV9. » W10 • ， VV11 • ] T , 





64 


第 4 章 


^j^UXu) 



二广•」 pT- f ^ ■ | ，- 

!! 广 >^ .• T 

一 r . i 

• 垂 f f 攀 -■ ■ 

• iL •‘ 

Jtf t 

: .T . .,T 

- 丨 hitiu I I 1 — *-T !■ 

卞 ， , L rrrffff 

—^rr^ 上 * • • * T 、 t 

— rT 〜 nr 9 ir 

riTTT.Ti 

t [ 

1 1 屢 1 

Ti ■•曹 « ■ fii m ，a i ■- 

1 1 1 1 

TJTTJ 

1 l 1 1 

一 KM A，。} 

、 • 


二 ~ - t ■ t■—-t. 

_, ■ ■ ■ ■ . • • 

• 

• • ■ i 1 

i 

•~i r I • e * « ■ 

厂 “u" …•一 

• 上 - a " ji 1 - 

一 *;1 .之丄 [r *， ■•丄 ^ 

_ 7 • / r 

1 1 1 1 

ii.lliA . 

mn 

i i i i 

■ 4 • • 1 ( i f • # • 1 

# 1 tj 

•… 广！ 

1 1 1 1 

(1 5 1(1 15 

o 3 lo ir, 

0 5 10 15 


图64 { X ,.,}(上面的阁）和 iX 2 .,} (下面 的图〉 的）= 0到4的哈尔小波的细节 I ),、光滑5,和粗 

糙兄, • 对仟意给定的 >,我们有兄4兄第）层细饩可以认为是两个相邻尺度的 
光滑成者两个相邻尺度的粗糙的差，即 X >,=5, ,—氏和巧=尽一72,, 


而 W 3 ， VV , 和％是如下给出的2 X 16、 1 X 16 和 1 X 16 矩阵： 

W 3 = [W 12 . ， Wu. ] T , W, = Wl. , V, = WL . 

现在，我们定义 N 维向 = ）= ],“•，/， 它是 JV 维列向量，每 

个元素与尺度为 L 时 X 中的变化相联系；即 VV , = VV , X 表示狄 =W X 在尺度 r , 
上的分量，而则是 X = 在尺度 r , 上的分最.令正如 
式 [97] 所指出的，&的每个元素都等于样本平均！.现在我们能写 


X = E 舄+厶” 


(64) 
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图65 { X ,,,} (上面 的图）和(下面的图）的 D (4) 小波的细节 P ,、 光滑& 和粗糙'尺 >• 这幅 
图和前面哈尔小波的图是相对应的.比较这两轘图我们可以发现对于一个给定的时间 
序列来说，它的哈尔和 D (4) 的光滑 S « 完全吻合，因为这两个变换的 V •是一样的（由 
定义知，粗糙尺0也是相 同的） 


它定义了序列 X 的一 个多分辨分析 （ MRA ); 即我们将序列 X 表示成了一个 
常数向量&和 J 个另外的向量扔0==1,…， J ) 的和，其中 D , 每一个都包 
含与 X 在某一尺度上的变化有关的一个时间序列.我们称功 是第） 层小波 
细节. 

图64中顶部与底部两幅图的最左面的图是对图42中{ X ,.,}和做哈尔 
小波变换得到的细节（这里 J = 4, 因为 N = 16 = 2 4 ). 我们来比较一下它们在单 
位尺度上的细节说.注意这两个序列唯一的不同是第13个值，即久 2 . 13 = 
— 在 P , 这表现为在 i = 12 和《 = 13时两个值不 一样. 为看到为什么这种现 

象发生，注意及= W >, = W 并且回忆这两个序列在单位尺度上的小 

«=0 

波系数只有是不一样的（参见图62中最左面的 图）. 因此细节 P , 只在/ = 12 
和 r = 时不一样，因为 VV S . 只在这两个指标（参见图 57) 上有非零元素.图65 
中顶部与底部两幅图的最左面的图表示相应地使用 D (4) 小波变換得到的细节图. 






这时两个序列的细节及在 6 个指标上都不样，即在《 = 10, •“， 15上不同 
(练习 [4. 4] 说明了为什么会这样）.于是和其他比哈尔小波更宽的小波相比， D (4) 
的多分辨分析局部性要差些；另一方面，通过图64和图65的比较我们可以发现哈 
尔小波变换的细节的光滑性比 D (4) 离散小波变换的细节要差些（注意找就是这 
样).哈尔小波变换的细节由于受到其块状结构的影响而不能具有很好的光滑性. 

VV 的规范正交性意味着对于1<)， k < J ， 

W 此 II 巩 P = 11% II 2 ,并且，利用式 （62), 我们有 


於 = II A ll 2 ，）= 1 〆 ••，•/， 

其中 II A II 可以解释成 N 个元素的 R 的样本方差.离散小波变换的经验功率 
谱匕心 ; >=||州 ； || 2 /队因此可以用细节来表示，即 P lv ( r ,)= || P ,|| 2 / iV . 

练习 [66] 我们定义了 X 的样本方差是 

於 = ^S(m 2 = 去口 n 2 , 

其中欠是 x 元素的样本均值. II 扔 ir / N 可以认为是功的样本方差，但是这和 
我们定义的 k 是不一致的： 我们没有减去 x >, 的样本均值的 平方. 请你解释为什 
么实际上这两个定义是一致的！（可以参见练习 [97] 的结果 .） < 

回忆我们定义了 《 S ; = VlV ,, 这是一个向量，它的元素是所有的又，对00< 
卜1，令 


由于对于有 


yi Vk + Sj. 


x_ s ,= 乞 v k . 


我们 nj •以证明 A 是光滑化后的 X ，因为两个向量之差仅涉及尺度 = 的细节 
并且更小，因此随着指标7•的增加，&应该看起来更光滑（因为我们注意到在 
时，所有的元素都相 等）. 我们称&是 X 的第）层小波 光滑. 类似地，我们 
定义 X 的第 j 层小波粗糙为 


W VUUU/ 

话 P *， 

于是有 x ^ s . + n , 对所 有的） 成立.注意《5, — 4 + ,=巩 +1 和尽 +1 — 

即细节是相邻的两个光滑之差或相邻的两个粗糙之差.图64中间和右边一列给 
出 r 哈尔小波对序列 { x ,.,} (上图）和{欠 2 .,丨（下图）的各个水平的光滑和粗糙； 
图65则给出了 D (4) 小波的光滑和粗糙. 
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4. 1节的关键结论与定义 


在限制假设时间序列的长度是 N = f 的条件下， NXN 的规范正交离散小 
波变换矩阵的行可以分组成 J +1 个子矩阵，相应的离散小波变换系数向量 W 也 
被分块： 


-Wr 


"W,X- 


>vr 


W 2 

X = 

w 2 x 



= IV, 

w ； 


WjX 




Lv, - 


VjX . 


Vj- 



其中 VV, 是 N/2>XN 维的 V ; 是 1XN 维的； VV , 是长为 N/2> 的列向量； V ;包含 
了 W 的最后一行元素.在每个中，每一行都是其中任一行的循环平移，并且 
是两两规范正交的（因为 ㈧ 是规范正交矩阵）.向量 VV , 的小波系数是在尺度 r ,= 
以一 1 上对序列相邻的（加权）平均后再做（不同阶的）差分.而 V ;中的尺度系数等 


于序列 X 的样本平均 X 乘以由于 W 的规范正交性和、的特殊形式，我们 
可以将 X 的样本方差（经验功率）分解（分析）成相应尺度 n , …，： v 上的 分量： 

^ = ^||XJ| 2 -X 2 = i||W|| 2 -X 2 = jj'Z II I! 2 = 2]Pn(r,), 

其中序列是离散小波的经验功率谱.对 ㈧ 和 W 也进行相应的矩阵分块， 
我们可以将 X 表示成 J + 1 个长为 N 的向量的和，其中前 J 个是各尺度上的变 
化，最后一个向的所有元素都等于样本 均值： 

■wr 

X= W T W= : 

y ,. 


j j 

= 2 WjlV, + V]Vj = 2 + 

>=1 /-l 

因为 ii x >, ir = ii % ir ， j = i ，•••，■/， 在各个尺度上的方差分析 （ anova ) 可 
以重新表示为 

^ = ^Eii aii 2 . 

细节向量可以逐次相加得到第）层光滑和 粗糙： 

/ > 

Sj = ^ Vk S] y IZj = E Vk » 

*=>+! * = • 

借助于此，我们有久 = «^ +尺,，> =1» ***» J - 第） 层光滑&和大于等于 rji+i 的 
尺度有关，而第）层粗糙和小于等于巧的尺度 有关. 
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4. 1 节的评论与扩展 

[1] 对比一下图50和图64我们可以发现，正交离散傅里叶变换和离散小波 
变换的粗糙与光滑随指标变换呈相反的方向，即规范正交离散傅里叶变换随着 
的变小而变得更光滑，而离散小波变换则是随苕）的变小而变得更粗糙. 

[2] 尺度 r , 记号对哈尔小波来说定义是自然的，因为每个哈尔小波系数（除 
了最后一个）与做 = 点的相邻平均后的差分成正比.如何对 DU ) 和其他 
小波定义尺度我们还不是很清楚，不过通过序列的“等价长度”的概念可以给出 
尺度的定义- •具体细节见 4. 6节评论与扩展第3条.“等价长度”的概念使得 
对所有的 Daubechies 小波都可以定义尺度因此我们可以放心地使用尺度的 
概念. 

[3] 注意 D (4) 小波系数的两步构造，就是将一个滤波器用两个滤波器级联实 
现，其中—个是2系数的 a 1(1 =6}, 这个滤波器实现加权平均过程，另 
—个滤波器是{心.。=1, fl 2 ,, = —2, a 2 , 2 = l }, 其功能是实现二阶的向后差分（如 
何确定 a ， 6参见练习 [4.1]). 如果用 X 和 V 作为滤波器级联后的输人和输出， 
那么滤波过程就可用下图 表示： 

X — ► | { a ， 6} | — ► | { 1，一 2 ♦ 1 } | — ► Y 
或者等价于单个滤波器的滤波过程如下图： 

X — ► { h 。， hi ，/ i 2 ，九3 } —V 

其中/ I 。，…， A 3 由式 （59 a ) 给出. 

4.2 小波滤波器 


在这一节我们开始精确地定义离散小波变换（到现在为止我们只是通过 
练习 [58] 做了这件事，也只定义了哈尔离散小波变换）.我们的定义将形成 
一种允许 W 分解成非常稀疏的矩阵的乘积算法.这个算法就是塔 式算法 
(pyramid algorithm ) * 在小波文献 （ 1 989 b ) 中由 Mallat 首先提出.这个算法使 
得 VV=>VX 的计算只需要 O ( N ) 次乘法，而直接计算 / VXN 的矩阵 VV 和向童 
X 的乘积需要 N 2 次乘法（记号 OU N ) 是指存在一个常数 c 使得对所有的 N ， 
实际的乘法数 M 小于或等于 Ca . v ). 与此相关的思想对于规范正交离散傅里 
叶变换或快速傅里叶变换也存在，这里使用快速傅里叶变换 （ FFT ) 算法需要 
的乘法次数大约为 0(/ Vlog 2 N ) ， 因此离散小波变换的塔式算法比快速傅里叶 
变换的计算还要快. 

我们将用两种方式描述塔式算法，一种是从线性滤波运算的角度，另一种是从 
矩阵运算的角度.我们从滤波的角度开始描述，它是关于实 值小波滤波器 Um 
O ,...， L -1} 建立的，其中 L 是滤波器的长度且必为偶整数(见练习[的]).对于具 
有长度 L 的 { M ， 一定有心关0且 怂 -^ O . 对/<0和^^定义心=0，于是可 
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看成是至多有 L 个非零元素的无限序列.一个小波滤波器必须满足下面三个基本 
性质： 

L-1 

^ y]hi = 0; (69 a ) 

= 1 (69 b ) 

/-0 

和 

L-1 <x> 

hihi + 2 ” — h [ h ^ 2n = 0 (69 c ) 

/ = 0 /»»—oo 

对所有的非零整数 w 都成立.换句话说，一个小波滤波器其元素和必须是枣》 
必须有单位 能鼋； 并且必须与自身的偶数平移正交.第一个条件只是保证小波 
的基本概念（参见第1章），后面两个条件也是我们在前边讨论的离散小波变换 
的定性的描述（参见式 （61 a ) 及其讨论）.我们称式 （69 b ) 和 （69 c ) 两个性质一块 
是小波滤波器 的正交 性质. 事实上在前一节我们已经看到了两个小波滤波器， 
即哈尔小波滤波器心=一1/^}和式 （59 a ) 给出的 L =4 的 D (4) 小 
波滤波器. 

练习 [69] 假定/ = 0, 是长 L 为奇数的滤波器（这就假定了 

M 关0且关 0). 对于/<0和定义 M = 0. 解释为什么这个滤波器不能 
满足式 （69 c ). < 

令只（*)是 { A ,} 的传递函数，即 

mf ) 三 |>严= IS ，' 

1 =— oo 1 = 0 

并且令 K (.) 表示相应的平方增益函数，即 

H(/)s| H(/) I*. 

导出与式 （69 b ) 和 （69 c ) 等价且形式上更简单的条件是很有用的，而这是借助于平 
方增益函数 H (0 来表示的，即 

K(/) + ^(/+y)= 2 (69d) 

对所有的/成立.为了建立等价性，首先假设{心丨是任一实值滤波器 ， 它的平方 
增 益函数满足上述条件•令 

oo 

h ^ ^ h t h l+n ;=… ，一 1 ， 0 ， 1, … 

― OO 

是这个滤波器的自相关序列 （参 见式 （25 b > ， 回忆由于心是实数 ， 我们有 
h ； = h t ). 式 （25 c ) 告诉我们 {A } 的傅里叶变换是用丨 H (/) 丨 2 = H (/) 给 
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出的.练习 [23 b ] 指出 { A 嶠 2(< }(即只含 U 的偶指数的无限序列）的离散 
傅里叶变换是用士 [W (皆) + + + )] 给出.对其进行离散傅里叶逆变换 

(式 （35 a )) 可得 

h ★吣= + J * 二 N *) 十叫* + +)> iW ” d/ . (70a) 

因为我们假定了式 (69 d ) 对所有的/成立，当然对所有的//2也成立，因此上式 
导出了 


二 fl /2 f 1 ， 

hih ( ^ 2h — h * h z „ = e l 2 n / B d / =] 

这就证明了式 （69 b ) 和式 （69 c ) 必定成立. 

练习 [70] 为了证明上面的等价条件，现在假设滤波器丨满足式 （69 b ) 和 
(69 c ), 证明式 （69 d > 必定是真的. < 

为了得到单位尺度上的小波系数，我们对时间序列< = ()，•••， N -1} 
用{心}进行周期滤波，滤波后的系数每相邻两个只保留一个，这里要求 
J 是某个整数.将用 U ,} 对周期滤波后得到系数记为 

/-—I 

2 m W Ut = YjhiX,. lmwiN y t — 0, — ,N — 1. (70b) 

1 = 0 

我们定义单位尺度 h 的小波系数为 

Wy,, ^ 2 1 Z Wi, 2 i+l — hiXit^X-lmodN ，之 = 0，…，^~ — 1. (70c) 

l = Q L 

N /2 个小波系数的 W K 〆 和尿^)的两个下标的第一个记录尺度为二因此 
这里 ）=1 对应的是单位尺度.注意到小波系数是滤波后输出的 U " 2 祝 的 
N /2 个奇数指标的值.每相邻两个输出取一个输出的过程称为采样因子为2的下 
采样或子采样(参见这一节的评论与扩展条目 [1]). 式 （70 c ) 中那个因子2" 2 是必 
需的，目的是为了保持能量不变. 

我们现在可以将的定义和矩阵公式州 =W X 联系起来，其中 W (像前 
面）是对应离散小波变换系数的 N 维列向量， VV 是定义离散小波变换的 NXN 的 
矩阵， X 是包含时间序列 的 iV 维列向量. VV 的前 N /2 个元素即其子向量 W ， 

是由元素 WY ,， /=()，•••，夸 一1 定义的.由于久，其中 W , 是 f XN 阶 

矩阵，包含 W 的前 N /2 行，我们如此定义的已经暗含了的定义.为了更 
清楚地看出这些行的维数，我们将式 (70 c ) 重写为 

t — 0, — ,y — 1, 

/-o 


n = 0; 

n = …，一 2 ， 一 1 ， 1 ，2, •••• 
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其中/= 0 ,…， iV —: n 是彳心}以 JV 为周期扩展得到（参见 2 . 6 节）.对于 0 < 
/<|- 1 ，汐或汐，的第/行 W ；： 导出 

,V-1 .V-1 

W { . t = W, T . X = SnHmodN = 2X2rH-/mod.vXz. (71a) 

/ = 0 /=o 

令我们得到 

N-l 

W,.o = W 0 T . X = 2>;- 一欠,， 

卜 0 

因此我们必有 

Wj . = [ A ; …， /^]. ( 71b ) 

从式 （ 71a ) 可以看出 VV , 的其余的 I 一 1 行可以表示为•的循环平移形式，即 

Wj. = [T 2t Wo. J r , t = U 

其中 7 ■是式 （ 52a ) 所描述的 NXN 循环平移矩阵.例如，当 / = 1 时’我们得到 

Wf. = [h° 3 ， h°2 ， h' ， h: ， / i:v-i »An- 2 ，…， ]• 

现在需要证明 > V ! 的行由 N / 2 +正 交向置组成.当/><〜时，周期化的滤波 
器取简单形式 

(h { , 0 ^ ^ L — 1 ; 

[ 0 , L </< N - l . 

因此 VV , 的第一行就是 

Wj . = [ Ai ， A 0 ， 0 ,…， 0 ，/ 1 卜 1 ，…，办 2 ]. ( 71c ) 

N-L^O 

在这种情况 F ， 由于丁 2 ’是规范正交变换，我们有 

L-) 

<W,. ,W,. > = II w ( . II 2 = II T u Wo. II 2 = II Wo. II 2 = = 1 ， 

卜 0 

因为一个小波滤波器具有单位能童 （式 （ 69b )) . 对于 〆 我们还有 

L-1 

<HV. ,VV,. > = Wj. W 4 . = Wo T . T~ u T 21 W„. = Yj h ^ h = 0 ， 

因为一个小波滤波器是和自身的偶数平移正交的 （式 （ 69c )) . 因此， ^ L </ V 时， 
W , 中行的规范正交性的证明直接由小波滤波器的三条基本性质中的两条直接推 
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出（求和为零-式 （69 a )- 的性质这里并不需要）. 

上面的证明不能轻松地推广到 L > N 的情形，但是下面的方法对和 

L > N 都是有效的.因为的后 @一1 行是通过偶数次的循环平移得到的， 

且 W 〖.是由式 （71 b ) 得到，我们只要证明 


h°*h° t = J]h°X n+lmo6 , 


1 ，/ = 0 ; 

0， I = 2,4,*** ,N — 2, 

就可以证明规范正交性了.如 2. 5节所讨论的，我们有 

{ h° t ：1 = 0,…， iV — 1 | H ( 务 ): 是 = 0, …， N — 1 ) ， 

因此一丨 2 = 备) j (参见式 （37 e )). 逆傅里叶变换关系导出 

1 N -1 , 

h^h：=^n(^y^ 


(72) 


练习 [72] 通过对 / = /-0,夸一 1, 将上式化简成式 （72) 以完成正 

交性的证明. < 

因为我们借助于滤波器的输出定义了单位尺度上的小波系数，现在就能够利 
用滤波理论同样的工具来解释这些系数.令 

= X t e~ lU,k/N , k = 0,-,N-l 
0 

是 { X ,} 的离散傅里叶变换.应用帕塞瓦尔 （ Parseval ) 定理（式 (36 h )) 表示 

N — 1 1 N-l 

ex = = 士 2 I U ， 

t^o ^ k=0 

于是丨； ^ I 2 / N 定义了在频率纟 / N 处的能 量谱. 现在考虑用对 { X ,} 滤波的 
结果产生 

l -\ N -1 

2 m W u , = = 2>: X ， - 一 ， ' = 0，...，iV — 1 ， 

1=0 /— 0 

因此序列是通过将{ X ,}和一个长为 N 的滤波器序列进行循环卷积 
得到的.这个序列的离散傅里叶变换是利用式 （37 b ) 再考虑循环卷积 
的离散傅里叶变换得到 

d} 十 ( 每 ) 叫， 
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图73哈尔小波滤波器的平方增益函数（左上），哈尔尺度滤波器的平方增益函数（右上）， 
D (4) 小波滤波器的平方增益函数(左 下〉， D (4) 尺度滤波器的平方增益函数（右下).点 
划线描绘的是频率/=〗/4处，即小波滤波器通带的下端，也即尺度滤波器通带的上端 

并且由帕塞瓦尔定理转而产生 

上式说明从滤波器输出的序列在频率处的能量谱由丨 A '* | Z / N 给 
出，且刚好是输人滤波器的序列在频率处的能量谱的打倍. 

对彳足}进行滤波以得到的效果能够作为频率 A / N 研究打的估 
值.图73左面一列图形分别是对于哈尔和 D (4) 小波滤波器的平方增益函数(因 
为平方增益函数满足打 （一/> = W (/) 且以1为周期，因此我们只绘了 0</<| 
上的图形).从图上可以看出这些小波滤波器可以认为是近似的高通滤波器，其 
带通范围是 ^I / I 其中 D (4) 小波滤波器相对来说是个更好的卨通滤波 

器(从工程应用的角度，我们定义带通的下界是平方增益是其最高平方增益的 j 处， 
gP 3 dB 处，因为1010&。（2)々3(^哈尔和 D (4) 的临界频率都在/=^■处，因为 

两个滤波器都满足 2n {\) =2=H {\))' 这个结果对所有的 Daubechies 小波 
滤波器都保持（当 L 增大时高通逼近得以 改善参 见图 107) ，如同因 
此单位尺度 t 的小波系数可以认为是频率标称绝对值范围在 fi ， 内. 
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4. 2节的关键结论与定义 

由定义可知一个长 L 为偶数的实值小波滤波器/=()，•••，一 1} 满足下 
面三个 条件： 


— 0, = 1 和 Yj h l h l + 2 - = 0 » 

/ - 0 /，0 /«■—<» 

其中/^=0,对^<0和均成立，而 n 为任意非零整数.令 H (*) 是的平 
方增益函数，对所有/，条件 

H (/) + H (/+ y )- 2 

与对要求的后两个条件是等价的（即，单位能量性质和与自身的偶平移正交 
性质).单位尺度上的 N /2 个小波系数是如下定 义的： 



2 V2 W UI ^ ^h,X,- lnoAN , < = 0, …， N— 1; 

1 = 0 

即用{心}对序列{ X ,}进行滤波，得到然后再对{2 1/2 诼， 进行下采样 
得到小波系数.我们可以不通过<2 1/2 兩直接得到小波 系数： 


,/ = h/X 2H-l-^rnod.V ~ ^ 1 h jX. 2t-¥\-lt 



其中{ V )是对{心}进行周期化所得序列，其周期为 N . 这些系数形成了 VV=VV X 
的前 N /2 个系数，即子向量 VV ,= W , X 的元素，其中 W , 是譬 XN 阶矩阵，它的 


行是 W 的前 N /2 行. VVt 的第一行为 

Wo . = W ，/ iUV 2 ，…，/»!]， 

剩卜的 f-l 行可以表示成 Wl . 的循环平移，即 vvr . vv 。. ] T ， < = 〗，•••， 

^-1. 小波滤波器的两个明确的性质(单位能 M 性质和与自身的偶平移正交性质） 

意味着 W , 的各行构成了 iV /2 个元素的规范正交向量组.对 Daubechies 小波系中两 
个特殊的小波滤波器(哈尔和 D (4) 小波）可以验证这些小波滤波器是高通滤波器， 

其标称通带为 I/I e[j. 音]. 



离散小波变换 


75 


4. 2节的评论与扩展 

[1] 在式 (70 c ) 中，我们对滤波输出{诼,进行下采样，只保留奇数指标的系 
数.在工程文献中普遍是保留偶数指标的系数.如果偶数指标的系数保留下来， 
我们定义哈尔小波滤波器是 < A 。， h '}， 那么第一个小波系数就是 

2 VZ W U0 ^ hoXo-hh.X^, 


与前面的定义 

^1 .0 ~ 2 1,z Wj.i — h 0 Xi H~ h\ X 0 

不同.由于哈尔变换的好处就是没有边界效应，因此保留奇数指标会导致更吸引 
人的哈尔离散小波变换，这样我们就不用将序列彳足}看成是一个周期序列了. 


4.3 尺度滤波器 


在前面几节中，我们用小波滤波器构造离散小波变换矩阵 W 的前 N /2 
行，这些行组成了式 （63 d ) 中表示的 VV 的分块阵 VV ,. 为了通过塔式算法构造 VV 

剩下的 N /2 个行向量，现在我们定义第2个滤波器以构造 $ XN 阶矩阵 V ,•我 

们将证明这个矩阵的各行和 W 的后 N /2 个行向量张成相同的子空间 • 除去对于 
N =2 在式 (63 d ) 中使 7-1 的情形， V ,的各行通常和 W 的后 N /2 行是不一样的， 
但是通过一些运算可以从认得到 VV 的后 N /2 个行向 S . 

需要的第二个滤波器{沿}是与{心}相应的正交镜像滤波器 ( QMF ): 

gz = ( — D ^' (75 a ) 

为了进一步参考，我们注意相逆的 关系： 

hi = (— (75 b ) 

滤波器 {幻} 称为 尺度滤波器. 让我们考虑两个例子 • 由于哈尔小波滤波器是由 
h 0 = l /^2, & = _；!/%泛给出的，相应的尺度滤波器的非零系数是 


go ==—*】 = 

1/V2, 

= h 0 — 1/ \/2. 

(75 c ) 

对于 D (4) 尺度滤波器，我们有 
式 （59 a ) 可得 

go = - hi. 

g、 = h 2 ， gz — _ h] « g 3 = 

口 A 。 ， 由 

1+V3 : 

容 - 

^ -^73 _ 

r- 

Ayf 2 

..n 

(75 d ) 


让我们首先注意关于彳沿}传递函数的基本 事实. 
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练习 [76 a ] 设是一个小波滤波器，令 //(•) 是它的传递函数.如 （75 a ) 
所定义的那样，令 { gd 是 { A ,} 相应的尺度滤波器.证明{心}的传递函数 C ；(*) 为 

G (/> = 2 gl e- iiafl = Yigte^ fl = e 部卜(+ — /)， (76 a ) 

卜 0 '厶 , 

于是有 

QW = K (}-/), 

其中 G(/)S I G (/> I 2 是平方增益函数. < 

由于 G (/) = K ^ — /)， 由此得到式 （69 d ) 指出的条件的另一个方法可以 

写成 

G (/) + G (/+ + )=2 或 a (/) + H (/> = 2 对所有 / (76 b ) 

(这里我们利用了0(*)和打（*)都是周期为]的偶周期函数的事实）.上式中第二 
个关系对于图73中表示的哈尔与 0(4) 平方增益函数是明显的.这个关系意味着 
如果小波滤波器看成是高通滤波器，那个尺度滤波器就可以看成是低通滤波器. 
图73说明对于哈尔尺度函数和 D (4) 尺度函数确实是这 样的： 这些尺度滤波器可 
以看成是对通带为0< 丨/ | <1/4的理想低通滤波器的近似， D (4) 尺度滤波器 
是更好的近似.高通滤波器彳心}和低通滤波器彳幻}有时被称为是半带滤波器，因 
为他们将频带 [0, 1/2] 对半分 割了. 

下面建立尺度滤波器的一些基本性质. 

练习 [76 b ] 证明尺度滤波器必须满足下面的两式之一： 

^或者2^ =-^2. 

/=0 (=0 

进一步证明 

L-1 L-1 00 

^gt = 1 * ^glgMn = 2 = 0 

/”0 /-0 /—GO 

对所有的非零整数”均 成立. < 

从现在开始我们约定= V 2» 这样就可以将尺度滤波器解释为局部加权 

I 

平均的系数了（而没有负项 ）• 

从上面的练习我们看到，小波滤波器和尺度滤波器都满足规范正交性质（即 
单位能 M 性质和与自身偶平移规范正交性 质）. 因为的规范正交性质是各 
行规范正交的充要条件，和用{心}构造矩阵 VV , 相同的方式我们用构造矩阵 
V , , 那么可以直接得出， V ,的各行也是相互规范正交的.因此我们可以按如下 



离散小波变换 


77 


方式构造 V ,.用对(兄丨进行循环卷积滤波后的结果记为 

L —1 

2' /2 V ,. ( - 1 Zg l X,. lmo , s > / = 0,-, N - l . (77 a ) 

定义第一层尺度系数为 

L-l N -) 

V,. t =2 ,/2 ^, fZtU ~ l-imod\ = g°/X2t 十卜 tmodN ， (77b) 

卜0 /-^O 

/ = ()，•••， y -1, 其中是 { g 」 的周期化序列，周期为 N . 令1是长为； V /2 
的向量，其第 f 个元素是 VV ,. 令 V ,是 fxw 阶矩阵，第一行为 

p 0 O 0 O Q "1 、 ,T 

L^l ygo »^N-1 ，茗 _V - 2 ， " • ，茗 2」 S V 0 . 

(参见式 （71 b )) 并且其余下的夸一1个行向量是[丁 " V 。.〕 T ， < = 〗，•••， y - l . 

于是有 V 1： = V , A \ 且 V :的行向童构成有 N /2 个元素的规范正交向量组. 

我们下面的任务是要证明 V ,和 VV , —起可以构成 N 维规范正交向董组.由 
于 V ,和州的第/行分别是 [ H 。.] 1 * 和 [ W ^.] T , 因此需要证明 

(T 21 Vo . , T 2f， MV > = 0，0 </</'<$_ 1. (77 c ) 

令 n = 〆 一 Z , 对 n = 0， …， ——11 我们有 

N-l 

<r 2r Vo. ,r 21 ' Wo. > - v 0 T . r~ 21 t 21 ' Wo. = v 0 T . r 2n w 0 . = 

i-o 

当 L < N 时有幻且上式可化简为 

L-l 

<T 21 Vo . ,T { Wo . ) = J]gih t ^. 

/-o 

练习 [77] 对于特殊情况 L < N , 证明 

L-1 po 

y ] gth /^2 n = 2] S (^ l+ln = 0 

/*=0 

对所有的整数"都成立（使用一个好的时间参数〉，进而建立式 (770. < 

上式说明尺度滤波器的任一个偶数平移和小波滤波器的任一个偶数平移是正 
交的. 

上面关于规范正交性的讨论不能简单地推广到包含 L > N 的情形.下面的方 
法对 L < N 和 L > N 都适用.我们需要证明 

一 v = 〆 ★‘= 0，” = 0,-, y - 1, (77 d ) 

i_0 

其中{ 〆 */»;}是 an 和的循环互相关 (参 见式 （37c) , 注意由于是实值的故 
有/ =[/]•). 因为(奋)卜且(夯)}，于是我们有 

ig ° (参见式 （37d)). 
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〆<= 綠 [ G . ㈤ 0 +G ’ (i^ + ) H (^ + + 


并且证明对于所有的々有 


f； * {n + j) h [n + j ) 


成立，且直接建立了式 （77 d ). 

用矩阵的记号， V ,的每一行和的每一行正交能表示为 

w, — v, w 7 = 0^,2 * 


其中 Ov 2 || x | 阶零矩阵，它的所有元素是零.因为我们已经知道 >v: 
和 V , V [ = J . v 2 , 其中 J W2 是夺 X 会阶单位矩阵，所以 NXN 阶矩阵 


rWn 

'vv,w ； 

w.vn 


[J [咐 

vn= u ， 

v.vM /，v * 

(78 b ) 


是规范正交阵，因为 

v、PJ = 


由于离散小波变换矩阵 VV 也是规范正交的，>^和7^的前 N /2 行是相同的，于 
是必有巧的后 N /2 个行向量，即 V ,，和 VV 的后 iV /2 个行向量张成相同的子空 
间.除了 N = 2 的情形， V !和抑的后 N /2 行是不同的，但是我们可以通过一系 
列运算从 V ,得到 W 的后 / V /2 个行 向最. 下一节将详细讨论这个问题. 

4. 3节的关键结论与定义 

给定实值小波滤波器{心}，尺度滤波器如下 定义： 

这个滤波器满足如下 条件： 


Ylg, = V2. = lf 2 Sigi^in = 0, XI Sih ,+ 2n ' = 0 

i-o /=-« 

对于所有的非零整数和所有的整数，都成立•令0(.)和0(0分别为<«^的传 
递函数和平方增益函数，我们有 

Gif ) = e _— ” H (音-/)，^(/> + ^(/+ y )= 2, + = 2 

对所有的/ 成立. 在实际应用中，彳沿丨是一个低通滤波器，其标准通带为 
[-1/4， 1/4]. 
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前 / V /2 个第一层尺度系数如下 定义： 

V^t.i — 2 ,/z Vi.2^i » t = 0，…，夸 一 1 ， 

而 

/.— I 

2 1 Z V, f/ = t = 0,… ， /V— 1. 

/-c 

我们也可以直接求得而不必求 2 ,/2 V,. /S 

—〉 j = g/X2H-l-/modN ’ f = 0,…， j — 1 ， 

其中 U 是以 N 为周期周期化的结果.这些系数就是 VitRX 的 / V /2 个元 
素，其中 V ,是 阶矩阵，第一行为 V ?. ， W ， g ° v - l , g ° N -2, W ], 

余下的 1 — 1 行可以通过 V fi T . 的循环平移得到，即 [m f = l ， …， y -1. 

尺度滤波器的两个性质（单位能量性质和与自身偶平移规范正交性质）意味着 V , 
的各行构成了一个规范正交向贵组.另外，尺度滤波器和小波滤波器及他们的偶 
平移是相互正交的，这说明 V ,和是相互正交的；当两个矩阵按如下方式叠堆 
起来时： 



得到的 NXN 阶矩阵凡就是 规范正 交的. 


4. 3节的评论与扩展 

[1] 另一种定义正交镜像滤波器的方式是沿 =( 一相反的关系是 
^-(-1)^,-/. 这个定义用得很普遍，例如 Bruce and Gao (1996 a ) 就是这样定义 
的. 这样定义的好处是可以把它用在无限长的滤波器 t ， 因为定义中不涉及滤波 
器的长度 U 我们的定义 （75 a ) 假设了滤波器的长度是有限的.与式 （75 b ) 比较表 
明，式 (75 b ) 中的以用第二个定义就变成了心/，也就是偶平移了一 L + 2. 
作为结果，给定尺度滤波器{沿：/=()，•••， L -1}, 我们得到小波滤波器的非零系 
数为 {hj : /=—L + 2， …， 0， 1}. 对比另一种方法式 （75 a ) 给出 { A / , 1 = 0, •••» 
L 一 U . 我们选择这种定义方式只是因为这种定义强调了尺度滤波器和小波滤波器 
在下面要讨论的塔式算法中的地位是等同的；而且这样指标不带负数，容易将矩 
阵和滤波器联系起来.从数学的角度来看，这两种定义描述的是同一个概念 • 
(注意，对于哈尔小波滤波器来说这两种定义会导致完全一样的尺度滤波器 .） 

[2] 仔细分析证明式 （78 b ) 的 A 是规范正交阵的过程，我们会发现只要 N 是 
偶数 ，尺 就有定义且是规范正交的，也就是说我们不需要假定 N = 但在定 
义离散小波变换的矩阵 W 时则必须有这个 假设. 这个问题将在 4 . 7 节进一步讨 
论，在那里我们会看到 A 是一个“部分离散小波变换”矩阵的例子. 
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x 

\ 

阁80将 X 分解为 W 和 V, 的流程图.长为 N 的时间序列用小波滤波器循环滤波，其循坏 

周期为 N (这个滤波器的频域形式为丨 H (务) ： * = ()，•••• N - l }). 滤波输出后的 

奇数指标的元索用来形成第一层小波系数的长为 N /2 的向量(“+ 2”表示因子为2 
的下采样）；类似地，长为 N 的时间序列用尺度滤波器循环滤波，其循环周期为/ V ， 
滤波输出后的奇数指标的元素用来形成第一层尺度系数的长为 N /2 的向量 V , 


[3] 尺度滤波器有时候被称为是父小波滤波器（在法语中是 le pere ), 而 
有时被称为是母小波滤波器（在法语中是 la mere ). Stricham ( 1994) 对此发表评 
论说“……这表现了人们对人类繁殖后代非常无知，小波的产生更像是阿米巴虫 
的繁殖方式因此，我们还是用原来的 术语， 虽然不够生动，但是可以避免遭到 
遗责. 

4.4 塔式算法的第一步 

计算离散小波变换的塔式算法的第一步只是将长为 N = 2 j 的时间序列久分 
解成 N /2 个第一层小波系数 VV , 和 iV /2 个第一层尺度系数 V 1 (图80从滤波的角 
度图解了这个变换).塔式算法还有 •/一 1个后继步骤.对于 > = 2,…， J ， 第/ 
步变换就是将长为 ZV /2 广 1 的向董 V ,-,分解成向量 W , 和 Vy ， 其长度都为 N /2\ 
在第）步分解中， V ,-,就相当于第一步分解中的 X : V〆 ，的元索分別用{心}和 

这两个滤波器滤波，其输出分别是和 V ;. V ,的元素称为是第 j 层尺度系 
数， W , 的元素称为是第）层小波系数.在第 J 步，通过将 / + 1 个向量州1，…， 
W , 和 V ;合并起来得到离散小波变换系数州(参见式 （61 b )). 

上面描述的塔式算法已经告诉了我们如何计算离散小波变换，但是没有街 
诉我们离散小波变换从时间序列中可以挖掘到什么信息.为了理解离散小波变 
换，我们在这一节和下一节会仔细分析和解释塔式算法的第一步和第二步的一 
些关键的地方，然后才能在 4. 6节中更好地理解离散小波 变换. 这一节我们分 
析塔式算法第一步的最关键的地方为： 由 和 V ,重构时间序列 X ; X 的离散 
傅里叶变换及 V ,和的离散傅里叶变换之间的关系；阐明尺度系数 V ,的尺 


度为 Ai =2. 

让我们先考虑 X 的重构过程.因为我们可以用式 （78 a ) 中的矩阵来表示塔 
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式算法的第 一步: 



-WiX- 

X - 

.V,X- 


且因为巧是规范正交矩阵，我们可以通过下式重构 X : 


<] 


wjw } + vfv _. 


回忆 4. 1 节中我们定义了第一层细节:，第一层光滑&使又 + P ,= X . 
比较上述内容表明我们一定有 

5, = V/V, = V, r V.X, 

因此 NXN 阶矩阵 V [ V :可以认为是能够从 X 中提取第一层小波光滑的一个算 
子，类似地，我们有 

Vi = W, r W,X, 

此式告诉我们如何通过矩阵运算从 X 提取 

更感兴趣的是 A 能通过滤波运算得到.为了方便起见，我们考虑如下的矩 
阵 W , ,其中 L = 4 且 N >4： 

r/i! Ao 0 0 0 — 0 0 0 0 0 /ij h 2 - 

/ i 3 h 2 h x h 0 0 — 0 0 0 0 0 0 0 


.(81 b ) 


0 0 0 0 0 

Lo 0 0 0 0 

由于 1),=)^^^, 我们有 


0 h 3 h 2 h \ ho 0 0 

0 0 0 fi3 hi h ] hn 



(81 c ) 


如果令 Pk , 是说的第，个元素，则可以写成 

( h . Wi .^ +/ i 3 W 中一 孕 ， t = 0,2, —, N -2? 

仅 “— {/ioW,.-! +/i 2 W 1 ， 4L Hrao< ^，z = 1 ， 3,… ， N_l. 

如果比较上式和式 （37 c )， 我们将 看到说 的一半元素是通过狄 ， 和心丨的循 
环互相关形成的，而另一半是通过和{/|。，/» 2 }的循环互相关形成的.因此 A 
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的元素不是简笮的互相关运算而是从 W 的两个互相关运算中交替得到的结果•由 
TV 和抑，的结构类似(沿代替了 ~)，于是第一层光滑&可以解释成从两个关于 
V ,的互相关运算中交替得到的结果.由于我们能使用 对于说和兄 
的这些交插，对于-般 /- 写成 

7 -1 舍 "" 1 

X t = h 21 -) ,-y--/niod'T S^h 1 ^1 .y+/rar>d-y * 

/- 0 ** /-o 

/ = 0, 2, •••» N — 2 ， 且 


舍 -I T _1 

x, = h v w { + yig 2 <Vi > , -^+/mod ^ ， 

/ 0 / = 0 


/=1, 3, …， N - l . 

然而，第二种关于 构造仅 的观点只涉及一个互相关运算构造 • 假设我们在 
VV [中冉加人 N /2 列向量（每隔-列插入一个新列），且在中再插人零，如 


下式: 


T>\ — 


Vlo 

0 

hi 

办 0 

h z 

fh 

hs 

hz 

0 

h 3 

0 

0 

… o 

… 0 

0 

0 

o- 

0 


- 0 

W,.o 

0 

0 

0 

ho 

hi 

h 2 


… o 

0 

0 


w,., 

0 

0 

0 

h 0 

h. 

h 2 

… 0 

0 

0 


0 

I 

: 

: 

: 

: 

: 

… : 

: 

: 


w,. 2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

… h' 

hi 

fh 


• 

h 3 

0 

0 

0 

0 

0 

… *0 

hr 

h 2 


W u ^ 2 

h 2 

/»3 

0 

0 

0 

0 

… 0 

ho 

h' 


0 

Ji 、 

h 2 

h, 

0 

0 

0 

… 0 

0 

h 0 . 




在外，中插人零的过程在工程文献屮称为 上采样 （采样因子为2)，在某种意义上， 
上采样对卜-采样是互补的过程（参见练习 [4. 9]). 如果我们定义 


w _H 二， 


t = 0,2,…， N — 2; 
/ = 1,3 ,…， N — 1. 


我们能写成 

IV , = t = 0，1 ，“.， N —h 

/ »0 / =0 

如果和上面的式 （37 c ) 对比一下的话，我们会发现凡的元素可以通过上采样 
后再和滤波器进行互相关运算得到 • 由于所以可以认为 
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三 I g •(奋)| 

\ 

+ X 

_ x 

w, 三 |"•⑷ 

图83从和 V ,重构 X 的流程 m . 长为 N /2 的向量州，经过一个因子为2的上采样（因子 
为2的上采样即在 VV , 的每两个元素中插人一个零）得到一个长为 N 的向 fi ， 这个向 

S 再经过滤波器 {fT (4)} 的循环滤波得到一个输出，类似地，向量 V ,上采样后经 
H { g - (#■) } 的滤波也得到一个输出，将这两个输出相加就得到向 M X 

D , 是 VV t 上采样后通过一个频域表示为 {/T ( Ah 的周期滤波器滤波的结果（参 
见练习 [31]). 

类似地 ，& 的元素可以认为是 V ,上采样后通过一个频域表示为 {cr 
的周期滤波器滤波的结果.如同我们可以类似地定义 V /,,,现在可以写成 

L-l /-I 

X，= h/Wgl^ Ki+/mod S 

卜 0 /= ° (83) 

N-\ JV — 1 

= + ^g°iVuMmo6N t Z = 0 ， 1 ， … ， N— 1. 

/-0 1=0 / 

图 83 展示了从 W 和 V !重构 X 的流程阁. 

现在我们考虑序列 X ( 塔式算法中第一步的输入序列）的离散傅里叶变换及 V , 
和 VV , (输出序列）的离散傅里叶变换之间的关系.由于 — 彳义*丨，通过离散傅 
里叶逆变换（式 （36 f )) 可得 

• v-i 7 

X, - x k e u,k/>i = 士 2 祕 N ， t = 0 ,…， N — 1 

* = 0 * =- 夸 +1 

注意由于{不丨和周期为 N 的序列，因此它们的乘积序列 { i * e airtt/N } 也 
是周期为 N 的序列，所以它们在任意相邻 N 个元素的求和都是不 变的. 由于 
是用标称通带为[―1/4, 1/4] 低通滤波器对序列〈 X ,}滤波得到的， 
又因为;^是在频率处的频谱，因此 

S 

v ut ^^ 2 x k e 2Kti/N , t = o ,—, n - i . 

现在考虑 K 采样 序列： 属于同样的逼近阶 
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= ^7 2 Xe 祕 v ’， ？ = 0,.",<-1 

其中 N ' eN /2, y k ^ X k e ^ / N / y /2. 从序列{%.,}下采样得到的近似的傅里叶序列 
{乂丨的元素是和频率相联系的，其范围为 

从 =~ 到 ^ t = 

由于序列可以称为是半带序列，因为它是一个通带为 [ — 1/4, 1/4] 的低通 
滤波器的输出，因此这个序列没有高频分量，对 { VV , KF 采样后得到的序列是“满 
带序列”，因为在整个 /! e [ —1/2, 1/2] 的频率范围内都冇不可忽略的分量.注 
意先和 Y 是相对 应的： 尤相应于频率 /*=々/ iV ， 而夂相应于频率 /(= VN ' = 
2 k/N = 2 f k . 因此序列{兄}的傅里叶表示在频率范围 [_ V 4, 1/4] 内的 /* 的系 
数和 { VV ,} 的傅里叶近似表示在频率范围 [—1/2, 1/2] 内的 /'* 的系数是相对 
应的. 

现在我们用同样的方法来研究小波系数.因为{2 1 是用标称通带为1/4< 

j /| <1/2的高通滤波器对{ X ,}滤波之后形成的，由此得到 



t =0， …， N — 1，其中定义 

*- / * = 广 * 讎/ 4*/ 

对于下采样后得到的序列 | w u , : £ = (),•••, y ' l }, 我们有 



k 丁 +1 
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其中现在 

乂 = —2--- --^— . 

-/2 >/2 

和前面一样，子采样序列{%.,}的近似傅里叶变换 { Y *} 的元素与频率 /( 相联系，且 

频率//范围由 - j + A 到因此，{%.,}是一个在低频部分能量分布很小的半带序 

列(因为它是高通滤波的结果），下采样后得到的序列 { Wu ,} 是满 带的； 即这个序列在 
所有频率 A 上的能量都不可忽略.注意不4和 y 是一一对应的，不1对应频率 

/* + N =-^+ y , 夂对 应频率//=是//^=2是/^=2/*.随着々从0变化到 N 72, /*' 在 
区间[0, 1/2] 上变化，而从士变化到即在区间 [1/2, 3/4] t 变化. 


对于实值序列，频率 /* 处的傅里叶系数在区间 D /2, 3/4 J 上是与频率]一/ 〆 在区间 
[1/4, 1/2] 上)相关的系数的复共轭.这个从 [1/2, 3/4] 到[1/4, 1/2] 的映射是逆序 
的，即当我们在[1/2, 3/4] 中从左向右扫掠时，在 [1/4, 1/2] 中是从右向左扫掠的. 
于是的傅里叶表示的频率/*6[1/4, 1/2] 的系数的复共轭; tV 和的傅里叶 
近似表示的频率/* 7 6[0, 1/2] 的系数的复共轭;^是- -一 映上的(以相反顺序). 

塔式算法的第一步从长为 N 的满带序列{ X ,}开始，将其变换成两个新的满带序 
列，即第一层尺度系数 { V K ,} 和第一层小波系数 { WVJ ， 这两个序列的长度都是 N /2. 
尺度系数是序列低频部分的近似，而小波系数是序列{足}高频部分的近似.图86 
用长为32的时间序列形象地表示了以上思想.对 i =0, …， 31， 

X , - 不 e _ 2 ， 

k=0 


而 


0. 96 — 0. 03^,々= 0,…，13或 16; 


—Jo. 84， ^ = 14 ; 

^ 10. 735, k = 15; 

(尤 32 ，*， * = 17 ，…， 31. 

最后，让我们考虑和尺度系数 { V lw } 相关的尺度的概念 • 


(85) 

对于哈尔离散小波 


变换的特殊情形， go =^ i = l / V 2» 我们有 

Vi ., = 2 1/2 Vi ,2 h-i = goX 2t ^i + giX 2t = ^ 2，+I ^T Xz, oc X 2 ^, (2)； 

即， （U 与 { X ,} 在尺度 2 上的平均成 正比. 类似地，对于离散 Daubechies 系的 
其他有限长度的小波类来说，序列也都可以认为是与尺度 2 上的加权平均 
成正比的（详情参见 4. 8节).下面举个例子来说明这一点. DU ) 尺度滤波器（选 
择了适当的权重^和 W 相当于用两点滤波器 6} 光滑{ X ,}得到序列 
bX,—、}， 然后用滤波器 U /4， 1/2, 1/4} 对这个新序列进行光滑，注意相当 
于在尺度2上进行平均’而则是对尺度1上变化率的某种度量.因此输出 
的尺度系数和小波系数的尺度总是相差 两倍. 在塔式算法中这一点区别非常重 
要，我们用表示尺度滤波器输出序列的尺度，而用 r , 三 1 表示小波滤波 
器输出序列的尺度（因此在第一部分解中，1=2而 r ,= l ). 
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图86式 (85) 中的时间序列的离散傅里叶变换值的平方(左图）.和哈尔小波滤波器和尺度 
滤波器的输出{^,,}和{尿 1 ,,}的离敗傅里叶变换值的平方 （中图〉， 还有哈尔小波系数和 
尺度系数{ V ,.,}和（ IV ,., } (右图）.由于{ X ,}和它的滤波输出是实值的，因此所有的离散 
傅里叶变换是关于零点对称的，因此图中只显示了非负的傅里叶频率.{仏.,>和{%.,> 


的离散傅里叶变换值的平方函数是通过将彳 X }的平方蝠度函数乘以彳沿 A / h 和 U / A / h 的 
平方增益函数(定义为 CK /)/2 和 W (/)/£ —它们的图形在图73中给出）后得到的.注意 
到彳 R .,} 为序列{兄>的低频成分，而{帘,.,}为序列{ X ,}的高频成分. { R ,,} 在高频部分 
能量很小，{尿,., } 在低频部分能 M 很小.因此这两个序列都是半带序列，下采样后得到 
的序列和 { W ,.,} 都是满带滤波器，{ V ,.,}保留了 {不.,丨低频部分，保留了 
髙频部分.但是保持了 { X }的频率的顺序，而 { W ,.,} 的频率和彳 X ,}的频率 

差了一个反序.例如，{ X ,}的离散傅里叶变换的高频成分 / w =|| 和在 
的离散傅里叶变换中表现为低频成分和穴=& 


4.4 节的关键结论与定义 

塔式算法的第一步是对{ X ,, / = ()，•••，/V — 1} 进行正交分解，变成两个新 
的序列，即^ = 0，…，孕一1丨和{6., : 1 = 0 , — , y — 1 J . 关于第一层 
小波系数有如下 结论： 

[1] W ! 是一个 | xN 阶矩阵，且满足并且由离散小波变换频率 

矩阵 VW 的前 N /2 行组成 ( VV , 的每一行包含的元素即小波滤波器 
U ,} 以 N 为周期进行周期化；第一行为 ks - i ,仏- 2 ，…， A ；], 剩下的 
$ — 1 行是由第一行通过右平移得到的，平移长度分别为2, 4, 6,…， N -2. 

u 

[2] 向量= Wj 的元素个数为 N /2. 

[3] 第一层细节进行因子为2的上采样 
然后用(务)|进行滤波得到. 

[4] < W K ,} 表现的是尺度 r , = l 的变 化率. 





离散小波变换 


87 


是对时间序列近似在 [1/4, V2] 内的高通滤波结果再通过因 
子为2的下采样得到的. 

[6] 彳 W t .,} 对应{X,}的离散傅里叶变换在 [1/4, 1/2] 内的那部分，只是频率 
上顺序颠倒了. 

对于第一层尺度系数则有如下结论： 

[1] V , 是一个 ^XN 阶矩阵，且满足 V,V，= f vz , WiV^ViW^O.v^， 且 

各行和离散傅里叶变换矩阵㈧的后 N /2 行张成相同的 R‘ v 的子空间 . （V,和 VV, 
有相同的结构，只需将 M 换成 W 就行了，其中是尺度滤波器以 N 为周 

期进行周期化的结果，即有(备)卜 

[2] V, = V,X 的元素个数为 N /2. 

[3：HV 1 .,}的第一层光滑A = V, ] V I =V； ^ V,X , 可以通过对 V ,进行因子为2 

的上采样然后再用(务)}进行滤波得到. 

[4 表现的是对时间序列以尺度 A, =2进行平均. 

[5]{V 1W } 是对时间序 列彳； O 近似在 [0, 1/4] 内的低通滤波结果再通过因子为 
2的下采样得到的. 

是{X,}的离散傅里叶变换在频率 [0, 1/4] 内的部分. 

序列组成小波系数 VV 向量的前半 部分； 余下的一半由 {Vt.,} 在塔式算 
法相继的步骤中得到. 


4. 4节的评论与扩展 


[1] 如果我们对用离散傅里叶变换的方法做一些修改，直接将采样间隔 A/ 考虑 
进去，就会对{足}和 {VV,} 的频域关系有更深刻的 认识. 粧韦 J \= k /(_， 以如 
果是1秒的话， /* 就是每隔一秒得到的采样 数据. 考虑了 △/，{X,}的离散傅里 
叶变换和离散傅里叶逆变换就成 f 如 F 形式： 


N -1 , *2 

尤= A / S ^ e " ，2，，VA< » X , = U 不 e l 2 々' 

1-0 a *= - 夸 +1 

这里频率满足-/></*</、•，其中/.、^1/(2以)称作是奈奎斯特频率.用对 
时间序列循环滤波的结果可以近似地表示成 




频率范围满足 一/ a /2</*</、./2. 由于对的采样间隔和 X,相同，所以下采 


样序列的采样间隔为因为彳的长度为 N'^N/2， 所以它的离散傅 
里叶变换的傅里叶频率为 k /{ N f ^ t ， )= k / iN ^ t ) — f k ,其中 A 的取值范围现在为从 


— $ + 1到¥.因此{ X ,}和彳 VV,} 的傅里叶变换形式是相同的，但是前一种情况 
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满足一_/></*</<，而第二种情况则满足 一 /v/2</*</.v/2( 注意 / a -/2 = 
1/(2 A /), 正好是下采样序列的奈奎斯特频率）.现在我们能写成： 

££ 

Vl - , ^ N^ 7 ?尤 〆 " 〆 ，其中现在;^ 
k --字 •！ 

使用包含物理意义下单位的频率的离散傅里叶变换，我们发现{ X ,}的傅里叶表示 
的频率[ — / a 72, / v /2] 和的近似傅里叶表示的频率范围是一样的.将 
{ X ,}和表示的物理频率映射到标准的频率区间[ — 1/2, 1/2] 上，就得到了 
我们在这一节前面部分描述的方式了（类似地，我们可以证明 <兄}的傅里叶表示 
频率 / 4 €[/ v /2, / A ] 以相反顺序映射到的近似傅里叶表示的频率/*€[0, 
/v/2] 上). 

4.5 塔式算法的第二步 

就像我们在前面-节开始所描述的那样，塔式算法的第二步就是将看 
成是第一步中的{兄}.直观上看这样做是很自然的，若将{ X ,}看成是单位尺度 
上的平均，{ V ,.,}是在尺度2上的平均，{ X ,}和是在不同尺度上的平均，它 
们应该是很相 似的. 因此，我们对（ V ,.,}用{心}和进行循环滤波并下采样得 
到两个序列，即 

L-l L-\ 

W 2> , = ^fV r i.2H'l-<mod^ ♦ Vz.t = g/Vi.2ri-l-<modT » (88) 

/= 0 / =0 

/ = 0, ^-1. 注意上式和式 （70 c ) 及 （77 b ) 滤波形式是相同的，只是将 

4 

“ modN ” 换成了 “ mod |”. 对尺度2及 ）= 2 层上的离散小波变换的小波系数用 
W 2 .，来 记； 即 

w 2 = [ w ^， w ^ +1 ，"., w^ 1 ] T 

- [ W 2 . o ， W 2>1 ，- , W 2( N _, ] t . 

定义 ）= 2 层时包含尺度系数的向量为 

V 2 = [ V " 2 . 0 ， Vj , i ，…， V 2 .孕-】 ] T . 

令氏 和是# x # 阶矩阵，其行向量分别包含了 {&} 和 Ud 的周期为 N /2 的循 
环平移，我们可以将 V ,变换到 w 2 和 v 2: 


1V 2 


rB zl 



= v 2 \, = 

= y \ ^ 其中巧 s 


y 2 . 

L*4 2 」 

l a j 
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^( 372 ) Vi 

/ 

/ \_ 

x H (-m) — w 2 

Sir % 

图89将 X 分解为 W ,, W 2 和1%的流程图 


类似 WA 和 V ,的情形，氏和乂的各行也是规范正 交的： 

B 2 Aj = AzB] = Oi', BzB] = A 2 Aj = /^. 

因此 f 阶 矩阵巧 是规范正交的，所以我们可以通过下式重构 V l: 


[ W 2 - 

V , = rj - 

Lv 2 J 

将上式代人式 (81 a ) 得 

X = Wfw } + vj Bj \ v 2 -h Vj Ajv 2 =3 jW , + aJb t 2 w 2 -^ AjAjV 2t 

为了以后描述塔式算法方便起见，令乂 =仏，5, = w ,. 对比式 （63 c )， 我们可 
以得到于是 

V 2 -- W t 2 W 2 = a^bJw 2 . 

由于我们得到如下 两式： 

X " = Pi + P2 + «4 f Aj ^2 和 X = T )\ -{-"Vt - y - Si * 

由此得到 

5 Z = AlA^2 = Vjv 2 , 

其中坫三人人.图 89 与 90 画的流程图就是用塔式算法将 x 分解成 IV " w z 和 
v 2 及用塔式算法从,狄 2 和 V 2 重构 X 的过程. 

因为序列 { w 2 , j 和是对 { VV ,} 滤波之后再下采样得到的，又由于{ V ,.,} 
也是对{兄}滤波之后再下采样得到的，因此我们可以用包含下采样的级联算法来 
描述如何从 U ,} 得到和为此定义 U / 丨是宽为 2 L -1 的具有系数 


1V 2 一 

= Bjw 2 -^ A T 2 V 2 . 
_ V 2 _ 




+ — h 三 | 叫 ) 

_/ \ 

W 2 ^ | " •(如 | + — X 

图90从 VV , ， W z 和 V 2 重构 X 的流程图 

h u ， 0, h '， 0,…， A t _ 2 , 0,心_,的滤波器，即通过在 { A ,} 的 L 的元素中插人零 
来得到令 

21-2 

2W 2 , t = 2 ,/2 V,. t - /mo dN» t = 0, …， N-1. (90a) 

/ =0 

式 (77 a ) 告诉我们是用彳 g ,} 对 { X ,} 进行滤波得到的，因此彳2免 2 .,}是级联 
滤波器的输出，即是对彳 X ,}先用滤波再用 {V } 滤波的结果.我们要求 


W 2U = 2W 2A ^, i = 0,-, j -1, (90 b ) 

即 { W 2 .,} 可以从{2免 2 .，丨中每四个抽取一个得到，第一个抽取的元索为2% 2 . 3 (用 
工程的术语来说这就是对{2兩 2 .,}进行因子为4的下采 样）. 为了证实上述说法， 
注意有 

2L，2 

2 W 2 ,4f-3 = 2 l/2 Vi.4H-3-/modV 

/ -=0 

L-J 

— A/2 r 2 Vi,4H-3-2/fnodiV 


L -! 


= X>, 2,/2 R 

/-0 


modN 


= ^h,V U2 ^-t m ^ = ^2.i * 

/ 

推导过程中我们用了式 （77 b ) 和 （88). ^{hzj) = {g* hf }的卷积. 

由于{幻}的长度为 L 而恤/ }的长度为 2 L —1, 因此用练习 [28 a ] 的结论可得 
的长度为： 


L 2 = L -\- (2 L — 1) — 1 = 3 L — 2. 
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(?1 91哈尔滤波器丨和{幻.,丨的平方增益函数（分别为左上图和右上图）及 D (4) 滤波器 
< A 2 .，丨和{幻的平方增益函数（分别为左下图和右下图）.图中用点划线 标记出 了频率 
/=1/8和 /=1/4 


练习 [91] 设{心：/ = ()，•••， L —1} 是一个滤波器，传递函数为 HO ). 通 
过在彳心}的元素中插入 m 个零定义新的滤波器为 


h 0 ，(），•••，0，/^ 


»«个0 


yh L - z ，0，…， 0， A t 


证明这个滤波器的传递函数是 H ([^ + l ]/). < 

令上面的 m = l , 我们可以得到的传递函数由下式 给出： 

H 2 (/) = H (2/) G (/). 

用类似的方法，得到彳 g 2 ，,} 是对{ X ,}滤波后得到 { V z .,} 的滤波器，其宽度为 l 2 , 
通过将{心}和 

{gl } 三 { 容。， 0, 幻 ，(），••• ,g L ~Z tOygi-f } 

进行卷积得到，其传递函数为 

G 2 (/> ^ G (2/) G (/). 

图91给出了哈尔滤波器和 D (4) 滤波器作为/函数的 

H 2 if) =1 H 2 (/) I 2 和 G 2 (f) =1 G 2 (/) I 2 

的 图形. 注意是一个带通滤波器且其近似通带为 丨/丨 <1/4, ig 2 . i } 
是一个低通滤波器其通带近似为0< I / I <1/8. 图92给出了直接从 X 计算 
和 V 2 的流程图. 

为了方便起见，我们称 {/ i 2 w } 和{心.,}是第二层小波滤波器和尺度滤波器，因 
为它们可以产生第二层小波系数和尺度系数.在下一节我们将这个概念推广到第 
j 层小波滤波器和尺度滤波器.我们可以定义第一层小波滤波器和尺度滤波 
器 { g ,.,} 就等于彳 M 和 
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图92从 X 直接算出和1 2 的流程图.长为； V 的时间序列向馕 X 用以 iV 为周期进行周期 
化后得到的 > = 2层的小波滤波器 U 2 .,} (其传递函数为 //:(•)) 进行循环滤波.然后保 
留所有的指标 f 满足 f +丨 为4的倍数的系数，得到向量 VV 2 (“ 4 4”表示每4个系数保 
留一个的下采样）.狄 2 的 N /4 的系数是 i = 2 层上的小波系数.类似地，长为 N /4 的 

向董 v 2 包含了 ）=2 层 r •的尺度系数，它是对 x 用频域表示为的尺度滤波 
器进行循环滤波再进行因子为4的下采样得到的 

练习 [92] 证明 U 2 .,} 求和为零且有单位能量，但它不满足小波滤波器定义 
中的最后一个性质，即与自身偶平移的规范正交性质 （69 c ). 通过一些特殊的哈 
尔小波的第二层小波滤波器的例子说明这 一点.提示： 考虑小波滤波器的规范正 
交性质的频域表达式. < 

如1：述练习所表明的，第二层小波滤波器事实上不必是小波滤波器！类似的 
观察对于第二层尺度滤波器也成立（对于将在下一节定义的»3层小波滤波器与 
尺度滤波器也成 立). 

因为的元素是用 M 2 . /: / = (),•••， L 2 — l } 对{兄丨进行循环滤波得到的， 
因此也可以通过用的周期化后的滤波器 ML : / = 0, …， N —1} 对进行 
滤波得到.即我们有 

N — 1 \r 

W 2 . f = t = 0,…， J - 1 

(参见练习 [4. 10]). 因为我们还有 W 2 = > v 2 x ， 的行一定包含的循环平 
移变型.如果我们注意到狄 2 的第0个元素是 

S-X 

W 2 ,o = h°2jX^tmodN ， 

1=0 

很明显 W 2 的第一行（或等价地汐的第 N /2 行）由下式 给出： 

[^2.3 * h ° 2, 2 »^2.1 *^2.0 »^2. N -1 »^2. N -2 »^ Z .5 *^2,4 ] = VVw . ； (92) 

剩下的 $—1 行为 , 々 =1 ，…， $ — 即通过对第一行进行跨度为 4 的 

循环平移得到_同样，我们从练习 [33] 知道的离散傅里叶变换是对{&.，}的 
传递函数在 /*==*/ N (々 = 0 , …，/V — 1) 处进行采样得到.由于它的传递函数定 

义为 H (2/) G (/)， 我们有用类似方法，周期滤波器 
{^,}-{ g (^) g (^) J , 这个序列生成了込的各个行向量. 
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4. 5节中的关键结论与定义 

塔式算法的第二步将V，中的 iV/2 个基向 M 转换成两组有 iV/4 个基向最的矩阵， 
即=祕= BzA , 和 V 2 = AzV , = A 2 A ^ ，其中我们定义了 乂 = V, . 汉的各行是 
由小波滤波器以 N/ 2 为周期进行周期化 ( 即对 { H(^) 4 = 0,…，夸一 ] 丨进 
行离散傅里叶逆变换)且相邻行相差一个跨度为2的平移.类似地，《4 2 的各行是由尺 
度滤波器彳 M 以 N /2 为周期进行周期化得到的.这一步将〖=()，•••，分 

解成两个新的序列，即丨 W 2 ., :/ = 0, …，孕一 1 丨和 { V 2 . /: < = 0, … ，孕一 1 丨.就像 
第一步通过小波滤波器和尺度滤波器将X 正交分解成卨频成分和低频成分 
{V 1<f }, 第二步也将分解成和 X 的低频部分彳被第.二层小波滤 
波器和尺度滤波器分解成了两部分，这两个滤波器的通带分别为 V8< f / | <1/4( 相 
应尺度2的小波系数)和(X | /| <1/8. 因此关于第二层小波系数 } 有如下 事实： 

LHWz = B 2 A , 是一个 $ xn 阶矩阵且满足 mvv! 二‘，构成了离散小波变换矩 

阵 w 的从夸到宁 一 1的各行(外 2 的每一行包含元素 {0{ h (4) g (务 )1, 即第 
二层小波滤波器以长度 iV 为周期进行周期化 得到； 第-行向 M 由式 (92) 给出， 
剩下的^一 1行是通过循环平移第一行得到的，平移跨度为4, 8, 12,…， N-4). 

[ 2 ] 向量冰 2 = W 2 X 的元素长为 N/ 4 . 

[3] 第二层细节 X) 2 = WjW 2 = Wj W 2 X . 

[4] 尺度为 r 2 =2 的平均变化率. 

[5] 对第一层尺度系数 {V,.,} 高频在 [1/4, 1/2] 半通带进行因子为 2 的下采样 
得到的结果. 

[6] {X,}的离散傅里叶变换在频率范围 [1/8, I/O 内的部分，只是频率顺序相反. 

类似地，第二层尺度系数序列有如 K 事实： 

[1] V 2 = A 儿是一个令 XN 阶矩阵且满足 = 以及 M4 V 2 t = 込)^ = 

0 N/< ， 其各行和离散小波变换矩阵的后 N/4 行向董张成1<〜’中同一个子空间 (V 2 
的结构和类似. • 只要将换成笔° 2 "就行了，其中是以 N 为周期 
周期化的结果，即 })• 

[2] 长为 iV/ 4 的向 M V 2 = V 2 X 的元素 • 

[3] 第二层光滑& = = 

[4] 在尺度 A 2 =4 上的平均. 

[5] 对第一层尺度系数 {V^} 频率在[0, 1/4] 部分进行因子为2的 K 采样的结果. 

[6] {X,} 的离散傅里叶变换在频率范围[0, 1/8] 内的部分. 

4.6 塔式算法的一般步骤 

通过前面两节的讨论，我们现在讨论塔式算法的一般步骤，其中 J '= l ， …，•/ 
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+ 一 



图94将 V ,，分解成和然后再用和 V ,合成 V ,-,的流程图 


(前面几节都假定样本长度/ V 为 20. 定义 W , 为兄，第）步输人就是: = 

()，•••， 其中 N ^ N /2，. 第）步输人可以看成是在尺度 A ,-, 上尺 

度系数的平均.第）步输出是第）层小波系数和尺度 系数： 

L-l £--1 

).1 -— 九 lV ，— i , 2 i ->-1 - / modN '^ _ j ， 1/ mod ^ j . i ， C 94 fl ) 

/-0 /=0 

i -0, N ; - l . 尺度 r , = 2> …上的小波系数是 Wp , 即 

w , = [ Xvhv , ,， w . v _，"., w. v ''_,] T = [ w ,.。，％.〗 ，…， UV '_,] T . 

如果定义 v , T 的元素为 V ,,,， 那么从分解成和 v 7 , 可以写成 


[ TV 厂 

= v ,\,^ : 

[Bn 

V 广 i ， 

其中巧 ^ 

Sr 

9 

(94 b ) 

LvJ 

u 」 


- v 4>- 



B , 和為是 N , x / V ^ 阶矩阵，其行是由小波滤波器 U ,} 和尺度滤波器{的丨以 
/ V ,-,为周期进行周期化得 到的. N , —, XN ,_, 阶矩阵 R 是规范正交的，即 


rBn \B,B] B,AU 0 ,； 

V t V ] = IB ] A T ]= = = 

[^bj AjA]\ L 0 % Is i. 


且 

「氏 1 

=BjB J +AlA ) = / v _,. 

-Aj. 

如果回忆反复用公式 1 = 可得 

W , =疚 A -1 …= WyX , 且 V , -= A , A ,- r - A^X = V , X , 

其中 

W ； 三 氏/ 广 i … 》4 i ， V ， 三人人―] … A . 
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由于 N , , XN , ，阶矩阵 R 是规范正交的，所以可以用下式重构 


= O 、 T ]d BJWj ^ AJV ,. (95 a ) 

借助于滤波运算. V >_, 的第/个元素可以通过类似式 （83) 重构，即 

i--l L~\ 

V ,-,., = + ， (95 b ) 

/=0 /**0 

/ = 0，1，…，其中 

^ JO ， / = 0,2，…， Nj-i — 2； 

- , / = 1，3，.“ - 1. 

(我们用类似的方式定义 VI ，). 用式 (81 a ) 并反复应用 （95 a ) 得到 

X 一尻 W , + A ] BIw 2 + A ] A ] bIw ,+- 

+ Aj - + X - A ^ AjV ,. 

细节巩和光滑父是上式的最后两项•即 

Vj = …^1,埒％ = WjW , 

(95 c ) 

A = < … AUAjVi = VjV ,. 

V , 的规范正交性告诉我们 

II V〆 II 2 = |叫| 2 + II VJ 2 . 

因此 V a = x ， 反复应用上式得到 

imi 2 =左 iiw r + m r . (95 d > 

*=i 

练习 [95] 利用上面的式子和式 （95 c )， 证明我们还有 
II x || 2 = 2 it 认 II 2 + II & II 2 . 

务 -1 

< 

和的第 ； 层的小波系数{«^,}相关的等价滤波器{~.,}是由下面> 个滤波 
器的卷积得 到的： 

滤波器1 :心， ffl ，…，幻. -2， gt-l ; . 


滤波器2：/?0,0,^1，0,…， g /,-2 ， Q ， gi.-it 

滤波器3:容。，0,0,0,莒,，0,0,0，".，幻 •— 2 ,0,0,0,以; 


滤波器 ）一 1:心 ， p ，…， Q 

' V" V 

2 1 2 -1 个0 2 J-2 — 】个0 


••， gL -2 ; 

' - v - ' 

2 >_2 _1 个0 


(95 e ) 


滤波器 >*^ o . O , — ， 0 ，…， 0 ,…，•二 iS ，* 1 *- 1 . 

-V 'TV ’ ~TV 

个0 妒- 1 一1个0 2广 1 ㈠个0 


注 意对于 …， j 一 1,第々个滤波器是对前一个滤波器元素之间插人零得 
到的. 
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6 、(务 ) Vj 

/ 

x 

\_ 

瞒 )1 ? ^ 

阁96从 X 直接 il •算％和 V ,的流程阍.长为 N 的时间序列用第_/层小波滤波器4,.,》（传递 
函数为 》,(•)) 进行循环滤波，得到一个输出，然后保留所有的指数可以被&整除的 
系数.形成长为 N /汐 的向最 W ,， 即第）层小波系数 （“ + 汐表示每2〃个系数保留一 
个”的下采样 ）》 类似地，长为 N /2' 的向 MV , 包含了第）层尺度系数，它是对 X 用传 
递函数为 （；,（•） 的尺度滤波器进行循环滤波再进行因子为 P 的下采样得到的 

练习 [96] 证明滤波器的宽度为 

L, e (2, 一 1)(L-1) + 1 ， (96a) 

并且其传递函数为 

厂2 

H,(f) = H(2 >1 /)TT G < 2/ / ) - (96b) 

/^O 

<3 

滤波器的标称通带为1/2〃 5 < 丨/丨<1/2、且有 

L 厂1 

2 ii2 W,, t = , t = 0, — ,N — 1, (96c) 

/ 0 

我们有 

〜 L>_, 

Wj,, = 2^ 2 Wy, 2 >(,. ， i)_i = ^ j h t ,iX 2*(r^l)-l-/nnod.V ♦ (96d) 

/-•o 

/ = ()，],•••, N ; 1. 因为我们还有 = 很明显 W , 的行包含 UU ， 由 

定义知它是 A , w } 以 N 为周期进行周期化的结果 • 

同样地，和彳 X ,}的第）层的尺度系数相关的等价滤波器是由下面 
) 个滤波器的卷积得到的： 

滤波器1:名。，尽1，…，2，以-1 J 
滤波器 2：^ o *0, g ! ，0，… ，幻, -2 ,0, g L _, ； 

滤波器3:容。，0,0,0,心，0,0,0,." 2 ,0,0,0 ,^L ) 5 

. (96e) 

滤波器 — 1 ： go ， 0 ，.y ,0, gi ， p ， 了， Q ， …， gL -2 ， 0, 二. ， Q » gL-i ； 

个 o 夕- 2 — 1 个 0 1 个 0 

滤波器 jigo *0,^0, g , ， ()，•:•，() ，••. ， g L -2， 0，：，0 ， gh - i . 

2 > _l — 1 个 0 夕一 个。 2 >_1 _1 个 0 

这个等价滤波器的宽度为其传递函数为 
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广1 

Gj ( f ) = (97) 

0 

滤波器近似于一个通带为 o < | / ! 的低通滤波器，由 

s - 1 

^ ， 2 Vj, t = gi.lX,-i mo is ， t ~ 0, …， /V — 1 

f 二 0 


我们有 


V 

^ i.t — 2 7 g/./XV (卜 "-1-/mod .、. ， 
l^o 

/ = 0, 1,…， N 广 1. 因为我们还有 V , = v , x , 很明显 V ,的行包含由定 
义知它是 {仏 J 以 N 为周期进行周期化的结果. 

我们现在来看看随着）的增大（除1外）高层的尺度滤波器和小波滤波 
器是什么样子的.图 98 a 给出了 D (4) 的左面）和心」（右面）的图形，尺 
度标号分别为_/ = 1，2,…，7，滤波器长度为/ = 0 ，…， M — 1( 阉中单位脉冲 
相应的各点用直线连了起来）.我们看到当 i 不断增大时，和收敛于一 
个特殊的曲线的极限曲线看起来有点像鲨龟的鰭 我们将在 1 L 4和】】 . 6节 
详细解释这一点•图 98 b 的图形是 Daubechies 小波滤波器的长为8的最接近对称 
(least asymmetric ) 的小波（参见 4. 8节）.注意当增大时，彳仏 ./} 收敛于一个类 
似高斯函数的曲线，而则收敛于类似阁3右面的墨西哿帽小波 〆 Mh > (0 的曲 
线.阁99给出了这些滤波器的平方增益函数均（，）（> =1, …， 4) 和^(_)的图 
形，其中的竖线表示其标称通带范阐. 

回忆假设 iV =2』， 我们发现塔式算法的第 J 次迭代得到的输出向量 = 

[ W 』.。] 和 V 』==[ V ;.。] 都是一维向量.于是塔式算法到这一步就结束了，灰;.。和 

VV 。 构成了 W = WX 的最后两个离散小波变换系数讲.\- 2 和 Wv .,. 系数撕心 2 和 

{ X ,> 在尺度 ri =2 ;-1 = N /2 上的变化 有关. 下面这个练习说明我们总是会得到 

W^,=X y / N , 其中 X 是序列的样本 均值. 

练习 [97] 证明离散小波变换矩阵 W 最后一行 V ;的元素都等于1/>/及•用 

这个结果给出&的显式表示式.提示：考虑 V ;中各元素和1/#的差的平方 

和，并且利用练习 [76 b ] 的结论= V 2. 0 

( 
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阁 98 a D (4) 尺度滤波器 <幻.,}和小波滤波器 { h t ,}, ) = 1, 2,…， 7( 这电脉冲 
响应序列各个值用直线连了起来） 



图 98 b LA (8) 尺度滤波器 Up 》 和小波滤波器 ( U ， ； = 1» 2, •••, 7( 这里脉冲响应 

序列各个值用直线连了起来）.这些滤波器将在 4. 8节中定义 
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QA -) 


" HA ) 


n 2 () 

n t () 


阁99 LA (8) 滤波器 u ,.,}， ; = 1, 4 和彳办 的平方增益函数（这些滤波器 

将在 4.8 节中定义） 


在最后一步中，我们还得到了离散小波变换矩阵的各行表示，即 


「 w 】， 

w 2 


Bz A ] 

W, 

= 

疚人 -i … A 

w ； 


氏 《 4 卜 i … A 

^Vj- 


乂 >4j-i … A- 


4. 6节的关键结论与定义 

我们前面假设了样本的元素个数为~ = •/为某个整数.对于 > = 〗，…， 

J 有 N , 三 N /2，， 塔式算法的第 j 步将 N ,^ XN 阶矩阵中的长为 N ,_, 的行向 
M 分解成两组恥向贵，即…二氏乂-,和 V > = 為 V ,—，其中汉和八 是岣 X 
乂-,阶矩阵，分别包含了尺度滤波器 U ,} 和小波滤波器 Ud 关于周期\，周期化 
后的序列（这里我们定义 Vo = J N ). A 和疚的行向量形成了 个规范正交向 
量组.戶 X ,第 j 步变换 { 〖=(),•••， N ^ — 1 } 为两个新序列，即第） 

层小波系数丨/ = ()，•••， JV , — 1丨和第•层尺度 系数丨 V ,,,: ^ = 0, 
n .- u . 第 ； 层小波系数<«^，,}与下述结论有关 ： 

= r .. A ， N , XN 阶矩阵满足组成了离散小波变 

换矩阵 W 从第 2 N * 行到第 — 1行向量 (_;• = 1的时候算第0行）， W , 的各 

k^\ 女一 1 
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行包含了的以； V 为周期的循环平移•即 

(序列在 W ; 中是以相反顺序出现的，相邻的两行差一个跨度为1的平移）. 

[2] 长为/ V ,的向景％ = W 的元素. 

[3] 第）层细节 A = H ^^ = VV ^ W , X . 

[4] 在尺度巧二汐― 1 上的平均变化. 

[5] 对尺度系数在高频范围为 [1/4, 1/2] 内的部分下2采样的结果. 

[6] 序列的离散傅里叶变换在频率范围为[1/2> +1 , 1/20内的部分.是关 
于频率的一个反序. 

相应地， 第） 层尺度系数〈兄， J 与下述结论 有关： 

[1] V 严入人-!…几是恥 XN 阶矩阵，同时满足 V , V / = /\ 和 = 
V , W ；-0 N ； , 其各行和离散小波变换矩阵 VV 的后/ V ,行张成 R v 中同-•个子空间. 
V ,的各行 4 k ,.,} 关于周期 iV 循环平移后的结果，即 

(序列在 V ,行中是以反序出现的). 

[2] 长为 N , 的向量6 = ^的元素 • 

[3] 第）层光滑& = < V , X . 

[4] 尺度 A ,=2> 上的平均. 

[5] 尺度系数彳在低频范围 [0, 1/4〕部分的下2采样结果. 

[6] 序列彳足}的离散傅里叶变换在频率范围[0, 1/2> 41 ]内的部分. 

4. 6节的评论与扩展 

[1] 在这里我们将给出由 MaHat (1989 b ) 引人的计算离散小波变换的塔式算法 
及其逆运算（重构算法）的伪代码.令 = ? = ()，•••， N -1, 其中 N = 2; . 

令 w = 0 ， …， L 一 1} 是一个宽为 h 的小波滤波器，令 { g B } 是由式 （75 a ) 定义 
的相应的尺度滤波器.如 4.1 节那样，将离散小波变换系数向量州分解成子向 
量％,户1,…， J 和 V ,.记和 V 』的元素是，= ()，.••， N/f — 1和 
Vj . t , f =0, …， N /2 J - l . 给定长为 M 三 N /2 卜 1 的向量 V,_ t ，下面的伪代码用 
来计算长为 M /2 的向量和 V ,(基于式（9乜>): 

对/=0,… M /2 — 1，进行下面的外循环： 

置 u : =2(+1. 

置 : ^^^广卜并且置％“： = goV > -,. M . 

对于 w = l ， …， L — 1,进行下面的内循环： 
u 减小 1. 

如果 k <0， 置“： sM — l . 

置 等于 
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置 等于 v ^+ g „ vv ,. B . 

跳出内循环. 

跳出外循环. 

首先，对于_/=】利用上面的伪代码(即由1=尤出发），之后对 ）= 2 ，…， J ， 
我们得到离散小波变换分1的向量，即狄:， W 2 ，…， VV , 和 V 』，以及中间向量 
V ,， V 2 ，…， Vj , . 

离散小波逆变换就是通过 w 的子向 MWi , iy 2 , …，110和10计算太.给出 
长为 = 的向量 WO 和 V ,，下面这段伪代码用来汁算长为 2 AT 的向童 Vp , 
(基于式 （95 b )) : 

置/:=—2，置讲》= — 1. 

对/ = 0,…— 1，进行下面的外 循环： 

置 / : = / + 2 ， wi : = //I + 2. 

置 u : =t, * * = 1 , k : —0. 

置、+ 君兄.“. 

置 V ; ,.„=/“ U ^+ g * V “_ 

如果 L >2, 那么对于 r » = l , …， y -1, 进行下面的内 循环： 

«增加 1. 

如果 置“： =0. 

/增加2, A 增加 2. 

置 等于 + 

置等于 A * W ^ b + 心 V , B . 

跳出内循环. 

跳出外循环. 

通过对和 V ;用上面的伪代码处理，我们得到将这个过程描述成 
把和、放进一个盒子里，输出 V ^ 1: 

V ； — □一 v ,_, 


通过对州和用上面的伪代码处理，我们得到 V ;_ 2 . 可以用下面的流程阁 
描述这两步伪代码处理： _ 

Vy — ^ 1 \—* 1 I — yj-2 

t 

WO 

如果按这种方式继续， J _2 次应用上面的伪代码，将会得到％=尤(注意 V ;- 3 ，…， 
V ,是计算的中间数 据）： 

Vj — ► | | —► | |― ^ 1 1 ~~ V 0 = X 

个 个 个 

^ M/h W x 

第）层细节 P , 通过对0,，…，0 ; -,, 和0,进行离散小波逆变换得到，其 
中0*，6 = 1，…， j 是一个有 N /2* 个零的向量（当 ）=1 时，我们解释为0】，…， 
0 ; i , 就是 VV ,). 这些细节可以依次对），•一 1， …， 1应用逆塔式算法得到， 
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起始向量是％和 0,( 代替了上述伪代码中的 V ,).在第）次迭代中，我们得 
到 


0, —， 1 | — - 1 1—一 ► I I — • V , 

个 个 个 

' °: 

类似地，光滑 &可以 通过对0,，…，0 ; ， v ; 进行离散小波逆变换得到 

V ) - I 1 -^ 1 I - - 1 1 ~_ S ! 

个 t t 

°; °;-1 

[2] 我们现在讨论一下高层的小波滤波器 Up } 和尺度滤波器 Uwh 我们看 
到，在图73中&,.,} = {幻 ： /=0, L 一 1} 是一个半带的低通滤波器（是通带为 

0< | / | <1/4的低通滤波器的近似).从阁91可以看到{沿/是一个四分之一带的 
低通滤波器（是通带为0< | / | <1/8的低通滤波器的近似）.按照这种方式继 
续，我们会发现是一个通带为0< 丨/丨<1/2〃 [ 的带的低通滤波器.同 
样会看到，在图73中{/^} = {心：/ = ()，•••， L —1 丨是一个半带的高通滤波器， 
或高通滤波器（是通带为1/4< 丨/ I <1/2的高通滤波器的近 似）. 而从图91中 
可以看到彳心 d 是一个四分之一带的带通滤波器（是通带为丨/丨<1/4的高 
通滤波器的近似）.类似地，是—个通带为1/汐 +1 < I /丨<1/2/的带的 
(倍频程)带通滤波器. 

有两个等价的方法可以得到 Mi ./} 和第一种 方法： 通过在彳心丨和{幻} 
元素之间分别插人2，— 一1 个零得到然后按下述方法应用 2-°-° 
带的低通滤波器 UV , ,0( 见式 （95 e ) 和 （96 e )). 

练习 [102a] 给定证明可以通过下式得到和{心.,}: 

/.-I 厶一 1 

hj,i = » g,.i = ^, gkgj -\. i -2>- ] k » (102) 

矗 r -0 ^=0 

1 = 0，…， L , —1( 参见 Rioul ，1992). 还证明，通过定义 (/) 安 G (/) ，对任意 
的）>2,有 

H ,( f ) = H (2 广 , /) G ,—,(/)， Gj ( f ) = < 

第二种 方法： 下一层的小波滤波器和尺度滤波器是通过在丨或 
中插人单个零得到，然后应用半带低通滤波器 
练习 [102 b ] 证明 


j-i >、 

>: Si~2k^ j—\ .k * Si>i > : / -1 


l = Q, …， Lj — 1. 


< 
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注意彳 A ,.,} 的建立不涉及{沿}和的卷积（将上式中的 2 A 用々代替即 
可).将映射为的过程在工程中有时候被称为是“插值算子”（参见 
Rioul and Duhamel , 1992). 这个术语在这里是适用的，因为我们用低通滤波器 
{幻}对新的滤波器进行插值，将尺度为 r ,-, 的滤波器拉长”成尺度为 

Tj = 2 ^- 1， 

[3] 现在证明我们的 结论： 尺度滤波器 { g ,.,} 对应于 尺度七 =2\虽然是 
由 L = (2〃 一 l ) a — l ) + 1 给出，由图 98 a 和图 98 b 可以看到，随着 j 的增大， 
在/=0和 l = Lj -\ 处的很多值非常接近于零，因此用 M 来度的宽度 
显得有点不合适.一个更好的表示序列宽度的度量是基于“自相关”宽度的概念 
的，自相关宽度在这里定义 如下： 

( s ^) 2 

widthj^} = - (103) 

2 gj.i 

/sn — OO 

(详情参见 Bracewell ，1978 或 Percival and Walden ，1993). 考虑前）层哈尔尺 
度滤 波器： 


p/2, 72 , I = 0，“W -1; 

Sht = 1 廿仙 

lo , 其他. 

这个滤波器的输出值和有 f 个输人的样本均值是成比例的，因此哈尔{心.<}很明 
显对应于尺度 2>= A ,. 

练习 [103] 证明哈尔 U ,，,} 的自相关宽度为2>，直观上这很自然. <1 

对于所有的尺度滤波器，我们有 

全 g“ t = = ^(0) = I[G(0) = 2^, 

l=^oo /»0 矗 _0 


由于 G (0) = =#，而 

/ =n 

s - 1 

YjSh = !» 

/=0 

因为对任意的滤波器系数是 V ,中行的非零元素，而 V ,满足规范正 
交性质 = ，因此可得 width a { g „,> = 2 > = A ,. 

进而，因为波滤波器和彳心.,}的宽度都为 L /， 两个滤波器正交，且小 
波滤波器的系数和为零.每个小波系数可以看成是广义的局部平均后进行差分的 
结果，每个系数的有效长度都是 A , 的一半，即和的相对应的尺度 A >/2== r/ ， 
这个结果我们前面已经一直在用了. 
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4.7 部分离散小波变换 

对于时间序列 {X : …， N -1}, 样本的个数为 N = 24 如前面所假设 

的那样〉，塔式算法/次迭代后导出了离散小波变换系数如果在/ 0 < 
./ 步后就停止.就得到了 X 的 h 层的部分离散小波变换系数 


W 2 


-w, - 

w 2 

• 


BzAx 


= 

• 

W , 

X = 

尽為 M … A 



w Jo 

人 


心人 疒1… A 


这里州,， ）= 1, …， Jo , 是离散小波变换系数向量 VV 的子向量，最后的那个子 
向量为 N /2 々个尺 度系数的最后子向量 V ; 。， 代替 W ' 的后; V /2 ; 。个系数.所有尺 
度系数代表在尺度心。=2 々上的 平均，因此包含了 X 在大尺度（或低频）上的特征 
(包括样本平均 X 〉.作为比较，完全离散小波变换只有一个尺度系数，这就只包 
含了样本均值（参见练习 [97]). 

部分离散小波变换在实际中应用比完全离散小波变换更为普遍，我们可以只 
分解到指定的某一尺度，因为更大尺度上的小波系数我们并不关心.九层的部 
分离散小波变换使得我们可以放宽以前的限制 J 为某一整数，现在 N 只 
需是2 ; 。的整数倍就行了.采样的数量并不是我们要考虑的最重要的因素， J 。 可 
以根据特定的应用来确定（参见 4. 10和 5. 8 节）. 

对于分解层数 h < J 的部分离散小波变换，我们得到如下分解（即多分辨分 

析）： 

Jo 

X = ^ + < S / 0 ， （104 a ) 

>*=i 

如前所述，细节 A 表示在尺度 LS 2 P 1 上的变化，而表示在尺度上 
的平均.能量分解为 

II xr = 丈 ;II w, r + 1 | 、 II 2 = E II v } u 2 + || s Jo ns uo4b) 

由于样本方差为^ =+ 1| xr — x 2 , 所以样本方差的分解 如下： 

= AII 2 + ★ II 4II* _ 又、 

(104 c ) 

其中上式的最后两项可以认为是 九 层光滑的样本方差（参见练习 [4. 20]). 
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4.8 Daubechies 小波滤波器和尺度滤波器：形式和相位 


我们在前面几节已经看到，可以根据小波滤波器满足的性质来构造正交离散 
小波变换矩阵 VV , 即求和为零性质(式 (69 a )) 和规范正交性质(式 (69 b ) 和 （69 c )). 
对于哈尔和 0(4) 小波滤波器，我们从图73可以看出他们都是标称通带为[〗/4, 
1 /2] 的高通滤波器.这个事实表明相应的尺度滤波器是低通滤波器，并且第）层 
小波系数相应的频率在通带 [1/2 V 1 , 1/2>]上.值得注意的一点是，小波滤波器 
的这个带通特性不是小波滤波器定义中性质的推论，如下述练习所表明的. 

练习 [105 a ] 证明滤波器{ 4 /。= — 1 八尽， a x =0, a 2 =0, a 3 =】 A / J ) 是一个小 
波滤波器.计算它的平方增益函数，论证这个小波滤波器不是髙通滤波器的一个 
适当的逼近. <1 

上面这个练习中的小波滤波器除了不是一个髙通滤波器外，用这个滤波器进 
行小波变换得到的小波系数不能像哈尔小波滤波器和 D (4) 小波滤波器那样可以 
将结果解释为先将相邻加权平均后再进行(广义)差分 得到. 因此如果想用类似前 
面的方式来解释得到的小波系数，还需要对小波滤波器加人额外的限制条件 • 

通过加入一组正则性条件(将在 11. 9节讨论）， Daubechies (1992, 6. 1节）得 
到了一类很有用的小波滤波器，这类小波滤波器生成的离散小波变换都可以表示 
成对相邻平均做 差分. 这类小波滤波器可以用 Daubechies 尺度滤波器/== 
(),•••, L 一 1} 的平方增益函数来定义： 

舍 - 1 [ L_ _ | I / 

a (D> (/) =2 cos l ( k /) 2 2" sin 2 , (7 t /)， （105 a ) 

/-o i 

其中 L 是一个正的偶数， 



sin °( K /) = 1 对所有的 / 成立. 


用关系 W (D> (/) = ,我们可以看到 Daubechies 小波滤波器的平 

方增益函数满足 

舍 -, fii _ 1 4- Z 

H (D, (/) = 2 sin L ( ir /) 2 ^ cos 2 / ( jt /). (105 b > 

卜 o i 

就像下面将要指出的那样，我们可以将作为小波滤波器的平方增益函数. 

练习 [105 b ] 证明对于差分滤波器 = = 其平方增益函数为 

p (/)=4 sin 2 ( ic /). < 
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利用这个结果，我们可以写成 W <D> (/) = I ^(/) A (/)， 其中 



图107绘出了对于 L =2, 4,…，14的1^(0、 > U (*) 和打⑽ （•） 的图形.对于 
4,我们看到滤波器>^(0近似于一个低通滤波器，因此它的作用就是光滑或加权 
平均(对于 L =2, 即哈尔小波的情形，这个滤波器是全通滤波器). 

练习 [ 106 ] 证明式 （105 b ) 的平方增益函数 W <D) (•) 对所有的正偶数 L 满足 

H (t ”（/) + H < D ^/+ D =2( 回忆这个条件保证了任何具有平方增益函数 H <D> (*) 的 

小波滤波器具有单位能量并且与它的偶平移正交). 提示： 可以通过数学归纳 
法证明. <, 

随着 L 的增大， f D > (*) 收敛于理想低通滤波器的 f 方增益函数 （ Lai , 1995), 
并巨满足平方增益函数为 0 D > ( O 的不同的实值滤波器 { g ,: Z =0, …， L 一 1} 也越来 
越多(将在1〗.10节详细讨论这样的滤波器的个 数〉. 这些不同的{&丨的传递函数 
(?(•> 一定也是不一样的，不过差别仅仅是他们的相位函数不同，即 〆 《>(•)不同， 
用极坐标表示为 

GC /) -[『(/)]" 2 广…. 

给定 0 D ) ( O , 我们可以通过谱分解的方式得到所有可能的{沿丨（将在] 1. 10节详 
细介绍），不同的分解将得到不同的相位函数氕 •>. 那么自然会有这样的 问题： 
在这么多分解方式中我们采用哪种分解好呢？ Daubechies 最初用的分解方式是选 
择极小相位，得到了工程中称为 是最小延迟的 滤波器 （Oppenheim and Schafer , 
1989, 5. 6节）.如果用记极小相位滤波器，设{心}是另一个种分解得到的 
滤波器，则有 


它 gf < ^Lgi tp> J 2 * ^ =。，…，1 

/-0 / = 0 

(Oppenheim and Schafer , 1989，式 （5. 118)). 注意 m = L _ 1 时等式成立，因为 
所有的滤波器都有单位 能量. 对于 m < L — 1，类似上面的求和定义了一个 部分能 
量 序列，这个序列可以得到最小延迟滤波器. 

我们称 Daubechies 的长为 L 的极小相位滤波器为 D ( L ) 尺度滤波器 ， L = 
2, 4， ■••( 这些滤波器被 Bruce and Gao , 1996 a 称为是 “ daublets ”). D (2) 尺度函 

数就是哈尔尺度函数，对于这种情形， { D (4) 尺度滤 

波器系数在式 (75 d ) 中已经给出了， D (6) 和 D (8) 滤波器系数在表109中给出（这个 
表的数据来自 Daubechies , 1992, p * 195表 6. 1). Daubechies 的 L = 2，4，…，20 
的极小相位滤波器在图 108 a 中给出了，而相应的小波滤波器（由式 （75 b > 得到）在 
图 108 b 中给出. 
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图107 L =2, 4,〗 4 的 Daubechies 小波滤波器的平方增益函数《仙（*> ( 右列 的图） .每 

个 H <D> (*) 是另外两个平方增益函数的乘积，即 ！>+(•)( 左列图〉 和泠 （•）（ 中图）的乘 
积. 第一个滤波器是 f 阶差分滤波器，当时第二个滤波器是一个加权平均滤波 
器（即低通滤波器） 


第二种分解 G D> (_) 的选择得到了最接 近对称 （ LA) 的一族尺度滤波器，我们 
记为(这些还被称为“ s y mm l ets ”，见 Bruce and Gao 1996 a ， 或 HSrdle 等， 
1998). 为了理解这种分解的原理，我们需要引入零相位滤波器和 线性相 位滤波 
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用 108a Daubechies 极小相位尺度滤波器 UP), h = 2, 4，…. 20( 基于 Dauhechies 的值， 
1992, p. 195, H 6. 1) 




阁 108b 相应于图 108a 的极小相位尺度滤波器的 Daubechies 小波滤波器 


器的概念.考虑滤波器 U ,} 的传递函数为 

1 /(/) = 2 e _ l2 ' 

令/ = ()，•••， / V—1 丨是彳“，丨以 N 为周期进行周期化的结果，并且令 
是它的离散傅里叶 变换： 

L /°*= v = 1/(/*〉， = 

t^O ‘ 
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表 109 

/ 

对 D ⑹的沿 

对 C (6> 的沿 

对 P )(8) 的心 

0 

0. 332 67() S 52 950 082 7 

— 0. 015 655 728 528 984 8 

0. 230 377 813 307 iU 1 

1 

0. 806 89) 509 311 092 8 

一 0. 072 732 621 341 051 1 

0.714 846 570 548 405 8 

2 

0. 459 877 502 118 491 5 

0. 384 864 856 538 113 4 

0. 630 880 767 935 878 8 

3 

一 0. 135 011 020 010 254 6 

0. 852 572 041 642 390 0 

一 0. 027 983 769 416 683 4 

4 

— 0. 085 1 U 273 882 026 7 

0. 337 897 670 951 159 0 

-0. 187 034 81 1 7)7 913 2 

5 

0. 035 226 291 885 709 6 

-0.072 732 275 741 188 9 

0. 030 841 381 835 366 1 

6 



0. 032 883 011 666 677 8 

7 



—0. 010 597 401 785 002 1 

1 

对 LA (8) 的心 

对 IJU 12) 的沁 

对 IJU 】6) 的沁 

0 

-0. 075 765 714 789 340 7 

0.015 404 109 327 337 7 

-0. 003 382 415 951 359 1 

1 

— 0.029 635 527 645 954 1 

0. 003 490 712 084 330 4 

一0, 000 542 132 331 635 5 

2 

0.497 618 667 632 457 8 

-0. 117 990 111 148 410 5 

0.031 695 087 810 345 2 

3 

0. 803 738 751 805 216 3 

-0. 048 311 742 585 998 1 

0. 007 607 487 325 284 8 

4 

0. 297 857 795 605 542 2 

0. 491 055 941 927 639 6 

-0. 143 294 238 351 054 2 

5 

-0. 099 219 513 576 935 4 

0. 787 641 141 028 794 1 

-0.061 273 359 067 908 8 

6 

一 0.012 603 967 262 261 2 

0. 337 929 421 728 240 1 

0. 181 359 651 259 201 2 

7 

0. 032 223 100 604 071 3 

一 0. 072 637 522 786 600 0 

0. 777 185 751 699 747 8 

8 


— 0.021 060 292 512 695 4 

0. 364 441 894 835 956 4 

9 


0. 044 724 901 770 748 2 

-0. 051 945 838 107 875 1 

10 


0.001 767 711 864 398 3 

-0. 027 219 029 916 813 7 

11 


— 0. 007 800 708 324 765 0 

0.049 137 179 673 476 8 

12 



0. 003 808 752 014 060 1 

13 



-0.014 952 258 336 792 6 

14 



— 0. 000 302 920 514 551 6 

15 



0. 001 889 950 332 900 7 


注： -整 Dauhechies 尺度滤波器的系数和 coiflet R 度滤波器 （ 将在 1.9 节讨论）的系数.这个表中的 
系数来 fl Daub eC hies (19{)2, 1993). 这 往系数（还有 其他的滤波器 Ud >在本书的网站上坷以 
找到. 


考虑时间序列{兄：/ = 0, •••♦ .V — 1}，其离散傅里叶变换为 
2 陳、， ，因此 X,= 是 _ AW 2rt / v . 

令 

N-1 

Y , = J ] M ° X f -/ nio a.N . t = 0 ,—,N - 1 

是用对彳 X ,}进行循环^波的 结果. 于是的离散傅里叶变换为彳 
离散傅里叶逆变换告诉我们 

V, = U\X^ h，s . 

^ k M 
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m no 用零相位滤波器滤波的例子.左图给出了一个时间序列（ X ,丨，它在（=一1和 r = o 处 
不连续.屮围和右阁的实心点表示对这个序列分别用滤波器(式 （110 a 〉〉 和 
U 2 ., K 式 （110 b )> 进行滤波的结果.只有第一个滤波器是具有零相位的.这两幅图中 
的细线表示原始的时间序列.注意用零相位滤波器不连续点发散开了——但在 
位置1:没有平移.但是用 Ut ,} 滤波结果使得不连续点发散了且在位 E 上有一个平移 

让我们把传递函数 L / C ) 写成 LT (/)= ILK /) | e _， 其中火 •） 是相位函数. 
如果扒/ 4 ) = 0对所有的走成立，那么 t /(/*>= 丨 LK /*) I ，于是 丨 L /： 丨 ， 所 
以我们有 


^ Iw v ， 

因此用对彳 X ,}进行滤波得到一个序列，它的重构和序列{兄丨只在幅度上有差 
别，相位是一样的. 外 A)==0 的实际含义是事件 丨 和事件 {X,} 可以“对 齐”. 
这在物理上解释 { y ,} 的意义的时候是非常有用的.一个滤波器的相位函数对所有 
的/满足0(/>==0时称为是零 相位滤 波器. 

T 面是-•个零相位滤波器的例子： 

1/2，/ = 0； 

U\.t = ^ 1/4* /= 士 1; (110a 〉 

. 0 , 其他. 


从练习 [2.3], 我们有 U ,(/)= cos 2 ( jc /) 是实值非负的.并且对所有的/有 = 
0. 作为对比，考虑滤波器 


« 2 ,/ 


r 


I = 0,1 ? 

其他. 


其传递函数为 

U 2 (/) = = e —’ C0S( O 丨 Uz (/) 丨 


(110b) 


由于艮 （/) = — Jt /, 所以这个滤波器不具有零相位.这两个滤波器滤波时间序列 
的例子见图 110. 
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为了引人线性相位滤波器，现在考虑实现间隔为 V 单位的循环推进滤波器输 
出^}，形如 


Yl vi = y, + „ m odN * t = 0,…， N - 1 ， 


其中 V 是一个整数且满足1< I V | 1( 用向量的记号{1 ( ，形成了丁的元 

素，参见关于式 （52 a ) 的讨论).举个例子，如果 v =2 且 N >11， 那么 yi 2> = y ,。， 
因此丨中的事件比要早两个事件单位.现在 




W 






>二 W modN-^ t—l 


于是将滤波输出提前 V 个单位相当于用一个系数前移 V 单位的滤波器.周期滤波器 
一 ‘V: /=0,…, N -1} 可以通过将滤波器/ =…，一 1，0, 1， •••} 
以 iv 为周期进行周 期化. 这样由 Ut 丨的相位性质就去掉，成了新的滤波器 



练习 [111] 证明前移滤波器 ut } 的传递函数为 


U u, (/) = e i2 ^(/(/). <1 

因此如果 U ] 具有零相位 ， BP 1/(/) = I U ( f ) ,那么 (/) = 

| 1/(/) I ex P ( i 2 n > V 〉， 于是 UP } 的相位函数为 

0( /) — 2 n / v . 


对某个实值常数^相位函数满足上式的滤波器称为 是线性相位滤 波器.如果 v 
是一个整数，那么线性相位滤波器很容易就可以变成零相位滤波器. 

作为一个例子，假定 


丨 1/2, 

u 3 .i — i 1/4, 

to . 


/ = 1 ; 

/ = 0或2; 
其他. 


这个滤波器的传递函数为 

1 ^ -»2»r/ 

L/ 3 (/) = -^- H -^ = cos 2 (7t/)e • ， 


显然是线性相位的，且于是将 {«3 W 丨前移（即左移）〗个单位就变成了 
式 （110 a ) 中的零相位滤波器 Uwh 即 
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长为 L 的 Daubechies 最接近对称的尺度滤波器如下定义.对于具有平方增益函 
数的所有可能的序列彳幻： 1 = 0 , …， L - 1 ), 给定一个平移 ii ， 计算 

/, ? ({/ f ,}) = max I 0 Ui} (/) — 2izfv I » (112 a ) 

其中是我们要考虑的 U ,} 的相位函数（我们必定有和（{幻））>0,因为紧 
支撑尺度滤波器不可能具有严格线性相位，参见 Daubechies 1992,定理 8. 1. 4). 
对于给定的 Ud , 令 v 是使得上式最小的平移（实际上，由于我们的假设 U ,} 的非 
零值只可能在/ = 0到 L — 1 中，所以必有 一（ L — l )< y <0)， 因此我们只需要计 
算广 （{心})的有限个平移）.最接近对称的滤波器彳沿 (1>> }使得外（彳沿})最小.换句 
话说，最接近对称的滤波器的相位函数和线性相位偏差最小 • 我们以后称 
Daubechies 的长为 L 的最接近对称的滤波器为 LA ( X ) 尺度滤波器，其中 L = 8, 
10,….对于 LA (8)、 LA (12) 和 LA (16) 滤波器在表109中给出（表中的数据是 
从 Daubechies 1992,第198页，表 6. 3计算得到，但是我们的数据和 Daubechies 
给出的不一样，原因将在评论与扩展第一条给出）. LA (8)， LA (10)， …， LA (20) 
尺度滤波 器在图 113 a 中给出，相应的小波滤波器在图 U 3 b 中给出. 

由于 v 是使得式 （112 a ) 最小的 h 我们有 

d iG) (/) 2 k / v . ( H 2 b ) 


练习 [112] 利用式 （76 a ) 证明 

H (/> =e- 2 ^ L - ,Hi "G(|-/). 


于是对于相应的小波滤波器的相位函数为 


0 (H) (/) =- 27t/a - 1) + k + 夕⑹ ( y -/). 


由式 （112 b ) 推出 

0 ( H 、 Cf ) 货 — 2 it 一 l+v 〉 +xc(v+l )， ( 1 12c) 

因此，如果 p 是奇数，小波滤波器的相位函数还是近似为线性的（回忆相位函数 
是模 2 k 定义 的）. 通过计算表明对所有的最接近对称滤波系数 v 确实是奇数，因 
此所有的最接近对称尺度滤波器和小波滤波器的相位函数可以取近似线性相位： 
0 lG} ( f ) ^ 2 nf v * 0 lH) (/) 2it/(L — 1 H- v) * (112d) 

其中 w 总是奇数.特别地，通过计算表明下式成立： 


一 舍 + 1 ， L = 8,12,16或 20( 即 L /2 是偶数）; 
_4, L = 10 或 18; 


( U 2 e ) 



L = 14. 
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阁 113 a Daubechies 最接近对称的尺度滤波器 1 = 8 , 10, 20( 基于 Daubechies ， 

1992, p . 198. 表 6. 3, 有些变动，参见本节评论与扩展 〔1]) 



0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 

/ I 


图 113 b 相应于图 113 a 给出的最接近对称的 Daubechies 尺度滤波器的小波滤波器 

注意 y 总是为负，因此我们可以通过前移 I v I 个单位获得近似零相位的尺 
度滤 波器. 类似地，因为 一 （L —1+ V ) 总是为负，我们可以通过前移丨 L 一 1 + V 1 
个笮位得到零相位的小波滤波器. 

现在考虑在更高尺度 A ,=2> 和 r ) =2 j_1 0 = 2，3，…）的尺度滤波器{发/，/ } 与 
小波滤波器的相位函数.在 4.6 节我们已经指出，这些滤波器的传递函数 
&(•) 和满足 

G;(/) = XlG(27>» H,(/) - H(2 广 1 /)G,-,(/). 
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练习 [114] 令 #“（•） 和是相应于(^卜）和 $(•) 的相位函数.利用 
上述关系及式 （112 d )， 证明 

6 ^ (/) ^ 27 t / wJ c, ,其中 v ; f:> 三 （2) — l)v (114 a ) 

和 

^ 2tt/i/ ； w, , 其中 三一 [2 广 1 a — 1) +d. (114b) 


由于滤波器{心,丨和的长 L , 可以表示成 M = —1 )(L — 1) + 1( 参见 
练习[%])，我们可以将上式重写为 

L /2 是 偶数； 

L = 10或 18; 

L = 14 
和 


~~ 2( L — 1) 

L,. — 1 ( — 1) L, 

= | 2( L -1) ， 

( L , - 1 KL — 
2( L -1) 




L / 2 是 偶数； 

L = 10或 18; 
L = 14. 


(114 c ) 


对于小波滤波器总是为负，因此我们通过将前移丨丨个 
单位得到了最接近零相位的滤波器.这些滤波器的相位函数在图115中给出了， 
频率范围（也是其标称通带范围）为[1/2〃\ 1/2，], j = U 2, 3和 4. 很明显， 
当 L /2 为偶数时这些滤波器更好地逼近了零相位滤波器（注意 1 X 4) 滤波器的相位 


特性相当于 L /2 的最接近对称滤波器 >• 

在实际应用中我们用位移和 -为了绘图-使成为基于 Daubechies 

最接近对称小波滤波器之一的 J 。 层部分离散小波变换小波的系数和尺度系数冰, 


和、< 注意 

W^, = ， t = 0, —,N, — 1 = |j - 1, 


其中，对于/ = 0 ，…， N — 1, 

2 in Wj., ^ h,jX,-i mo ^s • 

现在需要将第 ） 层小波滤波器 My } 前移丨 4 H > 丨个单位以达到近似的零相位.或者 
等价地，我们将滤波器输出前移丨丨个单位.如果令味是 N 维向量，其 
元素为％注意 4 H > <0, 因此我们用 d H> = — 丨丨以保持方向，这个前移的 
输出可以用向量形式表示了 1 iv ; , 其中第/个元素和 x , 相 关联； 即我们将输 
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阁115平移后的最接近对称小波滤波器 = 2, 3, 4) 的相位函数（同时也给出了 

D (4> 对应的相位函数.其中平移因子为 v = — l >. 相位函数只绘出了在区间 
[1/2^' , 1/2，]上的部分——这些区间由垂直的点划线标出 


出兩， „^ v 和输人 X ,相关联，或者等价地， 将％ ，，和相关联_ 
最后，由于=2) 2 %, 2 ,卜” M ， 我们看到和 X 2 ,(, + n -, - U 广 mod . V 相关联. 
类似的论证表明，尺度系数，与 X 2 / tt < w ,— itnmW 相关联. 

现在假设时间序列的第 （个 值足实际上和时间6+^^相关联，其中 
M 单位可以是秒）是采样起始时间，以是两个采样之间的时间间隔(和 G 的 
单位相同）.因此，时间序列的实际图形是纵坐标为 X ( ， 横坐标为 fo + f △“ 
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Z = …， N -1. 上面的论证说明，为了绘出时间序列的真实图像，我们需要绘 

出横坐标为/。+ (2;(£+1) — 1— | | mod N)AK/ = 0， …， N, — 1) 的序列 

以及横坐标为 /。+ (2 々 （/ + 1) — 1 一 | ^ | mod N)A/(^ = 0, N, — 1) 的序 

列 

练习 [116] 作为这种调整过程的具体说明，考虑一个时间序列{ X : / = 0, •••, 
127}, 长度 JV =128, 使/=63时， X 63 = l , /为其他值时， X r =0. 假定/。= 17且 
A / 二1，于是 X 和实际时间 / + 17 相关联.计算关于这个序列{兄丨的 层数九 =3的 
LA (8) 的部分离散小波变换，并且计算平移 = 2, 3) 和的⑹.对于> 2, 

3绘出以 4 + (2 J ( f + l ) — l — Uf I mod N ) 为横坐标(，=0，…/^一1三 N / 汐 一1) 的序 
列 W 的元素恥.,的图形；对％的元素同样绘出图形.说说看绘出来的彳; O 的 
小波系数和尺度系数通过直线连接起来后看起来光滑程度怎么样. <] 

正如上述练习所表明的， VV , 的元索顺序和实际画出来的顺序是不同的.然 
而通过循环平移％ —定的位数，即丁 f VV ,， 其元素顺序反映了绘出来的 VV , 
的元素顺序（如何确定这个整数将在 4. 11 i 寸论）.在后面的图127和图138 
中，我们给出了以实际时间为横坐标的％的图形，我们将这些图形认为是 
了一而不是 W ,, 主要是为了强调我们不是简单地绘以( = ()，•••， N 广 I 为 
横坐标的(对 V 』。 也是一样）. 

4. 8 节的关键结论与定义 

Daubechies 尺度滤波器/ = ()，•••， L — 1 } 是具有平方增益函数为 

J~ x 

g <D, (/) = 2 cos l (k/)2] 

10 

的任意滤波器，其中 L 是一个正偶数.相应的 Daubechies 小波滤波器 { A ,: / = 
(),.••， JL — 1} 可以用正交镜像滤波器关系从式 （75 b ) 得到，并且其平方增益函 
数为 




1+/ 


sin z , ( n /) 


K (D >(/> = 25^(«/>2 

/:-0 

上式可以重新表示为 H <u> </) = I ^(/ M f .(/)， 其中 ！?（•） 是差分滤波器（1， 一 U 的 
平方增益函数，而是某个低通滤波器的平方增益函数(见图 107). 

对于固定的 L ， 平方增益函数 6 T D> (•) 不能唯一决定尺度滤 波器. 所有以 
f D > (.) 为平方增益函数的滤波器可以通过“谱分解”得到 • 我们的目的是找到 
传递函数 g ( o 满足丨 G (/) 丨 2 = cr D ) (，）. 从某种意义上说，就是找出0阳（*)的 
“平方根举个例子，当 L = 2 时，存在两种可能的分解 • 一个是哈尔尺度滤波 


1 + 


cos 2 y ( ir /). 
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器{;，去卜另一个是卜务~}.当 L = 4 时，我们得到式 （75 d ) 中的 

D (4) 尺度滤波器，另外三个滤波器只在方向和符号上有所不同.对亍就 
有很多不同的滤波器 r , 相互之间的差异也没有1：面两种情况那么简单，因此我 
们需要另外的标准来从多种分解方式中选择其中一种.其中一种标准是极小相 
位，这种标准导致了域小延迟滤波器，这个标准选择尺度滤波器满足平方 
增益 函数为 f D> (_), 使得 

2幻 2 < 2[容卜’] 2 ， ，》= u — i ， 

1^0 /*o 

其中 u ,} 是任意另外满足平方增益函数为的滤波器.我们记满足这个标准 
的滤波器为 D ( L ) 尺度滤波器，乙=2, 4,….这些滤波器在图 108 a 中给出了（相 
应的小波滤波器在图 108 b 中给出）. 

另一个标准是选择尺度滤波器 U 严丨，其传递函数为 G (/) = [ a < D ， (/>] I /2 e" ai，<p 
是使相位函数 0 ( e > ( O 最接近线性相位（在式 （112 a ) 的意义上）的滤 波器. 我们记 
这个标准下选择的滤波器为 LAOJ 尺度滤波器 ， L = 8, 10,…，其中 “ LA ” 是 
least asymmetric (最接近对称）的缩写（这个名称是合适的，因为真正的线性相位 
都是关于它的中点对称的）.这些滤波器在图 113 a 中给出了（最接近对称小波滤 
波器在图 113 b 中给 出〉. 最接近对称尺度滤波器的相位函数是 0 U ;> (/) 〜 2 tt / v ， 
其中 v 依赖于式 （〗12 e ) 中的 L . 


4. 8 节的评论与扩展 

[ I ] Daubechies ( 1992) 的表 6. 3给出了宽是从8到20的偶数的最接近对称 
尺度滤波器系数，且系数都规范化为= 2,而不是我们这里用的乏]仏 =札 

I / 

计算表明式 （112 c ) 中的 1 /对 L =8, 12, 18和20为奇数，对 L = 10， 14，16则为 
偶数.因此， LA (8)、 LA (12)、 LA (18) 和 LA (20) 四个尺度滤波器系数具有近 
似线性相位，而另外三个滤波器则称为是具有近似广 义线性相位， 广义线性相位 
定 义为： 线性相位加上一个非零的中间项 （ OpP enheim and Schafer ，1989); 这里 
非零中间项可以取成 (? ( w 〉 （0) = 7 t . 下面这个练习的结果可以用来消除这个非零中 
间项. 

练习 [117] 证明如果滤波器{玢，幻，…， gL - z ， 讥 -I) 具有传递函数 G (0， 则 
反序的滤波器 { 仉- " 讥- 2 ,…，幻，玢}具有传递函数 exp [— i 2 n / a—DP (/). <j 
于是，如果 Daubechies 尺度滤波器的系数反序之后，相应的反序的尺度滤 
波器的传递函数是 exp [- i 2 n /( L - l )] G « (/)，因此得到的相位函数为 

一沒 （G> (/) — 2 jc/(L — 1) 2 ir /(— V 6 — [L 一 1]) 三 2 nfv , 

其中 h 在反序之前是偶数，反序之后的 y 就是奇数了.我们在图 113 a 对于 L = 
10，14，16给出了图示（对于 L =16 其值在表109中给出了）.因此是从 
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注： Daubcchies 最接近对称的小波滤波器的前移因子丨 p ; H > 丨和丨!^… I 的 比较. 由于 t^ M， I - 
IvjW 丨 = I v 丨 一对所有的指标 > 成立，上面的表说明当四舍五人到•个整数后这两个前 
移是相同的.为了比较相应的尺度滤波器的前移.上面的值必须乘 以汐一 1 ,因此当 j 增大时这 
个前移是发散的. 

Da U be C hi eS (1992) 给出的尺度滤波器经过一个反序得到的. 

[2] Wickerhauser (1994， pp . 171 和 341) 和 Hess-Nielsen and WickerhauserC 1996) 
给出了前移量 I A (e> 丨与丨 A (H> 丨 ，它们可以同时对极小相位和最接近对称滤波器 
同时适用(也包括其他滤波器).这些前移童为 

I p) G) |=(2 ，一 1M &}， I p) m |=2^ ie{g l )+e{h l })~e{g l } t 

其中 

L-\ 

e{a,} e ^ - 

f -0 

表示滤波器 Um /=()，•••， L — l 丨的“能量中心”. 

练习 [118] 因为知道尺度滤波器 { g ,} 和小波滤波器具有单位能量且满 
足式 （75 a ) 的正交镜像滤波器关系，证明必有< 
对于所有小波滤波器和尺度滤波器，我们有 


| p\ w \ = {V -\)e{ gl ), I p] m \=2 i - x iL~\)-e{g,). 

我们能够把上述滤波器与通过使用式 （114 a ) 与 （114 b ) 的右部分得出的最小对称滤 
波器进行 对比： 

I ^ |= (2^-1) I y I, U) H> 卜 2 卜 1 a -1) —M ， 

其中，对于不同的滤波器长度 L ， V 由式 （ l 〗2 e ) 给出.于是我们看到 

I Vj G} | — I pj C) | = (2 > — 1)(1 v \~ e { gt )) t I p ) H) l~^l vj H) I = I v j — e { gi ). 

对于 L ==8 到20，差 | p |_ e 彳幻 } 的值在表 118 中给出了，从表中我们可以看出 
其绝对值总是小于 0.5 的.这说明，当1 />) M> I 四舍五人成一个整数时，小波系 
数的 前移同 样由丨 4 H> 1或 I p ) H > 丨 决定. 另一方面，当 > 增大时尺度系数的前 
移变得分散(我们将在第6章考虑离散小波包变换时继续讨论滤波器前移). 
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m 119 m 接近对称的尺度滤波器 upk 左图）和最优局部的尺度滤波器 
U ; b 1 ，} (右图）， L =14, 18, 20 

[3] I ) oroslovackiU 998) 对 Daubechies 尺度滤波器的平方增益函数给出了“最 
优局部” ( BU 的分解——这个方案试图进一步改善最接近对称的滤波器. M 接近 
对称分解是对线性相位的相位函数在频域上最大偏移 M 迸行极小化得到的；然 
而，由 T 尺度滤波器是低通的，高频部分的相位其实不是很重要，更重要的是低 
频部分的相位.在 Doroslovacki 的工作中他用了一种新的度量来衡量滤波器和线 
性相位的偏离程度，这个度景对低频部分乘一个较大的权值，对高频部分乘较小 
的权值.对于10, 12和16，这种新的度童得到和最接近对称一样的分 
解.对于 L =14， 18和20,这种最优局部分解和最接近对称分解得到的结果就 
不同了.这些新的尺度滤波器在图119的右图中给出，而对应的最接近对称 M 度 
滤波器则在左图中给出（注意到我们这里给出的乙=14和18的最优局部和 
Doroslovacki 在1998年给出的系数差了一个反序，同样，我们的 LA (10)、 
LA (14) 和 LA (16) 也和 Daubechies 给出的差了一个反序）. 

如果对 [=14 取 — 5;对 乙=18取^=—11; 对 L = 20 取 — 9， 通过计 
算表明这时这些滤波器的相位函数 V G > (*) 近似有 V G > (/) 〜化八 •图120右面一 
列图给出了这些最优局部小波滤波器彳\./}，）= 1，2, 3, 4在标称通带中的枯确 
的相位函数 图像. 而左面-列图中给出了相应的最接近对称小波滤波器的相位函 
数图像(这些是从图115提取的）.因为理想情况下由于这些曲线应该非常接近于 
零，我们看到 BL (14) 很明显比 LA (14) 更接近于线性相位；然而，对于 BU 18) 和 
BL (20) 滤波器情况就不是这样了，这两个滤波器看起来都要比相应的 LAU 8) 和 
LA (20) 差一点（由于 BL (18) 和 I . A (18) 的相位函数符号相反，因此我们同时绘出了 
负的 LA (18) 的相位函数一即那条较粗的线，这样更容易比较). 

TaswelK 2000) 讨论了另一些分解的标准和系统的求解相应滤波器的方法. 

[4] 让我们更仔细 地讨论 一下最 接近对称小波滤波器的相位性质 . Koopmans 
(1974， pp. 95〜 96) 定义了一个时 间平移 函数，可以将相位函数外 •） 给出的角偏 
移根据指标/进行 平移： 

器， " 0 . 
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图 120 平移后的 最接近 对称的小波滤波器和最优局部的小波滤波器的精确的相位函数 
(参见图115及其说明） 


例如，设扒 /)=2 tt / v ， V 为某个整数；即沢 •） 是线性相位滤波器的相位函数.于 
是时间平移函数为 r (/)= v , 即我们为了得到零相位滤波器而需要将输出前移 
的量. 

在图115中我们看到最接近对称滤波器被前移之后比较接近于零相位.如 
果前移后的滤波器是真正的零相位滤波器，图上所有的曲线都成了水平线，且 
纵坐标恒为零.由于只是近似逼近于水平线，因此就可以将角偏移用指标£来 

表示.图121给出了四舍五人后的时间平移函数.注意对于单位尺度(即频带为 

[1, 四舍五人后的平移函数总为零——因为前移贵总是使得滤波器在单 

位尺度上更接近于零 相位. 随着尺度的增加，四舍五入之后的时间平移函数的非 
零开始出现，特别是图121左图中的值.这些结果意味着我们实际上可以通过额 

外的由通带内时间平移函数的平均四舍•五人后得到的前移获得在上一 

个更好的逼近于线性相位的滤波器. 
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图 121 相应于图 lis 给出的相位函数的时间平移函数 (四舍 五入为衆数） 


例如，这时我们需要将 ）= 3 层的 LA (8) 滤波器的输出前移一个单位 • 

[5] 让 我们仔细考虑 Daubechies 小波滤波器的平方增益函数％(•)•图122 
对 L = 2, 4,…，14和尺度 ）= 1， 2 和 3 给出了这些函数的图像. 垂直 的细线 
表示通带 （1/2# 1 , 1/2>], 函数是在分贝尺度 （ dB ) 上 绘的； 即我们绘的是以/ 
为横坐标， 10 • 1 0& 。（％(/)) 为纵坐标的图像.坐标刻度间隔为 10 dB (即单位 
长度的大小）.注意随着 L 的增加，通带逼近于 （ l /2> +I , 1/2>],注意这些滤波 
器随着 L 增加，其通带也逼近于理想滤波器，实际上这种逼近不是偶然的，但 
是一旦我们给出哈尔滤波器，在由 L 到 L + 2 的改进中不是引人注 H 的.因为 
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图 122 宽为 L = 2 ， 4 ，…， 14( 从上 到下〉 的 Daubechies 小波滤波器的平方堪益函数 >^ n> (*>， 
> =1, 2, 3( 分别是左列图、中列阁和右列 阁）. 每幅图屮的垂直细线标记了滤波器 
的通带范围.纵轴坐标刻度为分贝（即我们绘的是纵轴为〗 0 • iog ia ( M w ( y )) 横轴为 
/的阁） 

H /(/> = ^(2 M /)$_,(/) 且对于小的 /来说有 4-1(/) 〜 2，\ 7{，（.）在 f = 
l /2 )+1 处衰减到零的速度主要由 H (.) 的衰减速度控制.由式 （105 b )， 这个衰 
减速度又是由其中 L /2 阶差分的阶数控制，因此对于小的/，我们有 K(/)oc 
| / | . 注意九 〆 •）的主通带右面的旁瓣也很明显.当 y 增大时，这些右面的 
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m 123 coiflet 尺度滤波器 UH (左图）和相应的小波滤波器丨化 M (右图）， L =6. 12, 18, 
24， 30( Daubechies ， 1992， p . 261 * 表 8. 1 ) 

旁瓣越来 越多： 对于»3，7^(*)有 汐 2 — 1个这样的旁瓣 （ 这主要时由 于上式 
中的 ^( 27 *) 是一个周期为 1 / 2 ' 的函数）.就像我们将要在 8 . 9节看到的那样， 
%(•)对理想带通滤波器的逼近对我们解释小波方差有重要影响（参见第8 
章）. 

4.9 Coiflet 小波滤波器和尺度滤 波器： 形式和相位 

重要的是认识到， Daubechies 小波滤波器不是可以导出离散小波变换且可以 
解释为对序列加权平均进行广义差分的唯一的小波滤波器.这样的小波滤波器的 
第个例子是 “ coiflets ，，， 这个同是 Daubechies (1992, 8_ 2节）首先提出来的，因 
为是 Coifman 先给出这种构造的 想法. 虽然我们是通过平方增益函数来定义小波 
滤波器的（式 （105 a ) 和 （105 b ))， 但实际上我们是通过加上完全由尺度滤波器决定 
的小波函数的消失矩条件来得到这些条件的（参见 1L 9 节）. 构造 coiflets 的想法 
就是对尺度函数也加上消失矩条件.这种构造最终得到了一组有着很好的线性相 
位性质的小波滤波器. 

图123对 L = 6， 12, 18，24 和 30 给出了 coiflet 尺度滤波器和相应的 

小波滤波器 UH ， 它们最早是由 Daubechies(1992, p. 261 ， 表 8. 1) 给出 - 我 

们以后用 C ( L ) 表示宽为 L 的 coiflet 滤波器•表109给出了尺度滤波器 C (6) 的系 
数. 注意我 们这里给出的系数和 Daubechies 的系数是差一个反序的，原因和前 
面给出的 LA (10)、 LA (14) 和 LA (16) 的尺度系数是反序的原因是一样的（参见 
4. 8节的评论与扩展第1 条). 

{/» {，的平方增益函数可以写为 
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m 124 平移小波滤波器后的精确相位函数（参见阄 ns 及其说明，详情参见正 文〉 

n to (/) -= vU/) 

其中 F (，） 是?:角多项式，满足式 （69 d ), 即打“^ +兄^/十^^二之对所有的 

/成立.注意 Daubechies 小波滤波器的宽度为 L ， 且包含了 L /2 个差分运算，而 
coiflet 滤波器包含了 L /3 个这样的差分，因此包含加权平均的项将更多.计算表 

明的相位函数近似为 2 n / v ， 而 1 /=— 1 +】（注意当厂= 6，]2, 18, 24, 30 

时.这个数总是奇 数). 从式 （114 a ) 和 （114 b ) 可以得到平移因子 


, L . 
f 可 

s 


/ 0 

1 


cos 2 ’（ tt /) + cos T ( nf ) F ( f ) 


( L , - 1 X 2 L -3) 
3( L -1) 



(124) 


用图 115 中对最接近对称小波滤波器同样的方法，图 124 给出了对应于 L = 6, 
12，18和30的平移后的 coiflet 小波滤波器精确的相位函数 = 24没有给出， 
闲为它与 L =18 和/. = 30很类似).对比图115和图124可以发现 coiflets 是滤波 
器比最接近对称滤波器更好的逼近零相位滤波器. 

m 125 给出了基 r-c(6) 的尺度滤波器和小波滤波器的图形，）= 
1,…， 7. (图 98 a 和 98 b 给出了 D (4) 和 IJU 8) 的类似的图形 •） 注意随着 J 的 
增加， {&./} 收敛于近似的加权方案三角形，只是在顶上有一个尖端.类似于繁 
鱼鳍的 D (4) 滤波器能引人多分辨分析的人工痕迹，因此 C (6) 也有可能会这样. 
这个滤波器具有比 LA (8) 更好的相位性质，其三角形外形却不能像 LA (8) 那样 
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I 冬 I 125仵尺度指标 ）=1. 2, •••• 7时的 (^(6 } 尺度滤波器彳丨和小波滤波器；(付十 
I )⑷和 LA (8) 滤波器的类似的阉见阁 98 a 和 98 b ) 


可以很好地刻阃时间序列的特征.因此（’（6〉和 1 JU 8> 滤波器，一个具有好的相 
位性质，另一个不会引人人工痕迹，我们需要根据实际应用在这两者之间进行权 
衡. （另 一个考虑是（:(6)滤波器用两个嵌入的差分运算而 hA (8) 用四个嵌入的差 
分运算，这意味着 IJU 8) 的平方增益函数在减小通带外的旁瓣的意义 h 可以更好 
地逼近于理想低通滤波器 .） 

4. 10 例子： 心电图数据分析 

作为使用离散小波变换分析实际数据的第--个例子，我们现在考虑阁】打中 
的心电图 （ ECG ) 数据的时间序列.这些数据是对心韦不齐的病人在正常的时候测 
得的脉搏数据.我们有 / V =2 048个观察数据，其单位是毫伏，并 ii 这些数据是 
用 ~ = 1/180 S 的采样间隔得到的.整个数据覆盖了 11. 37秒的时间长度（为了绘 
图的方便，我们将兄，的数据的第一次采集时间定为〜 =0 . 31s) . 这个序列是进 
行多分辨分析的很好的候选者，因为它的成分在不同尺度上都有分布.例如 • 
对于大尺度（低频）的波 动-即 基线偏移一—主要来 A 病人的呼吸， 而明敁 的 
小尺度 （高 频）的间歇 （3 〜4秒之间 〉 性的波动显然是病人的其他动作.这些波 
动都和心脏没关系，但是心脏的跳动决定了这个序列的剩下的大部分特征.在 
0.7 秒时刻的长钉状波动是正常心跳的 K 波；另一个在 R 波前面的小的尖峰被 
称为是 P 波，在 P 波和 R 波后最宽的尖峰称为 T 波（这样的 P R T 复合体在图 
127右边底下有标记〉 • 
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图126心电图时间序列的分別对应哈尔、 D (4), C (6) 和 LA (8) 小波的 i 0 =6 层部分离敗小 
波变换系数 IV . 阁 t ： 绘出了纵轴为 W 的元素横轴为„ = 0, …， 1 = 2 047的 
图形. 6条垂直点划线标记 W 的子向错，即 ，…， ％ 和1 (由于空间不够，和 
W , 没有标记出来） 

对 Jo = 6， 图126展示了基于哈尔、 D (4)、 C (6) 和 LA (8) 小波的部分离散小 
波变换系数向童州的元素.垂直划线描绘了子向 ，…， ％和 V s . 每个子 
向最的小波系数的个数为2 048/2、其中 V 6 中有2 048/2«=32 个尺度 系数， 
总共有2 048个系数 . VV 中的各元素的平方和与心电图时间序列的各元素的平方 
和相等（保持能 M ). 对于每个小波，最大的小波系数总在 W 的最后，也就是在 
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m 128规范化部分能屋序列.左图分别绘出了原始时间序列的规范化部分能 a 序列（粗的点 
划线）、 规范正 交离敗傅里叶变换的规范化部分能傲序列（细的点划线）和哈尔离散小 
波变换的规范化部分能最序列（实线）.右边的图表示哈尔离散小波变换的规范化部分 
能 M 序列的比值图（实线）和 D (4> 的规范化部分能量序列的比值图（虚线）. C (6) 和 
UU 8) 离散小波变换的规范化部分能显序列基本上和 D (4) 的规范化部分能 1 序列 
一样 

尺度系数向量 V 6 中.这些系数和在尺度; U ~ = 64 △/ = (). 36 s 上的心电图序列的 
平均相联系，因此反映丫基线偏移.实际上我们选择/。= 6使得偏移可以通过部 
分离散小波变换分离成一个单独的 成分： 如 果九取 小的话将混合部分的 P、R 
和 T 波的成分，而取大的话将导致基线偏移成分被分解，这个分解不是我们 
在做心电阁分析时所关心的. 

图127给出了调整使接近零相位（参见 4.8 节讨论）的 LA (8) 系数子向量 
6) 和 V s . 这个平移的结果使得图上画的 IV ,的元素％,,( z = 
()，•••， N , — 1) 的顺序和序列顺序有所不同，而是由循环平移向量的 
元素给出，的值已在图中给出（我们将在 F —节讨论如何确定这 个值） •例 
如，当 ）= 5 时， N s -64, 我们有 y s w =3, 这意味着我们是从左到右绘 W s . 3 , 
%.,,•••， W 5 , 63 , W s . 0 , 和 W s , 2 . 这些系数和零的偏差在纵轴 h 标记出来了 
(因此系数是从 一1.5 到大约 2.5； W 2 系数是从大约一 1.5 到大约 1.5; 依次 
类推）.注意 X 轴上和(这些系数与物理尺度7： 2 以= 2~士0.011和^〜= 
4以 +0. 022之间的变化相应>的 R 波事件主要是和长钉形相联系——但不完全 
是.水平的时间间隔随着尺度增大而增大，对第）层小波系数时间间隔为 = 
2^ A /=2 Vl 80 s . 对第）层尺度系数时间间隔为 A ;。△/=()• 36 s . 粗略地讲，某 
个系数的位置加上或减去时间间隔的一半意味着用心电图序列以某种方式相加的 
结果（不论是小波系数对应的对平均做差分还是尺度系数对应的某一尺度的平 
均）.注意由于尺度系数和在尺度 0.36 s 上的平均成正比，它们的形状大致和基 
线偏移差不多. 




离散小波变换 


129 


为了研究不同的离散小波变换对时间序列的刻画，图128给出了原始时间序 
列和小波变换后的时间序列（为了比较还给出了规范正交离散傅里叶变换变换后 
的序列）规范后的部分能量序列.对于一个实值或复值的序列 { U ,: /==()，•••， 
M -1}, —个规范化部分能量序列 （ NPES > 是通过下述方式形成的.首先，形成 
序列的平方 i C 7, | 2 ,然后将这些量按大小排序 

I U (n) \ 2 L/ n) (㈣ | 2 >IU 2 ， 

其中 I j 2 表示其中 M 个值中最 大的；丨 LT n , I 2 是第二大 的值； 如此下去直 
到最小的观察值丨 U <M -u I 2 . 规范化部分能量序列定义为 

S I U (u) | 2 

C H = S -，” = 0 ， 1，...，M — 1 

E I ^-> i 2 

(注意分母等于原始的序列 { i /,} 的平方的和）.由定义，规范化部分能 a 序列是单 
调非降的序列，且 0< C \<1 对所有的《成立， CVi = l . 如果一个特殊的规范正 
交变换吋以抓住时间序列的关键特征，并用-些系数表示出来，我们希望二对 
于很小的《会接近于 1. 从图128左边的图可以看出，因为抓住了心电图序列的 
特征，哈尔小波变换可以将这个序列中的能虽集中起来.用哈尔小波变换表示比 
序列本身或规范正交离散傅里叶变换的结果能 M 都更集中.从右面的图 nl 以看出 
D (4) 离散小波变换比哈尔离散小波变换能更好地集中能量（相应于 C (6) 和 LA (8) 
的规范化部分能量序列这里没有给出，不过它们的结果基本上和 D (4> 的规范化 
部分能量序列差不多）.显然，序列 X 自身的规范化部分能 ft 序列增长非常缓 
慢，主要是由于基线偏移的影响.规范正交离散傅里叶变换的规范化部分能量序 
列比序列 X 自身的规范化部分能 S 序列要好一些，因为它用很少的几个系数就 
能抓住总体的基线偏移特征，但是它不能很好地表示局部化的 P 、 R 和 T 波； 部 
分离散小波变换可以同时很好地刻划基线偏移特征和局部特征 p 、 R 及 T 波，其 
中基线偏移特征用尺度系数表示，局部特征 P 、 R 和丁波用小波系数 表示. 

图130、131、132和133分別给出了哈尔、 D (4)、 C (6) 和 LA (8) 的久= 6 
层的多分辨分析.细节 P , 和光滑&用类似图127的方式给出，在这4幅图中其 
纵轴 t 相邻的标 id 都为单位长度（然而，与小波系数不同，我们没有进行相位矫 
正，即对舄 和& 进行前移).对于这四个滤波器，每个细节 P , 都有零均值，而 
每个光滑&的均值都和原始序列 X 的样本均值相同.每个小波相应的多分辨分 
析满足如 F 附加 条件： 

6 

i* * 1 

直观地看， LA (8) 的多分辨分析从视觉上看比其他的三个小波都 要好： 哈尔 
的高层细节和光滑有呈现出明显的块状，而 D ( 4) 和 C (6) 小波有一些“鲨色鳍”和 
“二角形，，的痕 迹，. 在细节 p 6 和 光滑& 中表现得很明显.为了理解为什么这些人 
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工痕迹会出现，回忆每个细节能表示为 

V, = WjW jt 

因此玖是一个在尺度上的 ㈧各行向量转置的线性组合.这些行向量包含了 
第）层小波滤波器对于 D(4) 和 C(6) 小波分别在图 98a 和图125中给出了 
其图形.高层 1X4) 小波滤波器的“鯊鱼鳍”特征和高层 C(6) 小波滤波器的“三角形” 
特征因此会随着多分辨分析中比较大的,而表现出来（类似地，哈尔小波的细节 
和光滑由于哈尔小波滤波器的特征而表现出块状).而光滑且接近对称的 LA(8) 在 
高层小波滤波器(参见图 98b) 看起来更匹配心电图数据，它不会产生明显受小波形 
状影响的多分辨分析成分，因此这样的多分辨分析成分更能表现原始数据本身的 
特征. 

基于尺度特性的多分辨分析可以有效地将心电图数据分解成各种成分以利于 
进一步分析.例如，由于说和 认反映 了在物理尺度 nA/=16A/=s=0.09s* r 6 A/ = 
32A/=M).18s 上的变化，这些细节提取了 P 和 T 波的成分.注意 LA(8) 的光 滑&很 
好地反映了基线偏移.最后，由病人的运动导致的短尺度的瞬间波动主要集中在细 
节和认巾. 

总的来说，九= 6层的 LA(8) 的部分离散小波变换比哈尔、 D(4> 和 C(6) 得 
到了一个更好的多分辨分析 • 和序列X本身和它的规范正交离散 傅里叶 变换比 
较起来，所有的离散小波变换都可以更紧凑地表示心电图数据，这种紧凑程度用 
规范化部分能童序列来衡量.以这种标准看1X4)、 C(6) 和 LA(8) 离散小波变换 
都要比哈尔离散小波变换好.其实对于 LA(8) 多分辨分析，和“极大重释”离散小 
波变换相比较也存在一些明显的人工痕迹.“极大重叠”离散小波变换是第5章内 
容（在 5. 7节我们还会用到心电图的例子） • 

4 . 10 节的评论与扩展 

[1] 我们应该注意到心电图时间序列是通过有限精度的仪器来采集心脏跳动 
的.第一，在图127的下图给出的图形说明了有15个 R 波（尖峰），其中在9和 
11秒之间的三个 R 波非常大.仔细看这三个 R 波我们可以发现，实际上这三个 
R 波其实都有两个峰，在阁127中表现为一个波因为水平坐标的分划不够细（另 
外12个 R 波都是单峰的）.在这三个 R 波中，实际上 真正的 R 波是两个峰中的 
第一个峰，第二个峰被认为是仪器的一个缺陷，因为这两个峰太接近了，间隔太 
短，不能认为是心脏跳动引起的波峰.第二个峰包含了两个相似的突出，第一个 
突出具有偶数指标，第二个突出具有奇数指标，这使得这对突出不能够被哈尔离 
散小波变换系数州，检测出来.这些突出如果具有指标奇/偶的形式，而不是偶/奇 
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的形式，就可以被检测出来.在第5章，我们将考虑对离散小波变换做-点变 
化，其中一个原因是这样做可以消除对齐效应. 

第二，在每个 R 波出现以后，心电图数据迅速衰减变为一个很窄的谷（所谓 
的 “ QRS 复合体”的 “ S 部分”，其中 Q 和 S 是在 R 波、 P 波和 T 波间的谷，这些 
波在图】27下图中标记出来了）.出于某些技术上的原因，仪器采集的数据需要 
通过一个非线性滤波器，这个非线性滤波器对两个相邻的时间点上采集的数据的 
变换率会有限制.这个滤波器使得我们不可能精确地采集迅速衰减的数据.这个 
缺陷在图126的哈尔离散小波变换的 VV : 上有所体现，其中有14个幅度几乎相同 
的谷（图130中的多分辨分析的成分有几乎类似的缺陷），因此我们论证了哈 
尔小波不是很适合分析心电阁数据，但是用它可以分析出仪器的这个细小的 
缺点. 

4. 11实际应用中需要考虑的问题 

就像上一节例子中所说的那样，为了在实际中有效地应用小波变换分析时间 
序列，我们需要考虑很多实际 因素. 这里将讨论如何做-•些选择，如何处理边界 
问题和长度不是2的整数次幂的情形（见 Bruce and Gao ，1996 a , 还有 Ogden ， 
1997, 也讨论了一些有关实际因素的考虑）. 

• 小波滤波器的选择 

我们面对的第--个问题是如何从 4 . 8节和 4. 9节讨论的众多小波滤波器中选 
择一个特定的滤波器来进行时间序列的小波分析.我们从前面的心电图的例子已 
经看出，小波滤波器的合理选择依赖 T 特定的应用，所以后面几章还要给出小波 
分析时间序列的例子，因此在这里我们将重新考虑选择小波这个问题.那几章我 
们选择的小波说明了特定的分析目标（例如分离时间序列中的瞬间变化、信号估 
计、长记忆过程的参数估计、检验方差的一致性、估计小波方差等等），及需要 
在一个小波滤波器中达到那种0的的性质. 

研究后面几章的例子可以学习如何选择小波滤波器 （特 别是，参见 5 . 8 、 
5.9、8.6、8.9、 9.7 和节），我们在这里只做一个整体的描述.一般地 
说，我们的选择主要是要平衡两种考虑.一方面，宽度很短的小波滤波器（如 
L =2, 4, 6) 有时会在分析结果中引人我们不希望的人工痕迹（在心电图的例子 
中，哈尔、 D (4) 和 C (6) 多分辨分析导致了不真实的块状、鲨鱼鳍状和三角形 
状（参见图130、131和132)，但是对于某些应用来说哈尔小波也很合适（参见 
8. 6节和 9. 6节的两个例子 ）• 另一方面，小波滤波器的 L 如果大的话可以更 
好地反映时间序列的特征，但是使用这些滤波器可以导致： U ) 更多的系数被 
边界所影响， （ ii ) 离散小波变换系数的局部化等级有些减少，（山）计算量增 
大.一个合理的方案是要选最小的可以得到满意结果 的1 在实际中，选择的 
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表 136 

L 

IA 

/4 

U 

L ； 

厂; >5 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

1 

2 

2 

2 

2 

6 

2 

3 

4 

4 

4 

8 

3 

5 

6 

6 

6 

10 

4 

6 

7 

8 

8 

12 

5 

8 

9 

10 

10 

14 

6 

9 

11 

12 

12 

16 

7 

11 

13 

14 

14 

18 

8 

12 

14 

15 

16 

20 

9 

14 

16 

17 

18 


注：宽为 /- 的小波滤波器滤波后得到的 VV , 和 V ,的边界系数的个数 L ,' (这里我们假定其中 
N , = N /2 i 是％和 V ,的长 度〉. 边界系数就是多少都受到边界条件影响的系数. 


过程就是比较初步的分析，不断增大 L ， 直到我们得到一个小波系数没有人工痕 
迹的分析结果.如果我们还需要得到的离散小波变换系数在时间上是对齐的（即 
平移相位使接近零相位），这个选择方案总是导致最后的最佳选择为 LA (8) 小波 
滤波器（如果小波系数的对齐是很重要的，那么最好使用最接近对称小波或 
coiflet 小波，如果选择了最接近对称小波，那么最好选择•个长度为4的倍数的 
最接近对称 小波- 这样的小波滤波器和尺度滤波器的相位更接近线性相位，参 
见图 115). 


• 处理边界条件 

一个部分离散小波变换或完全离散小波变换需要使用循环滤波，因此滤波运 
算接近序列 X 的起始部分和最后的部分(“边界”）被看成是一个周期为 N 的序列的 
一部分.在循环滤波中，我们实际上假设了 X.V— I ， X.V-2 , …等于 X -:， X-2 ， …， 
这个假设对有些序列来说如果序列的长度选的合适的话是合 理的. 例如， 5. 8节讨 
论的海洋潮水水位序列就有很强的周期性，如果序列的时间跨度近似为一年的话 
这个序列就可以当成周期序列处理.对于其他一些序列，特别是对在 X N - i 和 X 。 
两点值变化很大的序列来说，周期性假设是有问题的. 

因为周期性是一个有问题的假设，我们需要仔细考虑这种假设会如何影响时 
间序列的小波分析结果.为了做到这一点，我们首先对周期性假设对离散小波变 
换系数和相应的多分辨分析产生的影响做一个量化.对于小波系数，我们在本节 
的评论与扩展的 [1] 中给出了 N , 维向量 VV , 的边界系数的个数（即被序列循环以 
后受到影响的系数）为 Nj } t 其中由式 （146 a ) 定义，在表136中给出了 
L = 2, 4,…，20,（对于尺度系数也有类似的结果）.从这个表中很明显可以看 
出，不依赖于/ V , II 随着 L 的增大而增大，随着）的增大 M 也是非降的，且满 
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表 137a 


L 

y(H> ^ yiH) 

w h, 



y(H) ^ yiH) 



8 

1, 2 

3, 2 

3, 

3 

3, 3 

3, 

3 

10 

2, 2 

3, 3 

4, 

3 

4, 4 

4, 

4 

12 

2, 3 

4, 4 

5, 

4 

5, 5 

5, 

5 

14 

2, 4 

4, 5 

6, 

5 

6, 6 

6, 

6 

16 

3, 4 

6, 5 

7, 

6 

7, 7 

7, 

7 

18 

4, 4 

6, 6 

7, 

7 

8, 7 

8, 

8 

20 

4, 5 

7, 7 

8, 

8 

9, 8 

9, 

9 

注： 

在的开头和结尾的 ft 接近对称边界小波系数的个败 （偎定 

JT 始郎分的边界系 


数用来记.段后部分的边界系数用来记.注意为边界系数的总数» ( 参 
见表 136). 


表 137b 


■ 





































^9 












注： 像表 137 a ，但现在是对于最接近对称的尺度系数.同样我们有 + = ，其中广 ; 。由表 


136给出. 

足如下不 等式： 

舍 - - 2 

(>=1 时等于下界， ） 足够大时达到上界）•当 N 增大的时候增大，边界系 
数比值变为任意小；另一方面，对于固定的 N ， 这个比值随着）的增大而 
增大（除了哈尔小波 a =2) 的情形，此时离散小波变换不受周期假设 影响） •此 
外，当0<1^'<乂时，或、的边界系数是每个向黾中的前 M 元素. 

我们现在考虑最接近对称滤波器和 coinet 滤波器 （假设 如果照着 
4. 8节描述的方法’并对做前移（为了绘图），我们看对于 G 个边界小波系数 
会发生什么.我们在本节评论与扩展中的[ 2 ]将给出与了中的元素相应的 
绘图顺序，其中 0< y ) M ) < L ). 这意味着 L ) 个边界系数的循环平移量 Z … 使得它 
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闬138心电阁时间序列的 LM 8) 离散小波变换的四个循环前移的子向量（参见阁127>.在 
两条粗的垂直线之间的子向童不受循环的影响，而在这两条线之外的是边界系数， 
绘出的边界系数的个数与表 137 a 和表 137 b 的第一行是相同的 

们跑到了图的后面，而剩下的乃— y ) H > 个边界系数在图的前面部分.对在 
本书中讨论的宽为 L 的所有最接近对称滤波器，表 137a 给出了另奶和幻…的值 
(类似的对尺度系数定义的量和在表 137b 中给出）.练习 [4. 27] 对 coiflet 
滤波器给出了类似的表. 

处理周期假设的一个方法是在离散小波变换系数的图 h 标出那个值是边界 
值.例如，图 138 重新给出了图 127 中的心电图序列的 ）= 4, 5, 6 层 LA(8) 小 
波系数 （对于人 =6 的尺度系数也给出来 了）. 我们已经加了粗的垂直线，在这条 
线的外面是边界系数.例如，在丁 — 3 狄 6 的前面部分有三个边界系数，这和表 137a 
中的数据是吻合的；类似地，在丁 〜 2 v 6 的前面部分有四个边界系数，也和表 
137b 中 的数据吻合. 

下面我们考虑周期化是如何影响细节巩的（这里我们不再限制仅仅是最接近 
对称滤波器和 coiflet 滤波器 了）. 我们在下面的评论与扩展 [3] 中将给出，除了由 
哈尔小波产生的巩，其他的情况巩的系数的前面部分和后面部分都有受循环影 
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响的系数.这些系数的指标为 

/ = 及 -2 y ),-, N - 1； (139) 

即及的前24〗个元素和后 L ,— 汐个元素受到了循环的影响（类似的结果对《5 ;11 也 
成立）.于是我们看到 A 中的边界元素依赖于 L 和 J 但不依赖于 N , 随着 L 或> 

的增加，更多的元素被影响了.当 > 时， L ；= y -1 & L .- L , 下界和上界就 

成了 


z = 0 ,…， （L — 2) — 1 及 / = JV — (L — 2 ) ，…， N — 1， 

因此在 P , 的两端有 L —2 个元素受到了循环的 影响. 当）足够大时， 以达 到极大 
值2,我们有 = 2 *+L — 2，因此两端将有 L — 2个或更多的边界 

元素. 

作为一个例子，我们考虑式 （81 c ) 中的汐,，这时 ）= 1, L = 4. 我们上面看到 

是一个边界系数，因此及的前面的两个元素将会被矩阵 Wf 所影响 • 这和 
式 （139) 是相容的，因为我们能用表136得到24, ' = 2 Ll =2. 此外，的最后 
两行包含了周期化，因 此仅的 最后两个元素也被影响了.这也和式139式相吻 
合，因为 2，= L 一 2 = 2. 

因为与离散小波变换的系数相联系，所以我们用垂直线标定 A 与的边界 
范围.这在图140中标出了（是对图133的重绘）.对比这个图的垂直标记和图 
138,我们可以看到细节： D , 受影响的元素比受影响的元素要多，下面的练习 
将这一结果童化. 

练习 [139] 证明，对于大的）和 N ， 在扔中受影响的元素和％中受影响 
的元素的比例接近于 2. < 

类似的结论对 < S ,。 和 V ;。成立. 

应当强调的是，虽然我们知道％、 V ;。、 风 和中哪些元素受到了循环的 
影响，事实上循环导致的影响可以非常小，特别是当第一个系数和最后一个系数 
相差不 大时. 作为一个例子，在图140中描绘的多分辨分析中，光滑&描绘的 
是心电图序列在尺度2 6 以= 0. 36 s 上的平均.比较这个序列和 < S 6 在垂直线 标记前 
后的形状，我们看到&和心电图序列非常吻合，视觉上看是大约三分之一秒的 
尺度上的 平均. 循环产生的影响在边界区域非常小 • 我们应当意识到垂直线标记 
的位置很大程度上取决于彳的宽度 L /， 但是事实上这个等价滤波器有很多很 
小的元素（参见图 98 b ). 除非不和 Xn -, 有很大的差别，否则实际上受到循环影 
响比较大的部分比垂直线标记的受循环影响的区域要小的多.因此垂直线标记的 
边界区域是对受循环影响的区域的一个保守度量_ 

现在我们看如何来决定小波分析结果受边界影响的部分，让我们现在考虑减 
小循环影响的方法.因为离散傅里叶变换也是将时间序列看成是周期的，我们可 
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4 6 

tm 


12 


m HO 心电图时间序列的 LA (8) 离散小波变换多分辨分析的一部分（完全分析在图133中给 
出）.粗的垂直线标记出了细节 A 和 光滑& 的边界区域（即受到循环影响的部分） 


以借用傅里叶分析中的一些应用成功的技巧.其中一个技巧一非常有用是 
用长为 2/ V 的序列代替 X 作为分析目标，这个序列是通过将 X 和一个反序的 JV 
连接起来得到的，即 

Xo ， X 、 ，…， X . v -2 » Xn - i ， Xs-i * Xn -2 ，…， X | ， X 0 • (140) 

注意这个长为 2 N 的序列和 X 具有相同的样本均值.对 X 进行循环滤波相当 
于用； X N - 2 , …代替 X -,, X _ 2 , 对上式中的序列进行循环滤波相 
当于用 X 。， X ,,…代替 X -,, X - z ，…，这样就消除了由于兄，和之间 
的不连续导致的边界效应.当直接对 X 进行离散小波变换时，我们称为用循 
环边界条件对 X 进行分析，当对 X 对称延拓后再进行离散小波变换时，我们 
称为用 对称延 拓条件（反射条件）对 X 进行分析.用对称延拓条件分析序列的 
时候我们付出的代价是计算时间的延长和存储 M 的增大，不过这些通常不会 
有大的问题. 

作为例子，图给出了 IJU 8) 对心电图序列用对称延拓条件进行分析后得 
到的多分辨分析.这里我们计算了基于心电图序列的长为 N = 4 096的序列的细 
节和光滑，延拓过程如式 （140). 我们将得到的细节和光滑截断一半得到图〗42, 
使得该图和图 133( 用循环边界条件计算的结果）可以做 对比. 实际上这两幅图除 
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了前面部分和最后部分外没有什么差别，其中用对称延拓边界条件可以减小由 
Xo 和；的不连续带来的一些边界效应（比较阁142和图140的顶部可以看出， 
除了非常特殊的情形之外，在边界区域没有特别明显的不同，这再次强调了我们 
以前说明的一个事实，那就是循环造成的明显的影响区域比实际的边界区域小的 
多). 

有几种方法可以处理循环带来的问题，包括在序列的两边进行多项式外推， 
设计特殊的“边界小波”，还有就是对对称延拓方案做一些 修改： 将序列先做差 
分，然后像式 （140) 那样对称延拓，接着累加起来（对于近似线性的序列来说做一 
次差分是有用的，对于近似二次曲线的序列来说可以做二次差分，依次类推）. 
如果想深人了解这些处理方法，参见 Bruce and Gao (1996 a ) 的第4章 ， Taswell 
and McGill (1994), Cohen 等 （1993) ，还有 Greenhall 等 （1999). 

•处理长度不是 2 的整数幕的序列 

前面我们描述的“完全”离散小波变换要求处理的序列长度是2的整数幂，即 
N ^2 J , J 为某个正整数.我们在 4. 7节注意到用人层部分离散小波变换的限制 
稍微减弱了一些，只需要序列的长度为的整数倍.当 N 不是2〃 的整数倍时， 
我们吋以用下面将要介绍的三种方法之一来得到对任意整数都适用的一种类似离 
散小波变换的变换.这些方法对很多特殊的应用都是适用的.注意离散小波变换 
的一个合理的替代是第5章将要介绍的极大重叠离散小波变换 （ MODWT 〉， 它对 
任意的 N 都适用.虽然极大重叠离散小波变换不是一个规范正交变换，但是它 
的性质和规范正交变换很相似（比如可以导出精确的方差分析 （ ANOVA ) 和多分 
辨分析），在某些方面它表现得比离散小波变换要好（比如它的多分辨分析对应零 
相位滤波器，保证了 X 和它的多分辨分析之间的对齐，这对基于多分辨分析的 
离散小波变换来说是不一定成立的）. 

假定我们现在想要对一个长为 N 的序列计算 J 。 层部分离散小波变换，而 N 
不是2 ; 。的倍数.令 N ' 是比/ V 大且为2 ; 。的倍数的最小 整数. 第一种方法就是用 
某种方式延拓{ X ,}，得到新的序列 其长度为 M > N ， 然后对延拓的序列 
做离散小波变换（这个方法在傅里叶分析中很常用，将序列延拓的成2的整数幂 
长在快速傅里叶变换中经常出现）.一种很自然的延拓方式是将延拓部分都设成 
序列{ X ,}的均值，即 


( X , , t = 0,…， N — h 

lx, t = N ， … ， N’ -L 

因为彳又'}的样本均值也等于 X ，样本 方差义 和 ? 2 x ' 之间的关系非常 简单： 

1 v，_1 , N ~ l _ 
ox - ^ ex '- X ) 2 - - X ) 2 = 

如果令 V ^ /和 表示序列的离散小波变换子向 M , 则可以利用上式和 
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式 （104 c ) 得到基亍{又'}的方差分析的{ X ,}的方差 分析： 

乂 = 士卖 + ir - 备 x 、 

在上面我们将 A II < II 2 解释为样本方差&在尺度匕上的变化上的分最.令^ 
是元素为丨；的向量，我们可以用1<和以通常的方式来形成多分辨 分析： 

^ = S pX 

卜1 

因为这个附加的分解基于每一点都是有效的，通过扠和5^的前 N 个元素可以得 
到久的多分辨分析： 

^0 

X = 2 N.v hwS ^'， (143) 

其中 / v . v 是 NXY 阶矩阵，当 i =) 时，其（*•， ）） 元素为1，当时，其(*、 >) 
元素为零.（也可以用其他不同于样本均值的值来拓展例如，如果用线性 
外推的方法来拓展时间序列，就仍然可以用式 （143) 得到多分辨分析，但是用上 
面的方法得到方差分析的过程就不再适用了 .） 

第二种处理一般的长为 N 的序列的方法是将序列截断，得到一个长为2々的 
整数倍的序列，这样我们就能用离散小波变换来处理了.如果令是比 N 小的 
且是2^的整数倍的最大的整数，则可以定义两个缩短的序列 

X n, 三 [X 0 ， … ， X.v*-i] T ， X (2> 三 [X.v— n • ， … ， U T ， 

两个序列的长度都为 N ". 令 VV ) n 和 Vf 表示久 (/) 的离散小波变换系数的各子向 
量，我们可以将两个分析结合起来按如下方法得到一个不精确的方差 分析 - ^一但 
是却是一个精确的多分辨分析.由于有 

E = S if ^； n r + II vi ：; ii 2 

t=o y -1 

和 

|] x t 2 = 2 II || 2 + ll y ?： il 2 , 

,= S-S" i=\ 

我们可以将上面两式进行平均得到 

,V-N"-1 N*-l 】 N-l 

I E + S W + + 2 X 2 

匕 /.- O l=NS tf “ W 

=i：}( ik ii 2 + ii w ； 21 ii 2 )+}( ii 《 ii 2 + ii % ii ”• 




144 


第 4 章 


这导致了基于尺度的加权平方和的分解，其中半权重加在序列前面和后面的 N — 
/ V "个上.为了得到相应的多分辨分析，我们形成 

x w - 2⑦广+哎，/ = 1，2， 

然后结 合对兄 ，…，足、,的逐点分解（由尤 n 的多分辨分析给出）和 X . V ， …， 
X . V -, 的逐点分解（由尤”的多分辨分析给出），以及再对 X . V -. V *， …， AV — , 平均两 
个逐点分解.数学上，我们可以将得到的多分辨分析写为 

x= S(S^pr + /ivV5y;), 

其中 G ! iv . 是 NXiV " 阶矩阵，其元素通过下面的例子来说明，例如 iV =-6, N v =- 
4时， 


n\\ 


1 0 0 0 - 


- 0 0 0 0- 

0 10 0 


0 0 0 0 

0 0 i 0 

0 0 0 { 

r<2> — 

， ^6.1 _ 

i 0 0 0 


0 i 0 0 

0 0 0 0 


0 0 10 

_0 0 0 0 ■ 


• 0 0 0 1. 


(一个对上式稍 稍修改 的方案是结合 [ x ,， …，的 N — iV "+〗 个 分解， 
/ = ()，.••， N - N \ 这就与 Coifman 和 Donoho 在 1995年 提出的“循环旋转” （cycle 


spinning ) 非常接近了 •） 

第气个方法是修改塔式算法的公式，每一层的尺度系数多保留一个系数.为 
了看清楚具体的操作方式，假定我们有 K - k, ，Z = 0, …， M -1, 其中 M 为奇 
数.我们应用通常的塔式算法来调整/ = ()，•••， M _2， 以获得和 

W ,, / = ()，•_•, 于是分解的平方和形式为 


5^ i-i 

Svj .,, = S w ?.,+ v % 於 

/:o I-* o i^o 

即最后的 , 在左边单独留下了，不参与下一层的分解.这个方案将 SX? 
分解为小波系数和尺度系数的平方和 （然 而，尺度系数现在不再是在单个尺度上 
了： 对于层分解，从_/ = 1到/。一1至多可以有一个尺度系 数）. 逆算法从 
〈Vp} 和各层保留的系数 vv KM —. 重构我们用类似的方式定义 
细节 p ; : 对应用逆变换，其他的 { Wj - i ,,}, { U 都置 
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为零（每一个保留的尺度系数也都置为零）.以类似的方式，我们定义光滑&为 
将低层的小波系数都置为零后（在这种情况下所有的低层保留的尺度系数都保留） 
再做逆变换的结果. 

作为例子，我们考虑对长为37的时间序列 X 。，…，^的 J 。 =3的部分离散小 
波变换.第一层变换将保留 X 36 , 并将 X 。，…， X 35 分解成和 W ,, t = 0, 

17. 由于的长度是偶数，没有必要保留第一层的任何尺度系数，将{ V ,.,}分解 
成％.,和 V 2 ,,， f =0, …， 8. 由于有9个值，我们保留 V 2 . 8 并分解％.„,•••， 
v 2 . 7 , 得到 W 3 .，和 W ,， /=0, 1，2, 3. 分解的平方和的形式为 

Sxf = 2 w\, t + X ； WL 4- 2 W!., + 2 VI, + V1. 8 -f XI. 

t m 0 f，0 l»»0 1*0 

若要得到 A ，我们将 w u< , /- O , 17 进行逆变换， V ltl , / = 0，…， 17 和 

都被置 为零； 类似地，若要得 到在， 我们对 VV ,， / = 0,…，17,和 X 36 做逆 
变换，而 W ,,,， / = ()，_••，17都被置为零.这样得到的多分辨分析满足 X =5 t + 
V'. (更高层的多分辨分析可以类似得到 .） 

•部分离散小波变换的分解层数/。的选择 

正如小波滤波器的选择，部分离散小波变换的分解层数/。选取也取决于特 
定的应用.在心电图的例子中，注意令人=6导致了和物理尺度 A s ~ = 0.36 s 相 
关联的尺度系数 V 6 . 这个选择有效地将心电图分析所不关心的大尺度的波动 
(“基线偏移”）分离到了到尺度系数，使得心跳节奏在各尺度的体现由分解得到的 
小波系数 给出. 在后面我们将要给出的例子中（特别地，参见 5. 8、 5. 9和 5. 10 
节），我们会考虑实际的物理意义来选择部分离散小波变换的分解层数 / o . 

我们也应该注意到小波滤波器的宽度 h 会对选择 h 产生影响.由于大的 L 
会导致长度 L , 更大的高层小波滤波器和尺度滤波器.通常的方案是选择 Jo 使得 
L ； 0 < N < L ； 0 4 1. 这个选择保证至少某些狄^和"/。系数不会被边界条件影响 • 

4. 11 节的评论与扩展 

[1] 这里，我们定量地研究循环假设对离散小波变换系数的影响.注意第> 
层系数可以表示为 

Wj,, ^ 2 in W >i2 i (1+ „_ 1 , t = 0,…， Nj — 1 壬 0 — 1 ， 

其中，对于/ = 0，…， N —1， 

2 in Wj „ = 

卜0 

(参见式 (96 c ) 和 (96 d )). 从练习 [96] 我们知道，具有宽度 L 戸 a — lKL—D + l . 
因此，在用对彳 X ,}进行循环滤波得到了 {2 )/2 审,.,}，输出值的指标为< = 
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O ，"*， M _2 是用了循环假设，而指标为— 1,…， N —1 的值没有被循环 
假设影响.第一个没有被循环假设影响的小波系数的指标为满足下式的最小 
的 h 

2 ，（ i+l)-l>Lr 1 ， 

或者等价地（经过一些约简） 

a — 2)(1 — 秦)，即 £ = [a —2)(1 — ^)] 三 L ;， (146 a ) 

其中 「: rl 表示大于或等于 T 的最小整数.注意 

L 7 , = ^ - 1,且 令 一1< L ;< L _2. (146 b ) 

u u 

进而，因为 G = L — 2 成立当且仅当 

(L - 2)(1-+)〉 L - 3， 

我们看到 L ； = L -2 对所有的满足汐>乙一2 的） 成立. 

在假设 L 】< N ,== N / 汐下，我们可以将以解释成直接被循环假设影响的第> 
层的小波系数 W ,.,, 更一般地，受循环影响的系数的个数为 min 彳 L ), Nj }. 我们 
称这些系数为边界系数.注意尿， ,0 = Io — 1,…， N _ l ) 没有受循环影响.我们 
对得到的序列下采样后得到小波系数 VV , 的元素，只有前个系数为边界系数. 
表 136 对滤波器宽 L = 2, …，20 给出了以. 

例如，对于 )=1 和[ = 4 ， 只有式 （ 81b) 中的矩阵 W, 的第一行受到循环的影 
响，因此只有 W ,.。 是边界系数.表 136 精确给出了对于 L = 4, L ； = l . 

一个类似的讨论说明/。层部分离散小波变换边界尺度系数数目为 mirWM 。 ， 
N Jo ). 然而练习 [97] 暗示，当 N = 2 ; ， /。=/时，对于完全离散小波变换情况不 
太二样，这时的完全离散小波变换的尺度系数和时间序列的样本均值成比例，不 
受循环的影响. 

[2] 当我们用最接近对称或者 coiflet 小波滤波器分解时，用得到的系数为纵 
坐标，实际时间为横坐标绘图（就像 4 .8节所描述的那样），我们要决定％中的 
f 个边界系数.对于某个特定的最接近对称或 coiflet 小波滤波器，若我们将循环 
前移考虑进去，从左到右的绘图顺序通常和它们在中的顺序是不同的. 
为了看清楚这一点，考虑 ）=1 的情形.根据 4. 8节的讨论（为了方便假设~=0, 

= 我们得到 W :., 相应于实际时间 &+1- U H > 丨 modN , «=()，•_•，| — 1， 


对于最接近对称滤波器，我们可以用式 （114 c ) 写出 

f 0, 

I v \ h> i = 舍+<5’ 其中& 一 1， 


L /2 是偶数； 
10或 18; 
L = 14. 
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对于 coiflet 小波滤波器，我们有 I 丨 =y. 由于实际中 L 和 N 相比非常小， 
第一个最接近对称或者 coiflet 单位尺度上的系数 W ,.。 对应的实际时间分别为 

1 一 — — S mod N = N + 1 _ — — d 或者 1 _ 舍 mod N = N+l — 舍， 


因此出现在实际时间段的最后部分.系数相应的是实际时间的 M 前段, 
对于最接近对称小波滤波器，最小的指标 Z 满足 

2^+1- 即 i y { H> , 


或者，对于 L 总是6的倍数的 coiflet 滤波器来说， 


2/ + 1- 舍 >0; 即 /=[^^ = y = yi H) . 


W , 的元素按绘图的顺序排列的序列实际上是 

T~ r<l，i — [Wi, r ;«» ,W Kr <^-H ,••• ,Wj, 0 ♦ —,W ， ；. y {H>_,] T . 

现在 W , 中的前以二舍一 1 个系数是边界系数，即指标为 po ， …， y -2 
的系数.由于：?-#>的第一个元素的指标为 X H > ， 且对所有的最接近对称和 coiflet 
滤波器来说 一 2 < L ；. 由此得出 7*0, 的最后 yf 个系数都被循环所 


影响，同样前舍一 ： I — 个系数也被循环所影响.对更高尺度的类似分析 

表明，在假设口<恥下，％中元素绘图的顺序为 T - f %， 对于最接近对称和 
coiflet 小波滤波器我们分别有 


r ! H) 


—L+2 衣 + 2 , 

2 州 


和 ri H, 



3L, -L + 6 
3 • 2 什 1 


对于这两类滤波器，我们总有 0< y ) H > < X (. 因此 VV , 的前 y ; H> 个系数相应于实际 
时间的最后个时间点，且都是边界 系数. 另外有只 — y ) H> 个边界系 
数，它们相应于实际时间的前个时 间点. 最接近对称的»⑷和 y ) H) 的值在 
表 137 a 中给出.对尺度系数进行类似分析我们可以得到类似的量 rt 和 ％ r ， 
表 137 b 给出了它们的值.练习 [4. 27] 就是要对 coiflet 滤波器计算类似的表 • 

[3] 这里，我们考虑循环对细节的影响.可以写成 


N r 、 

Vi = w ； w, = 芝 X，" ， 
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其中 VV ^. 是一个 N 维列向量，其元素构成了 W , 的第《行.当 G < N ，时，我们 
知道边界系数是 n-0, L；~U 这些系数继续通过相应的向童的 
非零部分影响巩，即可以写成 ; 

L r l 、一 1 

Vj = ^ W } .„ W ,... 4- W y .„., 

其中第一项和 ffi 然依赖于循环，但是第二项不依赖于循环.例如，考虑 ）=1 和 
L = 4< N 的情形，这时只有，。是边界系数.我们从式 （81 b ) 推出 D 通过下式 
受循环 影响： 


^ -1 

J^w un W,.„. = W,.o Wko. = W,.o[/ii»/io*0,.-.,0,A3 ， A 2 ] T . 

pi—O 

因此仅的边界元素的指标为 《=0, 1, AT —2 和 N _ l . 对于 ）=1 和 4< L < N ， 得到 
L ； = y -1>0, 边界系数 W K 。， ％.,，•••，】通过下式影响 


~ h x I Yh 

ho 


^ y ] vvi .«. = w^.o 


+ … + w 】,— 


ho 

0 


h 


0 


lh 2 」 


L /» l -2」 


注意受到影响的元素的指标可以从上面的和式中的第一项和最后一项的非零部分 
得到： 因为是通过对 VVu 。. 循环平移 2 fi 位得到的，对于 VV ,,,. ，•••， 
Wk ,.;- 2 .的每个非零元素，在 Wk 。 •或者 VV 叫- b 中对应一个非零元素. 在及 
中受到影响的元素的指标为 W =0， …， 3( 这可由•推出）以及 n = N _ 
a _2)， …， N —1 (从 Wu 。 •推出）. 

以类似的方式，当 o < M < m 时，可以推出巩中受到影响的元素的指标能 
通过 W ,,。. 和•的非零元素的指标决定.回忆<尤， W J<0 . > = W ,. (I , 我们可 
以用式 （96 d ) 得到 


(X y W^',0* ) = ^ / hj.iXz>-l~imodN 
/=0 


〈尤 ，1 • > = 〉 ' 1—/ynodN * 

/=0 


及 
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我们要求的指标就是上面两个和式中的 X 的指标.从第一个式子得到指标 

/ = 0, ••• *2^ — 1 和 t = N -h 2-^ — , ••• ♦ N — 1; (149 a ) 

从第二个式子我们得到 

z = 0,…，和 t = N + 2^ L ；- L ,,-, N - 1. (149 b ) 

由于 L ；^ l , 这两个指标集合的并推出了式 （139) 的结果（类似的结果对也成 
立， Jo = J 是特殊情 形〉. 

练习 [149] 如果在扔的最后部分有受到循环影响的值，我们必有式 （149 a ) 
中的满足或者式 （149 b ) 中有证明，事实上在我们的假设 
L ;> 0 下这两个不等式一定成立. < 

[4] 我们应该注意在各种文献中基于离散 Daubechies 小波的离散小波变换的 
变换 VV 的定义是不唯一的，因此，如果本书中的某幅图要和一个小波软件包的 
计算结果相比较，我们要注意这个软件包中小波的实现是基于什么定义的.例 
如 ， Bruce and Gao (1996 a ) 定义的哈尔离散小波变换和我们的定义是不同的，他 
们的小波变换的矩阵 W 与本书定义的不同，他们定义的小波变换阵为 


「认 1 


rWn 

W ; 


w 2 


，.而不是我们定义的 VW == 

: 

w 2 



见 


- V /- 


这两个定义本质上是一样的，只是变换以后的哈尔小波系数差一个反序. 

对于除哈尔之外的其他小波，这两种差异就没这么简单了.例如，图150给 
出了对于 Bruce and Gao (1996 a ) 给出的的 D (4) 离散小波变换矩阵，图60 
是我们定义的离散小波变换矩阵，仔细比较这两幅图我们可以看出，即使我们不 
考虑顺序，这两个变换矩阵的每一行都差一个平移(从图 60 到图150我们需要将 
图60的每一行向右平移 2 r / —】位〉.因此，这两个 D (4) 小波变换的离散小波变 
换系数是不一致的，除了最后一个和样本均值成正比的系数！ 

导致小波变换这种差异的原因可以找出来.例如，小波变换内在的有下采 
样（或上采样）过程，执行下采样的时候我们可以选择保留偶数指标的系数或者 
奇数指标的系数（事实上时间序列有时用丨，…， N 来作为指标而不是我们这 
里选择的0,…， N -1). 此外，我们用滤波的过程来执行小波变换（即卷 积）， 
但是这也等价于做点积（即自相 关）. 这种选择很大程度上和各领域的习俗有 
关： 电子工程学者倾向于将小波变换作为一个滤波过程来执行，而数学家倾向 
于用点积的观点来看小波变换.还没有解决这种差异的根本的方法，因此初学 
者要小心这一点！ 
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图150基于玢1«^8 1 ^080(19963)定义的0(4)离散小波变换的变换矩阵的行向童，参见图60 

4. 12 小结 

令 X 是一个 N 维向量，其元素是实值的时间序列{ X , W =0 , …， N — 1}， 
其中样本的长度 N 为 V 。 的整数倍. X 的/。层部分离散小波变换是一个规范正 
交变换 vv ^ vvx , 其中 W 是元素为离散小波变换系数的 N 维向量， W 是 NX 
N 阶实值矩阵，由这个矩阵定义了离散小波变换（如果 N =2 ; 且 ^= J ， 我们 
就得到完全离散小波变换）.离散小波变换系数冰和小波变换矩阵 VV 可以分 
块成 


- IV , - 


W , - 

W 2 


w 2 

: 

且 w == 

: 



w ;。 

- V - 


.^0. 


(150) 


因此和这里％是尺度 zve 2， _1 上的 Nj ^ N / 2 J 维的小 
波系数构成的向量，是一个 N ; XN 维 矩阵； V ; 。是在尺度 A ;。 三2 々上的 尺度 
系数构成的 N ; 。维 向量； V ; 。是 N & XN 维 矩阵. 向量 X 可以通过下式由 W 
重构： 


J 。 

x = W T IV= 2 vv; % 十 v ] v Jo = 2 ^ + ^0 » 

J =1 )-1 
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上式定义了 X 的一个多分辨分析 （ MRA )， 即将久分解为 iV 维向量 
(第）层细节）和5 y 。 eV ] o V ; fl (第 J 。层光滑）的和，每个分量都和一个特定的尺度 
(功对应尺度对应尺度心。）相关.一个尺度-尺度的方差分析能基于能量 
的分解 


h Jo 

\\x \\ 2 = \\WV = ^\\w t \\ 2 + \\ v h II 2 = 2 II V } \\ 2 + II 5； 0 II 2 . 

广 1 

在实际应用中，离散小波变换矩阵不是直接求得的，我们通过塔式算法 
来计算 VV , 计算过程需要用到小波滤波器和尺度滤波器（这个算法实际上明确地 
定义了离散小波变换).由定义，宽为偶数 L 的滤波器 { A ,: /-=()，•••， h — lK 隐 
含 A 。 关0, 浐 0) 称为小波滤波器，如果 




M = 0} 

«是非零整数. 


亭中第二个和式表示小波滤波器的规范正交性（在上式中， h t =0 t /<0或 
i 此我们实际上考虑是一个至多有 L 个非零元素的无限长的序列）.尺度滤 
波器借助于小波滤波器来定义，这两个滤波器之间需要满足“正交镜像”的关系 

gl == (~ 1) /+ 】 Al-W. 

这个滤波器满足条件： 

L-i fl ， n = 0 ㈡ 

^,glgl+2n = ^ 且 ^ glh t+2n = 0对所 有的” 成立. 

卜《 l 0» 其他； 卜 0 


不失一般性，我们还可以假设 = W . 如果令 《(•) 是 { A ,} 的传递函数，即 

I 

Hif) = 2 h t ^ fl = 

/=一00 / — 0 

并且如果我们用打（/)三 I H (/) | 2 定义相应的平方增益函数，那么小波滤波器 
的正交性等价于 

H (/) H - k (/+ y )= 2 对所有的/ 成立. 

如果我们令 G (.) 和是尺度滤波器的传递函数和平方增益函数，则有 G (/ )== 
从中可以得到 

g (/) + ^/++)=2 且 QiD + UiD = 2对所有的 / 成立 • 

在实际应用中，是一个高通滤波器，其通带为+<丨/丨<士，而是一 
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个低通滤波器，其标称通带为0< 丨/| <+. 由于这两个滤波器的通带都是满 

带的一半，因此 A } 和{沿}可以称为是“半带”滤波器. 

定义了 和 {&} 之后，第）层塔式算法就是对^^^个元素进行循环滤波， 

这^-，个元素为 


V>-1 = [Vy-1.0 ， Vki ，… 

然后保留滤波输出值的奇数指标的值，这产生了第 j 层小波系数和尺度系数，即 

L-l L-i 

- 1 *2/4*t— / mod I , - E 认 -K2H-1-/mod t 

1=0 /—0 

/=(),•••, N > —1( 这些系数是 WO 和 V , 的元素）.每隔一位保留一个滤波值的过 
程称为因子为2的下采样.令1=尤，我们从 > =1 开始塔式算法，经过 > = 2, 
3, …，入， 我们得到的所有向量可以形成小波系数矩阵 W ， 即 J 。 个小波系数向 
最伙， ，…，和单个尺度系数向量 V 』。（其余的尺度系数向量 V ,，…，、。^可 
以认为是计算的中间最）. . 

虽然在实际中和 V ,是用塔式算法计算岀来的，但是理论上我们可以直接 
利用下式从 X 得到 W 0 和 V ,-: 

S - 1 L r ' 

A> ， /XV(|+1)- 卜 /mod N ，^>,1 ~ g，“X 2 i (/-H>-lW mod N » 

/ =0 z^o 

其中和{幻/是第 > 层等价小波滤波器和尺度滤波器，它们的长度都是 L , 三 
(2 J - l ) a - l )+ l ( 这里 A ,, 戶 A , 和^ =沿>.它们的传递函数为 


>-2 >-1 

H y (/) = H (2^ 1 /) II G(2， / ) » G〆 /) ; n G(2/ /) 

1=0 /*0 

(再次 h ,(/) 三 m /) 和 g ,(/) eg (/)). 滤波器是个带通滤波器，其标称通 
带为1/2> +, < 1/1 <1/2>,而 Up } 是个低通滤波器，标称通带为0< 丨/丨< 
1/2> +1 •表154总结了小波滤波器和尺度滤波器以及由它们产生的许多重要性质. 
给定和 V >, 我们可以通过第）步逆塔式算法重构（合成) V ,-,的元素，即 

L-l L -\ 

Vy-i ,, = hiW^itaois.^ 工 ) ^ ♦ 

1=0 /-0 

/ = 0, It N ; -1 — 1,其中 



t — 0,2 ， *" ， /V,-i — 2 ； 
t = 1 ， 3 ， … ， iVj-! 一 1. 
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( V /,也类似地定义).在的每两个元素中插入一个零形成的过程称为 
是因子为2的上采样. 

构成塔式算法的滤波运算完全决定了式 （150) 中定义离散小波变换的 NXN 
阶矩阵 VV . 回忆式 （150) 中对 VV 的分块，可以写成 

W , = B , 八-,… 《4 i 和 V Jn == 

其中汉和八是矩阵，满足氏 A] = A, B ； =0 N/ 和汉 B] = A i A]= 
'(这里0.\是 iV / XiV , 阶矩阵，它所有的元素都为零).坟的第一行为： 

[A: ， h° 0 » An ,-i *hy f -2 ♦ *•*»A 3 »^21 T » 

其中彳 O 是以长为周期的周期化后得到的序列(因此满足 fH ). 

其后的行是通过将第一行向右进行跨度为狀 a = i , …， N ,—1) 的循环 平移； 特别地， 
最后一行是 

t -2 ，…，厶: ] T . 

类似地可以构造為，只要将上述过程中的(心}用{幻}代替. 

W , 的各行可以直接通过第 y 层小波滤波器 My 丨以 N 为周期进行周期化得 
到.周期化后的滤波器记为«.,}，并且满足 


w ; 的第一行为 

[A 1 fh 2 ， •••，h fH fH /,JV— 】 ,A f ,N—2 ， ••• ， ’ or. 

其后的各行可以通过对第一行向右循环平移…，\_1) 得到； 特别 
地，最后一行为 

，办; " V -2 ，…，厶)，厶 >.0] T . 


类似地可以构造 V ;。， 只要将上述过程中的用 UL /} 代替即可. 

小波滤波器定义中的性质（求和为零和规范正交 性质） 不一定能导出一个小波 
系数可以解释为某一特定尺度上的相邻加权平均的变化率的离散小波 变换. 通过 
考虑一些正则条件（参见 U . 9 节）， Oaubechies (1992, 6. 1节）定义了一类很有用 
的小波滤波器，由这些小波滤波器得到的小波系数可以解释成某一特定尺度上的 
相邻加权平均的变化率.由定义，宽 L 为偶数的 Daubechies 小波滤波器的平方 


增益函数为 


n (D, c/) = vHf) ▲(/)， 






(gi 


h ,=(- iyg , ，/ 

H(/) = -e-^ a n G(y-/) 

S/A/ ^ H(0)=0 

= 1 

X//^/r/+2 • 妄 0 ， wX) 

2//? 而十 2n = 0 

7i(/)= I H(f) I 2 

H(/) + H(/H-y)-2 

G(f)-\-7i(f) = 2 

W ^ l.r — 2// l/X 2/ + 1 -/ mod.V 

^^ -|,2#+ |-/modiV._ . 


沿 =( 一 1> /+1 1 - W 

G(/) = e ^-'^(y-/) 
=G(0)=>/2 
2/^? = 1 

w #0 

1 g(/ 〉r 

以/) + (7(/+ + )=2 

^l.r — S/g/Xji^i -/mod.%' 

^>.l S /mod、.] 


h 、 戶 h t , H x (f) = H(f) 

i ~2 

H ,(/) = m 2' 1 /) XXG (27> 

/-D 

H > (/) = H (2^ 1 /) G ,-,(/) 

— Hj (0) —0 

S / Af ,/ =1 

2/ A ,.//» i ，/+2% = o , « i^o 

7 </</)se I H ,(/) I * 

W>,» ~ SiUl-/modN 


gt .,^ K ^ G ,(/) sG (/) 

广 1 

G/p = IJG(2Y) 

i -0 

G,(/)=G(2 / - , /)G J ,(/) 

2,^.,=^(0)=2^ 

= 1 

~ o » ”尹 0 

^</)= I G〆 /) I * 

Vj.i — S ⑷ ,|XV< r +l)-l“imodN 


注：小波 脒波器 和尺度滤波器的重要关系.因为对于/<0或者 /> L 有 心^ / y /^ O . 因此对 A , 或者心 
求和 n 了以是从/ = 0加到 / = L _1, 也酊以是从负无穷加到正无穷：类似地，对和的求和 
珥以是从/ = 0加到也可以是从负无穷加到正无穷（注意 L > = (2>-1)(/--1) + 1 
且 N , s / V /20. 
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其中 P (/)54 S in 2 (7 r /) 定义了差分滤波器{1， 一1} 的平方增益函数，并且 

1 t-i A — 1 + / 

At(f) = 2 2 cos 2/ ( nf) 

L 卜 。 t l 

构成了低通滤波器的平方增益函数.可以证明(练习 [106])>^(/) + W < D > (/+ j ) =2 

对所有的/成立，且时 D > (0) = 0, 这意味着1；/^=0,因此任何滤波器若其平方 
增益函数为则由定义这个滤波器一定是小波滤波器.上面的对 H m (_) 的 
分析表明 Daubechies 小波滤波器可以等价地看成是一个低通滤波器（加权平均运 

算）级联 | 个差分滤波器（导致了总体上的差分性质）.相应于 Daubechies 小波滤 

波器的尺度滤波器具有平方增益函数 

, f - _14-/] 

= (音一 ,) = 2cos L (ir/)S 2 sin w («/). 

不失一般性，宽为 L = 2 或者 L = 4 的 Daubechies 小波滤波器可以分别取成哈 

尔小波滤波器卜。=_■，心和式 (59 a ) 描述的 D (4) 小波滤波器 { A 。 ， A , ， A 2 ， 

h 3 ). 一般说来，存在不止一个小波滤波器{心： / = (),•••, L — 1} 满足平方增益函 
数 H ( D > (_). 当 L 增加时，我们可以加一些额外的标准来选择唯一的小波滤波器， 
或者等价地说，来选择唯一的尺度滤波器. Daubechies (1992, 6. 4节)讨论了这两个 
标准.第一种标准是选择尺度滤波器的平方增益函数满足 

S [# P, ] 2 对 m = 0 , …， L — 1 都成立， 

其中{沿}是任意」个满足平方增益函数为 0 D ) (*) 的滤波器.这个选择称为是“最 
小相位，，选择，得到的滤波器具有最小 延迟. 我们满足这个标准的滤波器是 D(U 
滤波器 ， L = 2, 4,….第二个标准是选择尺度函数使得其传递函数 G (/) = 

[0 D > (/)] m e ” p 的相位函数 0 < G UO 尽量地接近线性相位滤波器（这里通过 
式 （112 a ) 进行选择）.我们满足这个标准的滤波器为 LA ( L ) 滤波器， L =8, 10, …， 
其中 “ LA ” 表示“最接近对称 "(least asymmetric ). 最接近对称滤波器的好处是我们可 
以用 P 的值 v 使得上式最小，来使尺度系数和小波系数对齐，这样它们就可以近 
似地看成是零相位滤波器的输出 • 这个逼近零相位的性质非常重要，因为它允许 
我们将离散小波变换系数和原始的时间序列中发生的事件有意义地联系起来.特 
别地，如果假设 X ,相应的实际时间为则逼近零相位的性质使得最接近 
对称离散小波变换的小波系数灰 ㈠ 相应 的实际时间为 

+ (2 7 (i + 1) — 1 - I vj H) I modN ) △“ f = 0,…， N ) — 1， 

其中 

|=令 + 舍 + v—1’ 
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L = 8,12，16或 20( 即 L /2 是偶 数）; 
L = 10或 18; 

L = 14. 

I 换成 


I v； C) | = I v I ， 

我们得到了一个类似的表达式. 

coiHet 小波滤波器——记为 C ( L ), L = 6, 12, 18, 24 或 30 ——是不同于 

Daubechies 小波滤波器的另一类滤波器，它比最接近对称滤波器更接近零相位; 

然而这些滤波器的曲线形状不太好，对于给定的宽度它具有数量更少的内在的差 

分运算 （ L /3 而不是 Daubechies 小波滤波器的 L /2). 我们可以将 coiflet 小波系数 

和尺度系数用一个类似于最接近对称滤波器情形时的公式和实际时间联系起来， 

其中我们用的 v 为 

v=- T + i. 

4.13 练习 

[4.1] 使用式 (59 b ) 的条件，解出式 （60) 中的 a 和6,并且证明其中一组解导出 

了我们在式 （59 a ) 给出的 A 。， /» 2 , A 3 . 共有多少组解？它们相应的 
h 0 , h 、， h 2 , 是多少？ 

[4.2] 验证阁62中的左上图给出的是对{ X ,.,}的哈尔小波变换（这个时间序列的 
值在图42的说明中给出了）. 

[4. 3] 验证离散哈尔小波变换的式 (63 a ) 和 （63 b ) 给出经验功率谱. 

[4.4] 见图65的左上图和左下图，分别对应图42序列{ X ,.,}和 { X 2 J 的细节 
V ^, 是用 D (4) 小波变换得到的.我们已知这两个序列只在 z = 处不一 
样，解释为什么相应的细节 A 在^ = 10，…，15处不同.如果用 L = 6 
的小波滤波器，细节及在£为何值的时候不同？ 

[4.5] 对于哈尔小波滤波器{心=1/，尽，验证式 (69 d ). 

[4.6] 假定{心： /=(),•••, 11} 是一个长为 L = 12 的小波滤波器，基于这个小 
波滤波器构造离散小波变换矩阵如果 N ==4， •和 W 〖•的前两个 
行向 童用心 表示是什么形式的？如果 N =8, 这两行又是什么形式的？ 

[4.7] 当 L > N 时 VV , 的各行是规范正交的，对于 N =4 和 L =6 构造一个具体的例 
子.利用式 (69 b ) 和式 (69 c ) 直接验证州 W [ = / 2 , 其中/ 2 是 2 X 2 阶单 位阵. 

[4.8] 证明任何小波滤波器{心}的平方增益函数都满足九 （0)=0 且和=2 
(参见图73的第一列图）. 

[4.9] 令夂=[叉。， X 2 , X 3 ] t , 假定我们对 X 进行因子为2的下采样，得 
到 X ,.如果对 X ，进行上2采样将得到什么样的向量？ 


L12 LI2 LI2 


将 

过 

II 

V,, 

数 

系 

度 

尺 

于 

对 
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[4.10] 基于式 （90 a ) 中定义的2尿 2 .,，解释为什么 

L,-l 

2W 2 . t — ^/i 2 ,,X t - fmodN f « = 0, — ,N — 1, 

1^0 

和为什么 

’ 广 1 N 

= 4 «-H )-1-ImodN * ’ ~ ❹，…，了 一 

/-0 4 

[4. 11] 对于 D (4) 小波滤波器，计算用来对彳 X ,}滤波分别得到和 { W 3 .,} 
(尺度分别为 r 2 =2 和 r 3 = 4 上的小波系数）的滤波器 { .，丨和 U 3 ,/} 的元 
素.验证图91中绘的的平方增益函数的图形是正确的，并绘出 
{ A 3 .，丨的平方增益函数的图. 

[4.12] 令％(•)和是分别相应于式 （96 b ) 和式 （97) 的平方增益函数.求出 
\\ H ,(/) d / 和 C 7,(/) d / 各等于什么？ 

[4. 13] 验 k 用哈尔小波滤波器和尺度滤波器的塔式算法得到的变换与 4 . 1 节对 
N = I 6 给出的哈尔离散小波变换矩阵 W 是相同的_特别地，对）= 1， 
2, 3, 4计算氏和 A ， 并 证明氏 A , B 3 A 2 , a , A Ar Ax 和 A A 
A 2 Ar 与图 57 的右列的图给出的对应 W 的后 8 行是相同的. 

[4.14] 绘出图 98 b 中对应的 LA (8) 的第 j 层尺度滤波器和小波滤波器的平方增 
益函数 g D > (*) 和 h 7 < d ) ( o 的图 形. 

[4. 15] 令 H ; (0 和 G / O 是分别相应于第）层小波滤波器 My } 和尺度滤波器 
{心，,}的传递函数.在什么情况下下图中的 Y = X 成立？ 


[4. 16] 
[4. 17] 

[4. 18] 
[4. 19] 


GU ) 


正明 W , + V [ V ,=/ n , 此式可称为是 N 阶单位阵的 ）=1 阶分解. 
洽出并证明 >>1 时的单位阵的分解 形式. 

根据 4. 6节评论与扩展中的 [1] 给出的伪代码，用你最熟悉的计算机编 
程语言写出离散小波变换塔式算法及其逆算法.用 D (4) 小波滤波器和 
R 度滤波器（见式 (59 a ) 和 （75 d )) 通过计算在图42说明中给出的16点时 
间序列的离散小波变换和逆变换来验证你写的程序的正 确性. 

时图42的说明中给出的16点时间序列 { X “,} 用 D (4) 小波的塔式算法及 
其逆算法计算细节 A . 

对于/ = 0, 1，…，1 023,定义“线性鸣叫”时间序列 

x , = cos (|f [ 1 + r^] i+0 . 82 ) = cos(2tc ^ +0 * 82), 
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如果我们考虑到上式中余弦函数的参数是/的连续函数，就可以对它求 
导得到 


[4. 20] 


d (2 ff /,/ H -0. 82) 
At 




其中7,被称为是瞬间频率.对于这个“线性鸣叫”时间序列，用哈尔、 
D (4)、 C (6) 和 LA (8) 小波中的任意两个计算并绘出离散小波变换细节 


认 ， k = U 6. 用下面两个因素解释我们得到的细节 序列： （ a ) 序 

列{兄丨的瞬间 频率； （ b ) 你选择的小波的特性. 

令 《5 V , 是时间序列 X 的 J 。 层光滑的第/个元素.证明 

1况一 1 一 1 

士 S (〜_&。) 2 = 士 " \ n 2 ， 


其中左;。和 X 分别是和 A ： 的样本均值（上式左面是的样本方差， 
右面和式 （104 c ) 中最后两项是一样的）. 

[4.21] 如果一个时间序列 X 的样本均值为零，那么这个时间序列的离散小波 
变换系数 W = WX 是否还为零？ 

[4. 22] 验证式 （59 a ) 给出的 D (4) 小波滤波器的平方增益函数是式 （】05 b ) 给出的 
形式，其中 L 取为 4. 提示： 利用滤波器级联的概念. 

[4. 23] 在围绕图73的讨论中，我们说的 “3 dB 降”点是对于哈尔和 1 X 4) 小波标称 
通带为1/4< I / | <1/2的.证明这个结论对 Daubechies 小波滤波器都是 
成立的. 

[4.24] 式 （110 b ) 给出的滤波器 U 2 ./} 的相位函数为 &(/) = — n /， 因此它是线 
性相位的.能否通过前移整数 v 将这个滤波器变成零相位的？ 

[4.25] 当 N = 2 J 时平移因子 v 产（式 （114 a )) 等于什么? 

[4. 26] 对于哈尔小波滤波器和 D (4) 小波滤波器，结合下面给出的前移因子，绘 
出 {/«,} 的相位函数矿的相位函数 $ w ) (0()=2, 3, 4): 

{hi } {hi,I } {h 3 ,i) {hi,i } 

哈尔 0137 
D ⑷ 2 5 11 23 

(这些前移因子使得上述滤波器尽量接近于零相位）.要注意的是，如果 
2 = x + i ： y , 那么极坐标表示 z = \ z \ e 1 ^ 中的0可以用大多数的计算机语 
言计算，用反正切函数以: y / jr 作参数， arctanjy / x 就可以计算出这个角 
度沒，要注意 _ r 和: y 的符号 • 

[4.27] 对 coiflet 小波滤波器和尺度滤波器 ， L = 6, 12, 18, 24和30’ 建立一 
个类似表 137 a 和 137 b 的表，给出边界系数的个数. 




第 5 章 

极大重叠离散小波变换 


5.0 引言 

本章，我们描述称为极大重叠离散小波变换 （Maximal Overlap Discrete Wavelet 
Transform , MODWT ) 的离散小波变换的一个修订版本.这个名字来源于有关 Allan 
方差的文献(参见 8. 6节），其中基于哈尔小波滤波器的极大重叠离散小波变换从20 
世纪70年代就已经使用了（文献正文一个好的切入点是 Greenhall , 1991?也可参见 
Percival and Guttorp , 1994). 本质上与极大重曼离散小波变换相同的变换（或有一 
些相似的变换）已经在一些小波文献中讨论过了，在这些文献中其名字为“非十进 
制离散小波变换” ( Shensa ，1992), “移位不变离散小波变换” ( Beylkin ， 1992, Lang 
等，1995)，“小波框架” （ Unser ， 1995)，“平移不变离散小波变换 ” （Coifman and 
Donoho , 1995? Liang and Parks , 1996； Del Marco and Weiss , 1997)， “平稳离散 
小波变换 ” （Nason and Silverman , 1995)， “时间不变离敢小波变换” （ Pesquet 等， 
1996), “非十进制离散小波变换 ” (Bruce and Gao , 1996 a ). 然而所有这些名字或多 
或少地对变换缺少精确的描述，我们优先选“极大重叠离散小波变换”，主要是因为 
它导致了很容易陈述 (“mod WT ”) 的一个缩略词且具有“离散小波变换修改”的内涵. 
与规范正交部分离散小波变换相比较，对于时间序列 X 的/。层的极大重叠离散 

小波变换是产生维数为 N 的列向量灰 ，…， 和 A 。 的一个高度冗余的非正交 
变换.向最七包含了与 X 在尺度上的变化相关的极大重叠离散小波变换的 

小波系数，而包含了与尺度=2々和更高尺度上的变化有关的极大重叠离散小波 
变换的尺度 系数. 与离散小波变换一样，极大重叠离散小波变换是根据一种计算上有效 
的塔型算法来定 义的. 区分极大重叠离散小波变换与离散小波变换有五个重要的特点： 
[1]/。层的部分离散小波变换把抽样尺寸限制在的整数倍上，而九层的 
极大重叠离散小波变换对任一抽样尺寸 N 都有很好的 定义. 当 N 是的整数倍 
时，部分离散小波变换可通过 O ( N ) 次乘法计算出来，而相应的极大重叠离散小 
波变换需要 G ( Nlog 2 iV ) 次乘法.因此，对于使用极大重叠离散小波变换来说， 
有一个计算的代价，但它计算上的复杂性与广泛应用的快速傅里叶变换算法是相 
同的，因此通常是可以接受的. 
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[2] 极大重叠离散小波变换可以用来形成一个多分辨分析 （ MRA )， 这对离散 
小波变换来说也是正确的.与通常的离散小波变换相比，这个多分辨分析的细节 

D , 和平滑是用任意数值循环平移时间序列，并用相应的数值循环平移每个细 
节和平滑部分. 

[3] 与离散小波变换相比，极大重叠离散小波变换的细节和平滑部分是与零 
相位滤波器相关的，因此可以很容易地列岀原时间序列在多分辨分析中的有意义 
的特征. 

[4] 极大重叠离散小波变换可用来形成基于小波和尺度系数的方差分析 
( ANOVA ), 这对离散小波变换也是正确的；与离散小波变换相比，极大重脊离 
散小波变换的细节和平滑部分不能用来形成这样的分析. 

[5] 虽然一个时间序列和序列的一个循环平移有不同的基于离散小波变换的 
经验功率谱（如式 （63 a ) 和 （63 b ) 中表述的），但相对应的基于极大重叠离散小波变 
换的谱是相同的.事实上，我们仅将一个类似平移应用到原序列极大重叠离散小 
波变换的每个 成分化 和匕。上，就能得到一个循环平移时间序列的极大重叠离散 
小波 变换； 相反，循环序列的离散小波变换•般不能通过原序列离散小波变换成 
分 W 和、。的任何循环平移 得到. 

我们在 5.1 节中说 明了， 当我们循环平移叉时，就能产生通常的离散小波变换的 
问题，在 5. 2节中定义了基本的极大重叠离散小波变换的小波和尺度滤波器，并且用 
这些滤波器在 5. 3和 5. 4节启发并证明了对极大重叠离散小波变换的基本结果 . 5. 5 
节我们为有效地计算极大重叠离散小波变换提出了一种塔式算法，紧接着在 5. 6节举 
出了一个极大重叠离散小波变换怎样处理一个循环平移时间序列的简单例子.然后在 
5.7 节到 5. 10节通过几个例子说明了极大重叠离散小波变换的用处.我们以一些实际 
考虑因素的一个讨论 (5. 11节)和本章里关键结果的总结 (5. 12节)来结束. 

5. 1循环平移对离散小波变换的影响 


我们在极大重叠离散小波变换里的兴趣来源于下面这个事实，用离散小波变 
换对时间序列的分析主要依赖于我们在哪里“分组”序列，即把什么看作是分析的 
起点或起源.在前文中我们已经注意到离散小波变换在离散哈尔小^经验功率谱 
对这样结果的灵敏度（参见式 (63 a ) 和 （63 b ))， 但是这里我们希望表示出起点是怎 
样影响离散小波变换和它相关的多分辨分析的（为比较，我们将回顾 5. 6节将提 
出的用极大重叠离散小波变换的例 子). 

图161的底行有时间序列 X ( 第一和第三列）和用5个单位循环平移序列的某 
种形式，即了 S X ( 第二和第四列）的完全相同的图.时间序列有 N =128 个抽样尺 
寸，且在6个值上是由零附近的一个“脉冲”构 成的： 

，= 40,…，45, 

( o , f = 0 ,…，39和46,…， 127. 

图161的顶部五行表示出了 X 和的/。=4层的部分离散小波变换(前两 
列）以及相关的多分辨分析(后两列）.离散小波变换都是建立在 LA (8) 小波滤波 


器的基础上的_离散小波变换系数和 V ,像 4. 8节描绘的那样被绘制成图•因 
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阉161时间序列 X 及其循环平移(阁的 底行） 的九=1尼的 LA (8) 离散小波变换（顶部 
五行，昉面两列）和相应的多分辨分析（后面两列）.第1和第2列的比较衣明循环平 
移一个时间序列能在其离散小波变换电产生实质变化；同样.第3和第 I 列表明了 
对相应的多分辨分析，这也是正确的.这个阁应该与用极大重饵离敗小波变换转代 
离散小波变换的用181进行比较 


此，它们与基于 LA (8) 滤波器的相位特性的原时间序列是一致的.注意，因为 
这些系数是作为零线的偏差而绘制成图的，故任何等于零的系数均以黑色线出 
现（由于脉冲和离散小波变换的局部性质，只有几个这样的系数尽管 X 和 

中任一个的所有离散小波变换系数的平方和等于 |欠| 2 , 但前两列的比较 
表明，平移脉冲的时间起点已相当大地改变了离散小波变换.最后两列的一个 
检验表明，对多分辨分析来说，结论同样是正确的.虽然在每种情况里，细节 
和平滑部分的总和产生在底行的时间序列，对 X 和的相应细节是完全不 
同的. 

为了理解为什么平移时间起点能产生这些不同的离散小波变换，让我们集屮 
精力在 X 和丁 5 久的子向量你；的元索^,,0 = 4, 7>上（这四个系数在阁161 



图〗 62 使用在 LA (8) 离散小波变换中产牛小波系数 ）= 4 ，…， 7( 分別是阁中两行从 
左到右的粗曲线）的 九 =4层的基向连同一个“脉冲”时间序列 X ( 闬顶彳7的细曲 
线）和 T X (底行的细曲线）.阁的 基向挝 和时间序列之间的内积产牛 了图卜.方标 ic ! 的 
小波系数 

的第二行里的前两个图中表示出，恰恰是竖轴匕零点标记符号的右边）.这些系 
数是由时间序列与一个向量的内积形成的，且这个向 M 的元素是在离散小波变换 
矩阵 VV 的行中.这四个行向 M 作为粗曲线在罔162的顶行和底行绘制成图，连同 
(作为细曲线）在顶行的 X 和在底行的： TX 绘制成图.如果我们取这个阁顶行的 
任一个且计算两个绘出图的向 M 的内积，就得到 X 的一个系数以一种类似 
的方式，底行产生 T 5 x 的相应系数.对于 X 或丁 S X . 每个 4 层的 IJU 8) 基向 
M 是取两个加权平均之间的 差分. 第一个平均跨越 r , =2^ = 8的尺度， a 被基向 
量的正的中心波瓣的位置所确定.第二个平均包含第一个平均之前和之后的点且 
被两个负的边波瓣位置所确定.如果我们考虑图162的第一行，就可以看到 W、. s 
是很大的，因为 X 的脉冲被完全包含在 UA (8) 基向 M 的中心波瓣内，然而两个 
负的边波瓣淠盖了是 零的叉 的那一部分；另一方面. W ...» 和灰,. 7 都接近于 
零，因为脉冲与中心波瓣或边波瓣是不一致的.图162的第二行表明，平移脉冲 
以得到改变了 VV ,. 和撕,. 6 的 性质. 对于 W ，. ，平移的脉冲覆盖了中心波 
瓣的部分和一个边波瓣的部分，因此产生的系数比在 X 这种情况里的更小；另 
一方面，对于 Wu ， 平移的脉冲现在与边波瓣中的一个相匹配，产生了一个负 
系数. 

总之，虽然离散小波变换的小波系数吋被解释为两个加权平均之间的差分， 
但这些平均产生的区间被严格地同定为一个先验的，且因此可能不与时间序列有 
意思的特性相一致.对时间序列起点上的变化，因此能产生了十分不同的结果， 
这是由于时间序列与离散小波变换预先定义的平均区间并列.和我们将要看到的 
一样，极大重叠离散小波变换是脱离对起点选择有利的结果的一种尝试，它本质 
上是通过包含所有可能的平均区间的设置得到的 • 
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5.2 极大重叠离散小波变换的小波和尺度滤波器 


为了很容易地将离散小波变换和极大重叠离散小波变换联系起来，我们在下 
面两节里将系统地阐述后者，通过定义极大重叠离散小波变换的小波 
滤波器和通过定义极大重吞离散小波变换的尺度滤波器是很 
方便的.因为仅是小波滤波器的一个简单改变尺度的形式，故很容易地从 
式 （69 a )、(69 b ) 和 （69 c ) 得出,对所有非零整数 n ， 

h { — 0» A / = -和 h { h /. 2n ~ 0* ( 1 63 a ) 

如果令 《(•) 和 w ( o 分别表示对于的传递函数和平方增益函数，我们有 
Zi (/) = f /(/) A /^ qfi (/) = W (/)/2， 因此由式 （69 d ) 导出关系式 

H (/) + H (/- fy )= 1 对所有的 / 成立. (163 b ) 

类似地.对极大重脅离散小波变换尺度滤波器，从练习 [76 b ] 得出，对所有的非 
零 整数〜 

XI g / = W = + 和 2 Shin = 0 - 

/ r » /^0 乙 1 -—^ 

而由练习 [77] 得到，对所有的整数《， 

2 = 0. 

如果令和 &(•) 分别表示对的传递函数和乎方增益函数，我们有 &(/) = 
G (/)/ V 2 ffl 5(/) = C ?(/)/2, 因此式 （ 76 b 〉 @ 诉我们 

Q ( f ) + S ( f + j )= 1 和 ^(/) + H (/) = 1 对所有 / 成立. 

(163 c ) 

还注意到，式 （75 a ) 和 （75 b ) 的正交镜像关系对极大重叠离散小波变换滤波器也是 
有 效的： 

g , = (-1) …心+，和纪= (- D ^ V .-/. (163 d > 

用上述结果，我们可以将式 （70 b ) 和 （77 a ) 再表示为 

W ,., = Yj 心 X ,- /mod . 、•和 = 2 AX r — / m 0 d ； v ， （163 e ) 

T^o 卜0 

^ = 0, N -1. 因此，序列和彳 9,.,} 是分别用极大重叠离散小波变换的 

小波和尺度滤波器循环滤波得到的.（在下一节里我们将会看到，这两个序 
列 事实上 构成了 ； 0 = 1层的极大重叠离散小波变换 . ） 
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5.3 极大重叠离散小波变换的基本概念 


阐述极大重叠离散小波变换的动机在本质上是定义一个作用尽可能与离散小 
波变换一样的变换，但不会遭受离散小波变换对时间序列的起点选择的灵敏性. 
这种灵敏性完全是由于在塔式算法的每一层上由小波和尺度滤波器下抽样（子抽 
样）输出的结果.为得到对起点非灵敏的能力，我们需要在保存实施方差分析和 


多分辨分析的能力时，消除这种下抽样. 

作为这个方面的第一步，注意，通常在离散小波变换塔式算法的第一步里被 
丢弃的滤波输出，可通过将离散小波变换塔式算法应用到循环平移向量 TX 而不 
是 X 来得到.这暗示了，当 iV 是偶抽样尺寸时（事实上我们在以后会消除的一个 
假设），为极大重叠离散小波变换定义塔式算法的第一步的下列 程序. 想法是将 
通常离散小波变换塔式算法应用两次，一次对 X ，一次对7*久，此后将两组离散 
小波变换系数合并在一起.第一次应用产生通常的离散小波变换，即 



r 01 1 


其中（因为汉，要求式 （81 b )) 
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并且 A 与将上式用仏代替每个沁有相同的结构（在这一章里 * 表示不同矩阵的 


元素时，我们清晰地特殊化了 L = 4 和 iV 〉 L ， 但我们的数学叙述对一般情况都 


是有效的）.考虑到式 （70 c ) 和 （77 b )， 我们可以将和 V ,的元素表示为 


W , = [2 ,/2 W,. N1 ] T 


和 


V, - [2 ,/z V,.m2 , 2 V,.3»-»2 ,/2 V^.v-, y 


和"：包含所有长度为 n 的序列和的奇指标元素，其分 
别是用小波滤波器{心>和尺度滤波器{幻}循环卷积时间序列 x 形成的.第二个 
应用是由循环平移向量 TX 代替 X 得到 


V, TX 


来构成的.等价地，如果我们定义 


rB] -I 「石 1 t 1 r^ T,1 1 

^•'- Pir = L] T = LTrU,J 
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我们可以写成 


其中 
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且/ 7 .,有相似的结构而用幻代替每个心. 

比较汉和 5 r 

.，的内容说明， 因为汉 X 


形成 r 滤波输出 {2 P 2 #,.,} 的奇指标的值，所以 5 7<1 X 必须形成偶指标的值.因 
此， VV T1 的元素是由 

IV,., = [2* 2 W ko ,2 w W,. 2 ,.-,2 ] 2 W 1(N _ 2 ] t 

给出的，并且通过一个类似的论断， V 7 .，的 元素是由 

v 7il = [2 ^Vko.2 1/2 v 】. 2 ，…， 2 1 -' 2 V,. n _ 2 ] t 
给出的.下面，我们定义 

w x =[电.。，免 .】, W K2 ，…， Wu . v - t ] 7 

和 

v, = ，…， h.N-.r; 

即斤！是由改变尺度的 VV | 和 ^ v TJ 的交叉元素形成的，且 A 是以一种类似的方式 


由 V , * V T .，构 造.注意和 f 的元素确切的就是通过用极大重叠离散小波变 
换滤波器 { 心丨和 {A } 得到的滤波器输出{伶,"丨和{ V ,.}——见式 （ l 63 e >. 让我们 
定义民 是由交叉和汉的行用心代替每个 M 的 NXN 矩阵； 即 
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然后我们有艮兄对又有一个类似的定义，我们有込 = 

AX. 

以用 
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Lv. t . 







-A). 

J 



(165 a ) 


(165 b ) 
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表示极大甩叠离散小波变换塔式算法的第-步. 

因为巧^ V t =Is 和 T = / n , 由此得到 

Vr.i = T' 巧 P 、 丁 = I .、， 

旦因此；是一个规范正交矩阵.因之我们也有 

IW? = « 伙 J 2 + | V , | z 和 \\xv = H + | V T ,|| 2 . 

由于 

ll^r + llw ,.,! 2 =2||汆 II 2 和 || V ， I 2 + | V rtl || 2 = 2 llv . ll 2 , 

由此得到 

llxll 2 = | w , | 2 + || iMl 2 ， 

因此||斤,|| 2 和 II 込 I 2 分解 llxp , 这是需要用极大重叠离散小波变换定义一个方差 
分析的基本结果. 

因为我们有 

久= [ 扣 ， W b 和 X = [^ r.i » *4 t.i ] y ， 

我们还 of 以通过平均上式两个右边项来复原 X : 

x= | [ 扣，乂 r ] [ 二 , ]+ + [UL ] 

= +( 抝 VV , +^., w r .】 +4“ v 7 】）. 

练习 [166] 证明 

和 

j -( Xy ,- hA T T ,v r ,)=Aj V,. < 

由上式，我们可以写成 

X = b ]\ V , 4- Ajv -. 三泛 + 孓， 

其中办三是第一层最大重叠细节，而及三之是相应的平滑.上面的公 
式是需要用极大電叠离散小波变换定义人 =1 M 的多分辨分析的基本结果 .（练 
习 [5.1] 钻研了办 和孓 的一个有趣的解释.事实上，我们可以通过平均 P , 和 
XIV ,来得到其中巩和77> 7 .,分别是久和的第一层离散小波变换细节. 
一个类似的论断对孓也是有效的 .） 

重要的是，尽管我们对通常的离散小波变换有关系式 iix >, r ， 但是 
如下面练习中指出的那样，一般在 I 承 II 2 和 I ! 办 r 之间没有等式 • 


v r，. 
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练习 [167 a ] 证明 

HP, II* = y(||W, || 2 +< B ] B 1 r . ] W T { ). < 

因此，尽管我们可用通常的离散小波变换作为 IIWlVN 或 IIP , tl 2 / N 在尺度 
r , 上定义离散小波经验功率谱，但当处理极大重叠离散小波变换时，我们仅能用 

iiiv , IVN . (练习 [5.7] 表明.事实上 II 办但这个练习最好是在学习了 
5. 4节后再解决 .） 

上面极大重叠离散小波变换塔式算法的推导假设 N 是偶数，因此可将通常 
的离散小波变换塔式算法应用到 X 和了 X . 下面的练习说明这个算法的第一步事 
实上对所有的 N 都是有效的. 

练习 [167 b ] 对任意的抽样尺寸假设艮是像式 （165 a ) 那样定义的， 
且类似地用么替代心来定义 3 m 假设斤，和 A 是由式 （165 b ) 定义的.证明 
X = W, + 狀 1 和 |X||* = IWjIM + IIViI 2 . 

提示： 证明珩 B ,- hA ! A ,= h . < 

事实上，和 5.4 节的讨论中所表明的一样，限制可以放 宽些. 


用式 （165 b ) 所定义的 P ,， 我们可用太= 




V] 


VV , 

V , 


重新表不 x = 


Bl W , V ,;进而因为 1 ^ = P 、 X ， 很明显对任何时间序列都有欠= 


Lv ,」 

P ] 因此可以认为是极大重叠离散小波变换 A 的逆. 因为氕是一个 


2 NXN 矩阵，事实上有无限种方法从其极大重叠离散小波变换系数和 t 里 
复原 X ，故决不是 A 的唯一 的逆； 然而，练习 [5. 2] 将证明戶?事实 上是氕 
的（唯一的） Moore - Penrose 广义逆. 

对于离散小波变换，我们在 4. 4 节中讨论了细节订可以用 W , 的上抽样形式 
通过互相关的周期化滤波器构造出来.这里，我们证明极大重释离散小波变 
换细节办可以根据一个包含久和一个零相位滤波器的滤波运算来解释.令公 


是负的第 / 

个元素， 

展开 & 

-5 


得到 








X 

hr 


h 3 

0 

… 

0 

0 

0 

o' 


r W,o ' 




0 

h 0 

h x 

hz 

~h 3 


0 

0 

0 

0 


W,, 



_ 

0 
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0 

0 

0 


i 

i 

L 

h 3 


Wuz 

9 



h. 

0 

0 

0 
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0 

ho 

A, 

h 2 


• 




h 2 


0 

0 

0 


0 

0 

ho 

A, 


W U S-2 




h 

h 2 

h 3 

0 

0 


0 

0 

0 

ho. 


KiV-i ， 


由此我们有 






V - 1 







n. 

一 2 ^ 

l mfsd. 

v = 


r - / mo 

dN * 

t 

= 0-: 

，…， N-l, 
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其中 ㈣ ，…， N 1 } 是 {/«,: /=()，•••，1丨以 JV 为周期进行周期化所得 
的. W 此， 细节 序列可以通过丨用循环 互相关 {命,.,}得到（参见式 （37 c )). 因为 
/^(•>是{&丨的传递函数，一个等价的论断是细节序列可以用离散傅里叶变换是 
( h * (^)： 々 = 0 ，…， N _1丨 的一个滤波器循环滤波彳 #,“} 来得 到. 因为 

是用彳滤波彳足}形成的，故细节序列可等价地用离散傅里叶变换是 
( H * (备^的滤波器卷积得到一个合成滤波器来滤波彳«}形成.现在合成循 
环滤波器的离散傅里叶变换是由申个滤波器离散傅里叶变换的积给出的，由此得到 



W 为 K (*) 是实值的且是非负的，故对所有频率来说，其相位函数是零（如果我们像 
/=0这样定义它， 这里兒 (0)=0)，这就建立了重要的 结果： 与办相关的合成滤波器 
有零相位.用类似的论断，§,可用离散傅里叶变换是 U 的滤波器滤波 

{ t ,,} 来表示，这里5(*)是{么丨的传递函数.我们将应用到 X 以 得到忒 的合成滤波器 
有一个由 g ( f )=\ G (^ n \ 2 定义的零相位传递函数的抽样所组成的离散傅里叶变换. 

5. 3 节的关键结论与定义 

作为总结， N 维向量斤，包含了 > = 1 层的极大甭叠离散小波变换小波系数. 

IV ,的第 f 个元素是 w :.,， z =0, 1, …， N — 1 ， 且是用极大重桑离散小波变换小 
波滤波器循环滤波时间序列 {兄丨 形成的（参见式 （163 e )); 等价地， 

我们可以认为是用滤波器循环滤波{ X ,}的结果，其中是以 N 
为周期进行周期化的结果.同样地，极大重叠离散小波变换尺度系数^是用极 
大重叠离散小波变换尺度滤波器 U 戶 AA / F } 滤波得 到的； 等价地，我们可 

以认为化.]是用{仏滤波{兄}的结果，其中 { f } 是仏}周期化的形式 • NXN 
矩阵互,的每一行都包含了周期化的滤波器行间的差别由循环平移给出；同 
样地，义的行元素是周期化的滤波器 an . 有了这些定义，我们就有 

|| X || 2 = || W ; p + lv.p 和 X = Bjw ^+ Ajv , = + 5,, 

它们分别根据第〗层极大重叠离散小波变换细节氡和第1层极大重叠离散小波变 
换平滑孓产生一个能 M 分解和一个加性分解.办的元素是用传递函数是 &•(•) 的 
滤波器滤波承来得到的，其中 H * ( *) 是丨的传递函数的复共轭；同样 

地，5,的元素是用传递函数是的滤波器滤波 A 的结果，而(•:>是 
的传递函数的复共轭.借助极大重叠离散小波变换系数，描绘 X 的分析和综合 
的流程图在图 169 中 表示. 
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I 亡(夯 )I 一炉 I ，丨乙(夯)| 

/ \ 

X + — 、x 

\_ _/ 

|邮>| 一 w x — | 力 •(# 

图 169 描述 X 到第一层极大重叠离散小波变换的小波和尺度系数和 h 的分析流程图，紧 
接者就是由和对 X 的综合的流程图 

5.4 第 y 层极大重叠离散小波变换系数的定义 

对任意的抽样尺寸 N , 我们现在定义第 y 层极大重叠离散小波变换小波和尺 
度系数为 iv 维向景 VV , 和其元素分别是 

L / _1 〜 1 •厂 1 

W ,,, = 2 H /BW ^和 V ,., = 2 H 一 (169 a ) 

/-0 卜0 

/=0 ，…， N — 1 ♦ 其中 和滤波器彳和 { U 被称 

为是第）层极大重普离散小波变换小波和尺度滤波器.注意，因为丨和 
{&.,} 均有宽度 

l } = (2，一 i)a —1) + 1 

(参见练习[96])，所以和 {6.,} 的宽度也是一样的.因为和的传递 

函数是由分 (/) = H (/)/7 f 和占（/)三 G (/)/ V ^ 给出的，故很明显地从式 （96 b ) 和 
(97>中看到， { A ,./} 和的传递函数分别是由 

H,(/) = H(^- , /)ff5(2 , /) 和 G y (/> = II G(27> C169b) 

/ «*o 

给出.对于 ）=1， 由上面的定义推出和 d ,(/) 三 d (/); 我们还取 

H , (/) = H (/) , h,.i ^ h , 和 gi. t = g ,. 

现在我们前面有两个 任务. 第 一 ，给定任意整数 九>1 和任意抽样尺寸 N ， 
我们需要证明，对于极大重叠离散小波变换，我们的定义产生能摄分解 

||X|| 2 = E|WJ 2 H-||V /o I 2 (169c) 

广里 

和加性分解 

x = E + 5 ；0 . (169d) 

>=1 

其中泛和。以一种已经定义的方式分别通过 和匕 e 依赖于 X . 注意上面的结 
果与 4. 7节对离散小波变换得出的结论是类似的（参见式 （〗04 b ) 和 （104 a 〉）. 第 
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二，我们需要完成对极大重叠离散小波变换的塔式算法的描述，这在上节里仅对 
第一层描述了.第一个任务是本节剩下部分的主题，而下节 （5. 5) 将致力于极大 
重叠离散小波变换塔式算法的详述. 

为了建立式 （169 c )， 令和是丨和以 iV 为周期进行周期 
化后得到的滤波器（参见 2.5 节〉. {&,,} 和彳的离散傅里叶变换因此分别由 

{片(务)}和 {$( 务)}给出.因为用循环滤波与用 { h ：.,} 滤波是等 
价的，故我们可以将式 （169 a ) 重新表示为 

〜 * V 一】 〜 

W,,i = 2 A °,,/ X t -/ mo d.v 和 V ^,, = ^ g ^ jXt-itnojN » (170 a ) 

/-0 1=0 

t = 0, •», N — l . 假 设彳； 是 {； u 的离散傅里叶变换，我们有 

丸叫戌(备 W 和 九叫 5 >(务)叫 (170b) 

(参见式 （37 a ) 和 （37 b )). 帕塞瓦尔定理(式 （36 h )) 现在告诉我们 

1^1 2 = &(♦) n * 1 * 和 I 匕 1 ?= 石2 &(♦) \^ k \\ 


转而产生 

1^| 2 + | vj 2 = 1 + &(♦))• 


(170 c ) 


对于任何可以使用式 （169 b ) 来简化上面括号中的项如 K : 

喊)| 2 小 ㈤ | 2 =|中1)| 2 肋(4)| 2 + 當1中备 I 


=(| 中 DPI 中 H ) fi | 5 K ) 



(170 d ) 


其中我们已经用了对于所有的/’有 H (/) + §(/) = l 的事实（即式 （〗63 c )). 
现在，我们应用 （170 c ) 有 

l _ l 2 + lltll 2 = ^ Sm 2 5 卜(备) 2 = IV ,-, II 2 . n 70 e ) 
J 、 *_0 




极大 貧 赉离教 小 波变换 


171 


因为上式对）>2均成立，故通过归纳法的证明表明，对 任一人 >2也有 

llv.i 2 = El^l! 2 + ll^ll 2 . 

如果我们能够证明 | X | 2 = IIV^Ip + lAl 2 , 则式 （169 c ) 的能1分解现在就能确 
立；事实上，练习 [167 b ] 表明当 iV > L 时，这是正确的，但这个限制在下面的练 
习中被去掉了. 

练习 [171a] 用一个与产生 （170 e ) 平行的论断证明 

Wl 2 = 1 承 + < 

我们可用式 （169 c ) 的能量分解来提供基于下述 X 抽样方差分析的极大重叠离 
散小波变换. 因为巧 = + |Xp — X 2 (如式 (48 b ) 中所表述的），由此得到 


^ (171 a ) 

(上式十分接近式 （104 c ) 表述的基于离散小波变换的方差分 析）. 下面的练习证明 

了上式最后两项可认为是的抽样方差 • 

练习 [171b] 证明匕。的抽样均值等于 X ,因此匕的抽样方差由石||1。|| 2 - 

X 2 给出. < 

作为准备建立基于式 （169 d ) 多分辨分析的极大重叠离散小波变换时，我们首 

先需要定义氙 和戈. 为这样做，先注意，用矩阵的记号，我们可以用 

W } = \ V,X 和 V , = V,X (171 b ) 

来表示从叉到的和从 X 到 A 的变换，其中 NXN 矩阵你，的每一行都具有 
由指定的值，而 R 具有由指定的值；即鉴于式 U 70 a )， 我们一定有 



'h% 


h°j, N -2 

h°j.S~3 

…幻 .3 

h：,2 

a:,1 

Ki 

K 。 


h°,,N-2 

…匕 

A：.3 

hU 

hU 

Ki 

hlo 

h].s^ 

… M.5 

K* 

hU 

• • 

h°,,s -2 ^/.w-3 



… Kr 

hlo 



hU-2 

Kn-s 


… h). 


h°j 9 o 


(171 c ) 


而交，是由上式用 { f .,} 代替彳来表示的.与式 （95 c ) 类似，要求的定义是 
V , = WJ 和 Sj = Vj . 
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有了这些定义，现在我们能如下证明式 （169 d ) 的多分辨分析. 

鉴于你/和 P 7 t 的行的样子(参见式 (171 c ))， 我们可以将氧 和 S , 的元素表示为 

.V-I 〜 〜 \-1 

= ^ h ° j , iWj, l+lmoiN 和 Sj.t ― ^ j . t-^lmodN » 

/=0 1 = 0 

t = 0, N -1. 用与 5. 3节里建立 旮的元 素是零相位滤波器输出的一个类似 

论断，我们知道丨色.，丨是用离散傅里叶变换是 丨味 •(备 H 的滤波器循环滤波 

的 结果； 同样地，{免.,}是由离散傅里叶变换是{戌(备^的滤波器 {</} 循 
环滤波得到的.令再一次表示{ X ,}的离散傅里叶变换，由此得到 

{ 坟，,} - ( 态)/?彳為)不卜 { ^*} ; (172 a ) 

同样地，我们有 

队叫5彳 ♦) 2 不 }• (172 b ) 

因为和推出{〜+6,>_{八*十艮}(一个简单的练习！），我 
们有 

{饶.,+ ^叫(|包(务)|、卜(盖)|>*}. 

式 ( i 7 od ) 表明当时丨反(每)「+|5 技 )| 2 =|5 7 ,(务)「，因此上式变为 

{ f> } ., + Sj .,} ^ | A-i( 务 )| 不卜 

然而，等式 （172 h ) 表明也有 {及 - k ,} 一 | |5,-八务 ) | 2 不卜 故对所有的“我们 

—定有表 = + 这就建立了对所有的 

3 U = ^ + 3^ (172 c ) 

一个简单的归纳论证表明对任意的•/。>2有 

沒 1 = U 货 + 沒 /。. 

广 2 

如果我们能证明式 （169 d ) 的多分辨分析现在就建立了；虽然练习 
[167 b ] 表明当时，这是成立的，但在下面的练习中仍然可以消除这个 
限制. 

练习 [172] 用一个与导出式 （172 c ) 平行的论断证明 


X = 5i + Pi. 


<3 
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5. 4节的关键结论与定义 

对任意的抽样尺寸 N , 极大重奋离散小波变换小波和尺度系数分别定义为 

〜 L 厂 1 〜 〜 L 厂】 

- > : hj，iX i—imodN 和 ^j>l == S ) tl ^ l~ln\adS * 

卜0 卜 0 

t = 0, …， N — 1,其中/ = ()，•••， 1^ — 1} 和{么., ： / = 0, •••♦ k —1} 分别 
是第 j 层极大重叠离散小波变换小波和尺度滤波器，且它们是通过 
和夂戶根据第）层小波和尺度滤波器 A .,} 和 {“,} 来定义的（这里和以前 
—样。三 （以一 1)( L _1) + 1). 用矩阵的记号，我们能将 h 式表示为 

= W,X 和 V = v , x . 


其中的行含有丨的循环平移形式（即以 N 为周期进行周期 化〉， 而 A 
的行包含 { iM 的循环平移 形式. 对于第）层极大重叠离散小波变换小波和尺度 
滤波器，其传递阐数分别为 

广2 

H,(f ) 三 H(2>- l /)IX 0(2 J f) 

f^O 

和 

G ; (/> ^ IX (5(27), 

/=0 

其中 /}(•) 和 5(.) 是 — 和的传递函数.定义沢 = 尤， 

我们对^=1，2,…，有 

|iv ; p + ||vj 2 = m ， 

这导出了对任意 Jo ^ l 的极大重脅离散小波变换的能贵分解 

llxll 2 = S!^|| 2 + ||v J c || 2 . 

)*=】 

第）层极大重叠离散小波变换细节和平滑分别被定义为负三化和民 eRT 
对任意的/。>1,借助于它，我们表示极大重叠离散小波变换加性分解 

x= 2 i>j + S Jo . 
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5. 4节的评论与扩展 


[11 如果抽样尺寸 N 是2的幂，时间序列 X 的离散小波变换就能因为关系式 

从极大重叠离散小波变换里提取出来.对任意循环平移序列 
T m X 的离散小波变换能从极大重叠离散小波变换里提取出来也是正确的 . Liang and 
P ar ks (1996) 定义规范正交的“平移不变”离散小波变换时（类似概念由 Del Marco 和 
Weiss 讨论，1997)，用了这个事实.他们考虑了 T m X(nt=0, N —1) 的离散小波 
变换，并且选取了某些能量最大化.这个过程用尽可能少的系数，集中到离散小波变 
换能》 的- 大部分的意义上，产生了最能匹配 X 的平移离散小波变换.这个变换实质 
上对循环平移是不灵敏的，因为它考虑了 X 的所有可能循环平移，且因此，如果我们 
用任意的： T m X 代替 X 作为我们的原时间序列，就能产生相同的结果. 

因为离散小波变换需要 （ XAO 次乘法，所以使用没有理性的强制方法计算所 
有 N 的离散小波变换， 以得到平移不变离散小波变换就需要计算 0( N 2 > 次乘 
法，但 Liang 和 Parks 指出极大軍叠离散小波变换仅用 CKNlo g 2 N ) 次乘法就能 
计算出所有需要的系数.此简化的基本原因是对 T m X 特定集进行离散小波变换， 
在特定尺度上有相同的系数.例如 T M X(m = 0, 2, iV — 2) 和 T m X(m = 
I , 3 ，…， N — 1) 有着相同的 ）=1 的 系数； T m X(/w = 0, 4, N -4) 和 T n X 

( w = 1，5 ,…， N — 3 ， w = 2， 6 ，…， /V — 2 或 w = 3 ， 7 ，…， N — 1 )-- 样有相 
同的 ）= 2 的 系数；等等. 

[2] 在 4.6 节中，我们讨论过将离散小波变换尺度系数{ V ,.,}与 尺度心 三2/ 
联系起来是合理的，因为尺度滤波器丨的自相关宽度总是等于夂： 

( 2 

width , { g y ./ }= - - ^ X , 

Yj gh 

(这是式（〗03)). 因为， 很容易可以看到也有 width , UU =七，因为 
因子1/2』 /2 在上面的比率中.消掉广因此我们宣称极大重叠离散小波变换尺度系数 


} 是与尺度 A / 上的平均相关的，且用与离散小波变换例子中.样的原因，极大 
重叠离散小波变换小波系数{分 7 .,}是与尺度 r , 三&- 1 上的平均的变化相关的. 

5.5 极大重叠离散小波变换的塔式算法 

这里我们描述一种基于 ；-1 层的尺度系数^^汁算第 ） 层极大重叠离散小 

波变换小波和尺度系数斤，和 A 的有效算法（这一算法的伪代码在评论和扩展的 
[1] 中给出）.这一算法的关键是注意用来计算层和）层系数的滤波器之间 

的关系.式 （170 a ) 表明 <、之和 t -, 的元素是分别用周期化的滤波器 

和循环滤波{ X ,}得到的.这些滤波器的离散傅里叶变换分别是 

{包(备) }、{ 5 ,( 吾 H 和 会) >• 式⑴⑹的 一个应 用告诉我们这 些离散 
傅里叶变换的前两个可以借助于第二-个离散傅里叶变换和基本的小波和尺度滤波 
器彳心}和 Ud 的传递函数 H (.) 和已 （•> 用下面的方式表示出来： 
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5(2^-'^) ―, v } 


ii (2 J - 1 ^) 

m 175 表示^^到^和 t 的分析，接者是从和 I 到< ,综合的流程阁 

包(备)=‘ (♦卢(广 1 ♦) 和 M 备)= 5 卜 1 [备) s [ 2 D . 

现在，上面等式的右边描述了由两个循环滤波器组成的滤波器级联.第一个 
滤波器一当被运用到久时——作为输出产生如果我们将这个输出应用到第 
二个循环滤波器，即离散傅里叶变换是丨分( 2 一夯)丨和 {(5 ( 2 卜 ，夯) 丨的滤波器， 

我们就能作为输出得到< 和 I . 因此，通过用 { A ( 2 ，— 1 务)丨和 p ( 2) - l 去)丨描 

述的循环滤波器滤波就能得到&和 

为了精确地看到这两个滤波器采取什么样的形式，回忆练习 [91] 的结 果：如 

果宽度为 L 的滤波器/=(),•••，乙一1}有传递函数分（•），那么宽度为 
— 1) + 1，脉冲响应序列为 

h 0 ，0，”.，0,心，0,…，0,…， A ，.— 2，0，-"，0, Ai._i 

、 V — … 〆 v ™ ■■ -y * 、■ V 1 〆 

2厂 1 —1 个0 2 i_l — 1 个0 2广 1 - 1 个0 (175 a ) 

的滤波器就有一个由 { H (2 卜 7)} 定义的一个传递函数.因此用公式 

Wj ,, = ^ h , Vj - u ,^- l lm 0 AN * t = 0,1, — , N - 1 (175 b ) 

1=0 

可以从 {迗 - i ,} 中得到手，用类似的论断，我们也有 

Vj, t = gl V /- 1mod . V ，^ = 0 ♦ 1 » *•• » N — 1. (175 c ) 

这两个等式构成了极大重食离散小波变换塔式算法.注意，如果我们定义么“： 
X ,，那 L 面的两个等式就产生第一层极大重叠离散小波变换小波和尺度系数& 
和 A (参见式 （163 e )). 〜 〜 

既然可以通过滤波 A - i 得到'^和 A ，那如下面练习所描述的，从以，和 A 重 
构 Vy-j 也是不足为奇的. 

练习 [ ns ] 证明利用离散傅里叶变换是由{忌.( 2 广和{ ( 了. ( 2 …务) } 

给出的滤波器，极大重叠离散小波逆变换可以通过下列等式描述的一种逆塔式算 
-来 计算： 

V ; . lw = 2 + 2 = 0，1，.“, N -1. (175 d ) 

/-o /«o 

<3 

阁 175 描绘了极大重叠离散小波变换塔式算法和它的逆的流程图. 
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我们可以用 /VX/V 矩阵良和 A 表示从，到斤, 和弋 的 变换： 

承=@, 和 V ; = A ； V ,-,. 

这些矩阵的内容从式 （175b) 和 （175c) 中是显而易见的.艮的行是由式 （175a) 以 N 
为周期进行周期化的上抽样小波滤波器组成的，其每一行由于向前或向后一个单位 


的循环平移而与它的邻行 不同； 同样地，的行包含着由上抽样的尺度滤波器指 
定 的值. 例如，对>=2和 W=12, L=4, 我们有 
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而;^是将上式的心用 A 替换得到的.注意这个描述与 5.3 节艮和又的公式是 
一致的.有了民和又，我们就能用一种与离散小波变换类似的方式表示从 
到和^的极大重叠离散小波变换.因此有 


V 厂 


p . y , 


B , 


v,_, 


V t 


U . 


这看起来与在所有分1顶上放上〜的等式 （94b> 是相同的，也指明了极大重叠离 
散小波变换滤波器的用处.进而，很明显地从式 （175d ) 可以看到和 t 到 A , 


的综合也可以根据民和又来表示： 

V,-, = B]W, + -4JV/. 

如果我们回顾到 1= 龙，那上式直到人层的递推使用产生 

X « -bAjBj 屯 + W 沒沐 + … 

+ 2 卜 + 於••凡 V, . 

我们可以用上式确定第）层极大重叠离散小波变换的细节石，和第 h 层极大重叠 
离散小波变换的平滑吾 .^ 的表示式，即 

V t = AJ - AUB]\V J 和 民， Aj- V ； o . 

定义公戶 w7 忒和 A 。 三以匕，和 t 式的比较产生了根据汉和乂矩阵的闪 , 


和込的表 示式： 

VV> = BjAj-j •** ^1 和 

注意式 (171b) 说明通过用上边的 NXN 阶矩阵单独的左乘:V就能得到七和 
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5 . 5 节的关键结论与定义 

虽然用定义 

〜 L 厂 ' 〜 1 • 厂 1 

Wj, t = 2心./X, .V 和 E U gj.lX^AN^t = 0，1，…， iV — 1 

/ o / - o 

也可以从 ）一1 层的极大重番离散小波变换的尺度系数经由下面的递推得到这些 
第 J 层的极大重叠离散小波变换系数（这里我们定义 

L — 1 〜〜 1 〜 

W ;>/ = 2 Vj-l^-^lmodS 和 y,.t = 2身/ VVl .,- 2〆 、 mod . v . 

/ -o /-o 

但我们可以用矩阵的记号将上式描述为 

= B, 込-，和 V, = A, V,-,, 

其中民的行包含4,丨的循环平移形式，它已经被上抽样到宽度 2>-'( L - l ) + l , 
然后以 N 为周期被周期化.基于{么丨，用类似的方式可以构造 2,( 这里，上抽样是 
通过在原始滤波器的 L 个值每两个间插上2，- 1 一 1个0构成的).我们可以通过 

L-\ _ /-I 〜 

Vj.- Ul = y^j ht Wy .^-'/. nod.v + yi g / v j( , H . 2 >->, inodl v 

i 0 /-o 

从 { W ,.,} 和{込.,}重构 { V , 这可以用矩阵的记号表示为 A … = B] < + 
^4； V ,.上面的关系式允许我们将极 大重择 离散小波变换的细节和平滑表示为 
V, = Ar-Aj-iBj \V } 和 5 j 0 = Ar- » 

转而说明，矩阵 w ; 和 P , 可以表示为 

VV> = 厂 I … w4i 和 V> = <4)*4 卜 1 … 《 4i 

(这些矩阵产生 = 和= 

5. 5节的评论与扩展 

[1] 这里我们给出用来计算极大重叠离散小波变换及其逆的伪代码.对 / = 

N -1, 定义9。.,=兄，其中 iV 为正整数.设 彳心： /=()，•••， L —1} 是宽度 
L 为偶数的一个极大重奋离散小波变换小波滤波器.设是由式 （163 d ) 从 

构造出的相应的极大重叠离散小波变换尺度滤波器.将 1 ^和& 々的元 素表示 
为诼 7 .,和匕 〆 ，, = ()，•••， N -1. 给出化…， F 面的伪代码计算出化和^(这是 
基于 （ 175b) 和 （ 175c)): 

对，= 0,…， N— 1 ♦ 进行下面的外循环： 

置 kd 

置: V ,-,.*. 

置 9,.,/ : =go V ,-,,*. 
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对;; 二〗 ，…， L-U 进行下面的内循环： 
k 减少2广 1 . 

如果々<0，置走： =^ modN . 

增加 I 之 - u *. 

之,增加^込 - K *. 

结束内循环. 

结束外循环. 

注意，如果）满足 2" t<iV (在实际应用中通常会遇到），那么以上代码中的单 

个的 ImodN ” 就能用“ k^N ” 代替. 通过先用 y = l 时上面的伪代码（即由开 
始)且对 > = 2,…，人，我们能得到极大重叠离散小波变换的组成向量，即 

承， …， 和而且还有中间向量込，…， v ； 0 -.. 

极大重叠离散小波逆变换的任务就是给出向量以,，…，七。和计算 X . 

给出化和匕，下面的伪代码用来计算 VV〆 这是基于式 U 75 d )) : 

对《 = 0，…， N -1, 进行下面的外 循环： 

置 k •• = i . 

置込: -Ao V ,.*. 

对 w = l, …， L — 1,进行下面的内循环： 
k 减少2 广 1 . 

如果 k > N ，置 k * = kmodN . 

Vi-i.itiJflA. V,.*. 

结束内循环. 

结束外循环. 

再次，如果 ） 满足 2> '< N , 那么上面的伪代码中单个的 ImodN ” 就能用“走一 N ” 
来代替.通过先用的伪代码，我们得到 I 。- 卜 我们可以将斤々和(\放 
进箱子里，出来的是来描绘这个 程序： 


接下来用斤;。-!和的伪代码产生、-2: 








经过 A — 2次伪代码的反复应用，我们得到 Vo = X : 

V '— I 1-*- 1 个 1 —X 


W J , ^ o - 



极大重叠离散小波变换 


179 


( Vj ^^ V ,是作为中间量计算而产生的 .） 

第）层细节负是用&,•••，6^,, 和 t 的极大重叠离散小波逆变换得到 

的，其中每个九 a — 1，…， >) 均是有/ V 个零的向量.这个细节在上面伪代码里 

用&，和 A 代替 A 出发，能通过递推应用厂>一1，…，1的逆极大重叠离散小 
波变换算法得到.在）次迭代的末尾，我们得到了希望 的泛： 

6；-^! I~H 卜… -*!■■■■ ■卜 fi 

个 个 个 

弋^ 6 . 

同样地，平滑可以通过应用极大重叠离散小波逆变换到故，…，屯 。和得到： 

^/ 0 — — ? 一一 1 ^ 一 
V* 6 . 

[2] 极大重叠离散小波变换细节和平滑与零相位滤波器相关的事实是一个以 

任何循环滤波沁 A (务 ^为基础得到的一个零相位输出的著名“技巧”的例 

子. 技巧（例如，在 Hamming ， 1989，第252页描述的）就是用{ 〆 }滤波时间序 
列 X ;反转从这个滤波器中的输出；然后用滤波被反转过的输出再次得到一 
个输出一称再反转得到的为 V —与零相位相关.因为滤波反转过的输出，接着 
冉被反转，是与原输出的互相关作用相同的事情，这个过程等价于下面的流 程图： 

即二级级联的等价循环滤波是具有丨 a (^.)|'| 的频域表示，其必然有零相位- 

5.6 “脉冲”时间序列的极大重叠离散小波变换分析 

现在让我们回顾一下 5. 1节讨论过的例子，在那里我们看到了一个“脉冲”时 
间序列 X 和它的循环平移的离散小波变换分析.图181底部的六行表明了 
与图161中相同的量，但现在我们用极大重叠离散小波变换代替离散小波变换 • 
让我们先考虑 X 的极大重叠离散小波变换系数（第1列，中间五 行). 与离散小波 

变换相比较，每个极大重叠离散小波变换系数向 量州， 和 h 都与 X 有相同数目的 
元素.如第-列里标识符指示的那样，我们向前平移每个系数后（即向左边循环 

平 移）. 再绘制成图（参见式 （52 b ); 例如，的第一个和最后一个值分別是 

和 W ,. S 2 ). 因为在这个例子里，我们用 KA (8) 小波滤波器，故这些循环平移前 
移的极大重叠离散小波变换系数向景使他们近似是零相位滤波器的输出.对于小波 
和尺度系数，前移的特定值分别是由式 （ U 4 b ) 中的和式 （（ U 4 a ) 中的 J ; 1 的绝 
对值所决定的(在这些式中，对 LA (8) 滤波器， w =— 3 ). 对平移序列 PX ， 相应的 
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极大重叠离散小波变换系数向量在第2列中表 示出. 严格比较第1列和第2列说明， 
平移 X 有着用类似数值平移每个极大重脊离散小波变换系数向量的效果；即如果 W , 

和构成了 A 的极大重叠离散小波变换，那么^和^ 构成了 T m X 的极大 
重叠离散小波变换.与离散小波变换相比较而言，循环平移 X 以一种直观合理的方法 
修改了极大重叠离散小波变换系数.还注意到，最大的极大重叠离散小波变换系数出 

现在 兩中， 即在尺度 r 3 == 4 的变化上.假定脉冲仅在六个值上是非零的且有 4. 3的有 
效宽度，这看起来是合理的(用与式 (103) 类似的一个有限抽样尺寸提供的一种度量 )• 
让我们比较 X 和 T 5 X 的多分辨分析一-这些分别在图181的第3和第 4 列 
表示（中间五行).对于两个序列的极大重叠离散小波变换细节和平滑再一次用一 
个简单合理的方式连接 起来： 如果泛和形成了龙的多分辨分析，那么 

和就形成了的多分辨分析.从图161很明显地可以看到，这个简单 
的关系式°对离散小波变换来说是不成立的. 

最后，我们比较一下对脉冲序列的极大重叠离散小波变换系数和多分辨分析•通 

过观察图181的第一列和第三列里的特定行，可以看到，向量: k 和负在形 
式上是十分类似的，丁― 1 #’丨^和孓也是一样.对比之下，图161的相应部分表明 
离散小波变换细节功看起来与^完全不同(在一定程度 h 因为前者比后者多出2个 
元素).为了弄清楚和为何看起来类似，回忆两个向量都是作为循环滤波 X 的 
输出而产生的.对^来说，循环滤波器有 | j 的频域 表示. 因为7" _| 〜 

近似地是零相位滤波器的输出，故它的相关循环滤波器近似是 { | }• 另一方 

面，从式 (172 a ) 可以知道，产生的循环滤波器是由 { | | } 给出的，故产生 

r * 1 ^ 1 W , 和负的循环滤波器就有着类似的相位和增益特性（叶 （•） 近似+是一个 
带通滤波器的事实意味着 I H ; (.) | 2 也必须是——可以证明后者在某些度量标准下是 
一个更好的逼 近). 在离散小波变换情形 F ， 我们就没有这样一个紧密的对应，主要 
是因为滤波现在是通过先下抽样形成 W 然后再上抽样形成 A 得到的. 

虽然极大茧叠离散小波变换细节和平移的小波系数是从有类似相位和增益特性的 
滤波器中输出的，但他们能被充分利用的方式是十分不同的.让我们用脉冲序列 X 和 
T S X 来说明.首先，虽然式 (169 c ) 表明我们可以用极大重叠离散小波变换系数分解在 
久或里的能贵，但对细节和光滑这是不正确的.为证明它，再次基于 12(8) 小波 
滤波器计算 ； o =7 层的极大重脅离散小波变换，并构造离散小波经验功 率谱： 

作 （ O 去 II 承 II 2 = 士 II f 承 1 2 ，= 1 ， … ， 7. 

由于脉冲序列有 N -128= 2 7 个点，我们能用练习 [5. 9 a 」 断言这些谱能为 X 或 
提供抽样方差的一个 分析： 

ox == 2 尸卬 （ r J 〉 
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1 2 34 5 C7 1 2 34 5 67 1 2 345 67 1 2 3 45 67 



0 64 128 0 64 128 0 G4 128 0 64 128 


m 181 用极大重叠离散小波变换代替图 161 离散小波变换作为下面 六行 . 顶 行表示 离敗小 
波 经验功 率谱（前 两列） 和一 个基于 ）= 1，…，7 层的极大重叠离散小波变换细节相 
应的量 （后 两列） 详情参 见正文 

(根据极大重叠离散小波变换系数对^的分析将在第8章里进一步研究）•图181 
第一行的前两个图表 示出了 X 和 疒太 的谱， 并 且看起来是一样的'#环平移 
—个序列 不改变它基于极大重奋离散小波变换上的功率谱（式 （63a) 和 （63b) 表明 
—般地对基于离散小波变换的谱，这不是真的）.为证明相应的细节不能以类似 
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的方式使用，我们还计算 

var < ^ )1 II 2 = — II f>j IJ 2 * j = 1 •…， 7 

且在第一行的后两个图中为 X 和 rx 绘出了图.练习 [5. 7] 已经断言 II 泛 
||1 V ; I 因此我 们定有 ^<负><户以!：,）.图181表明在这里这是正确的.关 
于 X 的能量特性是如何在 r , 的一个尺度下改变的研究应该建立在上而不是建 
立在 ft 上. 

虽然极大重叠离散小波变换细节不能用来产生一个有效的方差分析，但它们 
是加性多分辨分析分解的-•个整体部分，对于脉冲序列和它的平移，我们有 

^ - S t>j + Sx 和 T\ = f>i + r 5 ^4 , 

因此，把在图 181 后两列的中间五行序列加起^产生底行的时间 序列. 对这个 
例子， 

2 T " U：H 1 -hr' 1 ^ 1 v 4 » 

所以，我们-•般不能直接用极大重叠离散小波变换系数产生一个加性分解(然而，练 
习 [5.10] 表示哈尔离散小波变换是一个例外，它的系数能用来直接产生一个加性分 
解）.用来产生泛和义。的滤波器的精确零相位特性对调准原始序列里和多分辨 
分析里的那些结果是很重要的，并且由多分辨分析提供的精确加性确保了 X 里 
所有的特性用细节或光滑来解释. 

对于方差分析，加性多分辨分析的使用和极大1叠离散小波变换系数的使用 
之间的相互作用在下面将进、步阐述，其中我们考虑实际时间序列的基于极大重 
叠离散小波变换的小波分析. 

5.7 例子： 心电图数据 

这里我们用极大重叠离散小波变换再检验-下心电图时间序列，主要0的是将 
它与 4. 10节用离散小波变换的分析进行比较.图183表示基于 LA (8) 小波滤波器 
的7。= 6层的极大重叠离散小波变换 相应的离散小波变换分析在图127中表 

示.绘图之前，系数向最和匕分别循环前移式 （114 b ) 中的 | v ) M > | 和式 （114 a ) 
中的 U w > |， 尽可能使系数与原时间序列调准（平移的数 M 由图中记录的每个了 

的幂表示）.两条粗垂线穿越给定的和 T 叫描绘了被循环性假 
设至 少在一 定程度上影响的平移向贵的开始和末端的区域 （我 们将在 5 . 11 节讨论 
怎样计算出这些直线的位置）.极大重叠离散小波变换系数审愤的子抽样和再尺 
度化产生离散小波变换系数，如果我们将图127里比较大尺度的系数与图183中 
的系数进行比较，就能看到离散小波变换里固有的予抽样相当重要地限制了我们 
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卜 — . M M — M- r-'^, 



*( 秒) 


阁〗83用 LA (8> 小波对心电阁时间序列的极大重香离散小波分析.上图应该和图〗27所对应 
的离散小波变化比较（详情参见正文） 

按照原心电图序列黾的结果解释其系数的能力. 

在阁184中表示出了极大重叠离散小波变换多分辨分析.和以前一样，粗垂 

线穿过给定的氧或孓描绘了被循环性假设至少在一定程度上影响的平移向埴的 
开始和末端的区域（详情参见 5.11). 这个多分辨分析应该与图133中表示的基于 
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图184用 LA (8) 小波对心电图时间序列的极大重叠离散小波变换多分辨分析（详情参见正 
文〉. 闬133表示相应的离散小波变换分析 

离散小波变换的多分辨分析进行比较.这两个多分辨分析的总体概貌是很类似 
的，但注意在离散小波变换细节爲、 A 和及与相应的极大重叠离散小波变换 
细节氙、祆和 A 之间的差别：在每种情况中，极 大蜇叠 离散小波变换细节跨 
越时间时更一致，表明在离散小波变换细节上的时间变化在一定程度上归功于 
由离散小波变换假设的特定的 校准. 还要注意极大重叠离散小波变换细传办 
不和离散小波变换细节 A —样逐渐衰减（尤其是在序列的开始〉，毫无疑问， 
又是因为离散小波变换中的定位的影响•在 P « 里特征化“脉冲”的非对称状态 
也由于与此细节相关的零相位特性而在极大電叠离散小波变换细节於 6 里被消 
除了. 
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最后，让我们比较对183中的极大重叠离散小波变换小波和尺度系数与 
阁184中极大重叠离散小波变换细节和光滑.虽然前者保持了能量而后者保持了 
可加性，但这两个尺度分解的总体形式是十分相似的.细节和光滑是通过滤波小 

波和尺度系数得到的，因此每个负或孓在形式上必然比相应的 < 或匕光滑. 
这在与孓的比较中尤其 明显： 后者包含了前者里几乎完全缺少的小波纹.虽 

然孓是基线偏移的一个相当有用的估计（同样地，在其他时间序列里，5 々是一 
个有用的跳动的估计），任何在心电图序列里通过尺度和（或）时间的有意义的能 

量分划必须用极大重叠离散小波变换系数做.因此两种类型的分析（斤，与和 
V , 与义。）在这个和其他时间序列的分析中有着重要的 作用. 

5.8 例子： 子潮海平面涨落 

在这一节中，我们用位于北加利福尼亚的开放海岸上伊斯兰城 (Crescent City ) 
的子潮 海平面 的时间序列来解释基于极大重叠离散小波变换的多分辨分析和方差分 
析. 在它的港湾内，一个永久的海浪测量仪器由国际海洋协会 （ NOS ) 保存. 这个测 
M 器在一个平静的井中每隔 6 min 测量一次水平面，这抑制了由于风波和上涨引起 
的髙频涨落.周期化水平调査保证了测量器的参考平面相对于周围的地方是保持恒 
定的.这里考虑的时间序列是基于一段从1980年初到1991年末的水平面序列.这 
个部分除了几个相对小又短的缺口之外还包括了长度为两周的一个缺门.这两个周 
的缺 n 发生在1990年夏天且已经用预测潮加局部均值被填充，然而由国际海洋协 
会提供的插值用于接通短的缺口.然后编辑的序列每10个值被下取样来产生每小 
时的值，且用 Kaiser 低通滤波器滤波来除去每天（一天）和辛天（每天两次）的海浪. 
滤波器平方增益函数的3 dB F (半幂）的点发生在对应于 1.82 天的周期的一个频率 
上，而对应于一个 2. 68天的周期和更长的频率是在低通滤波器的通带中，且在能 
量上以少于1%被截断.最后，滤波的序列每隔天重新采样，产生一个用 
厘米来测量的含有 N =8 746 个值的时间序列彳足 }. 这个序列反映了在伊斯兰城的 
沿海水平面上 的了潮 变化（即可预测潮成分消去后的变 化）， 且在图186的最下面绘 
出（关于这个应用的更详细的内容，参见 Percival and Mofjeld ，1997). 

描绘 j 0 = 7 层 LA (8) 基 T 极大重释离散小波变换的多分辨分析的八个其他 
序列，在图186中伊斯兰城海平面数据的上面绘出.最上面的序列是极大重叠离 
散小波变换光滑及 7 (相应于物理尺度 = 天上的平均 值）， 而在它下面的 7 

个序列是极大重叠离散小波变换的细节 序列办 ，公 2 ，…， 饬 （相对应于从最下 
面到最 h 面依次为 I / 2 ，1，…，32天的物理尺度上的变 化）. 如往常，我们有 
^ 如 5. 11节所解释的，两条相交实垂线给出的 A 或孓描绘了在 

某些 程度上 （尽管很小）用假设{足}对和 t ^ N 是循环定义的，这会影响按 
年的多分辨分析元素的区域；然而，这个序列的一个循环扩展在这里是有道理的， 
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图187图186的1985年和1986年部分的扩大图 

我们在观察现象时，有非常接近于12个完整年的数据量 • 

然而，在更详细地考虑多分辨分析之前， U : 我们表明为何决定用 LA (8) 小波 
滤波器，并且设 Jo = 7. 选择这个特别的滤波器是因为我们最终想要把极大重脊 
离散小波变换系数本身与实际时间相结合（如果我们仅对多分辨分析感兴趣， 
1 X 4) 滤波器将会产生几乎相同的结果，但是对基于哈尔滤波器的小尺度，细节 
序列遇到一个“过滤”的形式.因为显而易见地它们在跟踪更高尺度的波动一参 
见 8. 9节对于过滤的讨论和在各种小波滤波器中它是怎样被嵌人微分算子的数目 
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影响 的〉. 最接近对称滤波器的相位形式允许我们与时间结合，因此，我们选取 
这种类型的滤波器且特别地停留在 LA (8) 滤波器上，这是因为 L = 10 和12的最 
接近对称滤波器几乎产生了相同的分析，但是必须更多地考虑到由边界条件影响 
的项的数 0( 参见 5. 11节）. coiflet 滤波器也是合理的选择，但是这种类型的最 
短成员 一 C (6) coiflet ——给出了一个相似的多分辨分析，当最短尺度上的小波 
系数用于执行将在 8. 7节中讨论的子序列方差分析时，也有它泄漏的证据（下一 
个最短 coiflet 是 C (12)， 它给出了与 LA (8) 滤波器相同的结果，但是与 LA (10) 
和 LA (12) 滤波器有问样的关于边界的影响 >. 


我们选择 7 o = 7 层是建立在如下事实的基础 上的： 得到的光滑 A 反映了在 
一个物理尺度 A 7 A / = 2 7 y -64 大上的平均值，因此包含了在子潮序列中的年内 

的变量（即年之间的变量）.如果我们使7。>7,就会将这些年变最打破成为碎 
片，这些与分离的统一体相比对海洋学者而言是不感兴趣的.另一方面，如果设 
为 Jo <7, 就会将某些尺度加到有一个季节性的依赖变量沒2。上（下面我们要看 
的），因此可以更好地分开研究. 

现在让我们更详细地考虑多分辨分析.对于多分辨分析的一个用途是检测波 
动，即本质上是瞬变的而且限制到几个尺度上的波动.作为一个例子，图187给 
出了图186—部分的一个扩展观察，并且表明在变化上的一个短的间歇发生在 
1985年12月（恰恰在1986年初标记过的垂直虚线的左 边）. 这次间歇发生在最短 


尺度上，即1、2和4天（相应于&、 fe 和抆）.这期间的气候条件的检査表明 
间歇是由于风暴的向北偏移，这是在这段时间中由在美国西部形成的空气中一个 
高压的脊向远离伊斯兰城区形成的 • 如在较长尺度中可看到的一样（8、16和32 
天，相对应于 ft 、 疚和办），这样的脊慢慢改变了空气压力模式和风模式.然 
而，这个脊不能存留足够长来反转在光滑孓上可见的季节性水平面上的向上倾 
向（图187最上面的序列），即使它的两个高空压力和在海岸附近北美风易于产生 
低水平面.它对伊斯兰城水平面的主要影响以在较短尺度上变化性的递减 出现. 
回顾过去，这种递减能在图187最下面的{兄丨的图中看到，但是在图中认出来 
是很困难的，然而多分辨分析使它很容易挑选出海洋学者感兴趣的这样和那样的 
特点. 

在图186中多分辨分析也使得一些尺度上的变化很明显是季节性相关的.然 
而，从这个分析中，定量研究{ X ,}的尺度相关变化特性是有问题的’因为这里 

|| X || 2 ^ + \\ S 7 II 2 . 

7=1 

我们可以用 

iixi 2 = e»^i 2 + iv 7 ir 
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替代检査极大茧蝥离散小波变换系数.我们可以通过如下定义的创造旋转积累方 
差图，定量研究在一个尺度对尺度基础上的方差的时间相关性.首先我们循环地 

推进的元素单位，以使 T - 1 ^ fH， ' W , 与 X —致（参见式 （114 b ) 和围绕它 
的讨论).然后我们渐增地求： T 1 ^’ 1 化的元 素的平方和用 1// V 规范化以形成 

Cj.i 三士 XI I -* H> i niod.V *t = 0, …， N — 1. 

^ 1,-0 

由于丁-卜广’丨<| 2 =石||\^| 2 能够认作是尤的由物理尺度^/的抽 

样方差的分布，序列彳 Cp } 对通过时间的第_/个尺度，跟踪抽样方差的积聚.因 
为 { C 、} 是一个非减的序列，有时候作为对/的函数绘出 C ,., 来积聚抽样方差的这 
种方式是很困难的，但是我们能够通过绘出 

C ；., 作为'的函数 （189) 

克服这个困难，我们称之为旋转积累方差图（本质上，旋转允许我们看到，按/的 
每个增量%^ 1 的一致积聚形成的偏差；这种观点将在 9. 6节被重新探索以估计 

在一个时间序列变量上的变化的位置）. 

作为例子，图〗90展示了对物理尺度 = l 天和 r 7 A / = 32 天上旋转积累方 
差图（因为对于 LA (8) 的小波滤波器， v 二一3,式 （ l 】4 b ) 告诉我们 i 4 M> = _ ll 和 
v < h ) = _445). 在这个图中最下面的图很明显地表明，在天的尺度上变化的可变 
性是季节性相关的，在冬季发生更多的变化（即在垂直虚线的附近）.在夏季月份 
里，旋转积累方差图的线性表示表明，在仲夏的变化性是相当稳定的，而且从一 
年到另一年是可以预测的.这表明稳定的夏季模式改变到更飘忽不定的冬季模 
式，可以从一年变化到下一年，达到一个月之多；进而，这改变看起来好像是某 
年 （1985) 清楚地突变而在其他年 （1998) 分散.另一方面，图190最上面的阁表明 
在32天尺度上变化的可变性的相应图形.在这个尺度上的季节依赖性是更不确 
定的.例如，旋转积累方差表明，在1980、1982、1983、1986、1987和1991初 
附近上变化的增长被标记，但是从大约1989年3月到1991年1月，大约有20 
个月的跨度几乎没有变（在 8. 7节我们将进一步考虑这个旋转积累方差的时间变 
化方面）. 

最后，如我们在 5. 3节所注 意的， 由极大重叠离散小波变换构造的细节和光 
滑能够认作是零相位滤波器的 输出. 如果想要把细节里的结果和原始序列里的结 
果联系起来，而且要理解不同尺度的结果之间的暂时关系，那么这个零相位特性 
是很重要的.为了阐述这个零相位特性在实际中意味着什么，我们在图 〗91 M 上 
面的图中表示出了极大重叠离散小波变换细节方 5( 细 曲线） 和 X ( 粗曲线）在1986 
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m 190子潮海平面变化在物理尺度丨天（底图）和 r7 & = 32 天（顶阁）的旋转累积方差阁 


年的第一部分附近.这个细节应反映 X 在尺度8天上的变化，因此我们期待当在 
大约8天上的一个平均值不同于在它附近标记过的值时，在 A 上的值是大的. 
选择这个时间周期是因为在 X 中有这样持续时间的三个尖峰一^它们的中心在 
从1986年初大约32、48和72天（注意在横轴上，小的标记记号之间的距离是8 

天）.极大重叠离散小波变换细节很好地挑选出这些结果，而且在 A 中尖峰的位 
置严格地与 X 中的那些相匹配.因为当我们对 X 运用循环平移时， 氙也 循环平 
移，无论我们怎样地选择 X 的开端，最上面的阁形将保持相同 • 

为了比较，图191的中间和下面的图形中的细曲线表明，对于在 X 开端两个 

不同平移的离散小波变换细节私，即平移12和8值（相应于6天和4天）.注意 
用两天改变 X 的开端将显然地改变办.因为离散小波变换细节不保持零相位特 
性， ft 中峰值的位置就不必与久中的那些匹配 很好. 例如，考虑办中尖峰的 

位置相对应于 X 中32天附近.与上面图形里的公 5 相关， 在疚中 的尖峰明显发 
生在中间图形的后端和在最下面图形的前端.离散小波变换细节定位于 X 中瞬 
时结果的能力就这样被限制，然而因为它们的零相位性质，极大重叠离散小波变 
换细节表现得很好. 

5.9 例子： 尼罗河最低水位 


这里我们提出一个时间序列的多分辨分析，这个序列是由开罗 （ Cairo ) 附近 
的 Roda 测定的数据，记录了从622年到 128 4 年的尼罗河年最低水位的测景组成 
(这个分析是从华盛顿大学统计系的 Simon Byers 未出版的1995年的报告中摘取 
的）. 以米 测量的水位的时间序列在图192的最下面绘出，且实际上是尼罗河最 
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又(从1986叫⑴日起） 


m 191对极大重叠离散小波变换细节的零相位特性的说明.每个图的粗曲线是在1986年初 
开始的伊斯兰城序列96天的那部分.细曲线（从顶部到 底部） 是原时间序列 X 的 LA 
(8) 极大重叠离散小波变换细节 P 5 , T U X ( 延迟12个数据值的时间序列）的 LA (8) 离 
散小波变换细节访和疒尤(延长8个数据值的时间序列）的 LA (8) 离散小波变换细节 
V ,. 与这些细节相关的物理尺度是0^ = 8天，即细节应该与一个8天尺度上平均 
值的变化有关 （这 就是横轴上较小点标号间的距离） 

低水位的一个非常长的历史记录的一部分，而这是由 Prince Omar Toussoim 和 
1925年出版的多卷《 M 6 moires de Plnstitut d ’ 色 gypte > 中标题为《 M 6 moire sur 
L’Histoire du Nil 》 中的资源进行编辑的. Toussmm 的记录扩展到 192] ,从622 
年到1284年表示最长一段无间断的值 （1284 年以后有一些小的分散的丟失值直 
到1470年，之后覆盖就更不完全了：例如在整个16世纪只有】7个测量值）.阿 
斯旺. 坝 （1902) 和阿斯 旺 • 高坝 （1960 〜 1970) 的建造结束了自然界中控制尼罗河 
水流的局面. 

虽然对于在图192中的时间序列负责的主要现象不再是可操作的，尼罗河最 
低水位的历史记录以它特有的正确性发展了一段很有兴趣的 历史. 水文工作者 
Hurst (1951) 用这个和其他的时间序列在一次研究中演示出传统的统计方法对时 
间序列的无效性，且展示了长项的持续性（即慢衰减的自相关序列——参见 7.4 
节）.在 Hurst 的先驱性工作之后 ， Mandelbrot and Walli S (1968) 提出用分形高 
斯噪声（这将在 7. 6节中定义）来模型化他所研究的各种序列以描述 Hurst 的经验 
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m 192利用哈尔小波滤波器关于尼罗河最低水位(用米）的人=4层极大重叠离散小波变换多 
分辨分析 

结果.这个模型首先完全地试图在特征化现在已经很著名的稳定长记忆过程 
(第9章观察了小波可用 T 研究这种过程的各种方 法）. Ber a n (1994) 在他的开拓 
性的有关长记忆过程的统计学书中，使用扩展的尼罗河序列作为一个例子.最近 
的 Eltahir and Wang ( 1999) 以确定历史上厄尔尼诺 （El Nino ) 现象多久发生的间接 
方法来研究这个序列. 

图192的上面部分展示了对尼罗河的 ；o = 4 层的极大重叠离散小波变换多分 
辨分析.我们使用哈尔小波滤波器，因为从 L = 4 或更宽的滤波器中的多分辨分 
析与哈尔多分辨分折在数量上类似——既然用更宽的滤波器没有明显可见的好 
处，那么哈尔滤波器在这里是更可取的，因为它最小化了有关边界条件效果的顾 

虑（我们用一对粗垂线来表示每个多分辨分析分量的边界区域-参见 5. 11节）. 

选择九=4是因为我们主要在指出通过尺度 n 和^的确定时间依赖性，把它和 
在更高尺度 h 缺乏这样依赖性相比较感兴趣.由于这个数据是按年记录的（即~ = 
1年），多分辨分析的分景连带从最下面到最卜•面依次为〗、2、4和8年的物理尺 

度上的平均的变化（分别从办升到 P ,〉 和】 6 年的平均 （&)• 多分辨分析最感兴 
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趣的方面是在细节 A 和 fe 中变化的明显不 均等： 表面上看起来在这两个细节巾 
直到早期的700年有比较大的变化性.对于较髙尺度的细节 （负和 P ,). 证明在 
记录的早期部分没有增加的变化性依据. 肖增加 的变化性是很明显的一 在一个 
较小的 程度上 ——在{ X ,}本身的阁上且已经用其他方法研究过 （ Benm , 1994), 
基于小波的多分辨分析十分清楚地将它选出来，并且很好地证明了它是在尺度 h 
被局部化的. Toussoun 的字母组合及 Popper ( 195〗 ） 和 Balek ( 1977) 后來的历史 
性研究都指出了 715年（或其后不久）在开罗附近的尼罗河上 Roda 岛屿 i ： 的清真 
寺里“水位计”的构造（这年在阁192的两个图上用横轴上的…个延长记号所标 
记).从那个时候到1284年中每年的最低水位就用这个装置所测量（或是在861 
年做的一个新构造）.从622〜714年 测献的 精确渊源是不被人所知的，但是他们 
最大可能在开罗附近的不同位置上，用 Roda 岛上清真寺的那个较差的不同类型 
的测 S 设备.因此这个新的水位计导致了最小尺度上变化性的减少，这种说法是 
很合理的（根据地球物理解释这种变化性的差别是很难的）. 

我们将在 8. 8节和 8. 9节冋到这个 例了当 中，在那里我们利用非正式的和正式 
的统计检验来核实在大约715年前后在一两天的尺度 t 的变化性是相帟不 同的. 

5. 10 例子： 海洋切变测量 

这里我们考査垂直海洋切变测景的 * 个“时间”序列.这些数据是通过越过船 
的侧面然后设计着垂直下降到大海里的方法而收集到的.随着下降，调杏搜集了 
作为深度的函数的有关海洋的测量.闪此，“时间”序列的次序变量就是深度•测 
t 之一就是水速的 . r 分最.这个速度的收集是每隔 0.1 米，先在10米的一个区 
间 t 分划，然后被低通滤波从而得到海洋里与垂直切变相关的一个 序列. 阁194 
的底部阁片展示垂直切变测量的序列在这里用到了（这个序列有秒分之一的单 
位）.数据从 350.0 米深延伸到1 037.4 米，增量总共有 N = 6 875 个 
数据值).在图上有两条标记过的细垂线，其间有从 489. 5米到 899. 0米范围变 
化的4 096个值（这一子序列将在 8. 9节中进一步讨论）. 

图194表示岀了用 LA (8) 小波滤波器构造的一个/。= 6层的多分辨分析.我 
们选择这个滤波器主要是因为，当我们在 8. 9节冋到这个例子时，将会既对研究 
不同尺度的小波系数如何与时间有关感兴趣.又对能提供防备漏泄的小波滤波器 
感兴趣（漏泄的定义也将在 8.9 节讨 论). 在时间上完成调整的自然选择是最接近 
对称 （ LA ) 或 coiflet 滤波器.在这两类滤波器中， LA (8) 是具有可接受的漏泄特 
性的最短滤波器（如果我们只对多分辨分析感兴趣，那么 DU )、 D (6) 和 C (6) 滤 
波器将会产生与 KA (8) 滤波器的多分辨分析十分类似的多分辨分析，但是对于哈 

尔多分辨分析，小尺度细节&看起来由于漏泄而相当不 同）. 我们假设6是 
因为这个是明显不受破裂影响的最小尺度的指标 （下 面将会 讨论） •这一选择将会 
产生使破裂隔离细节序列的一个多分辨分析，并且也会产生（为了比较）不受破裂 



深度（中位 ：米) 


I?I 194用垂直切变测世 （用逆 瞬间）的 LA (8) 小波对深度（单位：米）的/ 0 -6层极大隶金离 
散小波变换多分辨分析.这个序列是由华盛顿大学应用物理实验室 Mike Gregg 搜 
集和提供的 


影响的一个细节序列. 


图194中的多分辨分析是用平滑孓来支 配的. 这个平滑在序列{ X ,}的除了 
开头和末尾之外的其他部分里，看起来是大尺度变化的一个合理的摘录，这里极 
大重昝离散小波变换里固有的周期假设可论证的原因曲解丫在孓上的失真（和以 


前一样，与给定的氧或孓相交的粗垂线对，绘出 T 至少在一定程度上受边界条 
件影响的多分辨分析的一部分）.如同需求的，我们能用映射边界条件来消除这 
些轻微的失真（参见围绕式 （140) 的讨 论）. 因为平滑支配着多分辨分析，且细节 
不是可辨别的，我们已经在图195里分别绘出了负.细节很好地挑选出了两处破 
裂，一次在450米附近，另一次刚好在950米后（第二次破裂在图194里{ X ,}的 

图中可清楚地看到，但第一次仅在事后才看得明 显）. 因为与泛相关的物理尺度 
是 r ,〜 = 0. l r ，米，我们看到第一次破裂在 0.8 米和更小的尺度上是突出的（即 

办向上到祆），而在尺度 1.6 米（即 负） 上仍有第二次破裂的突出迹象，对 
的多分辨的核査表明，对于长于 3. 2米的实际尺度没有这些破裂的 迹象， 如果我 
们更仔细地检査第一次破裂，就会看到在亡《(0. 8米)处迅速下降’但破裂在越过 

这个下降点的较小尺度细节上（公 3、 办和 P !) 延续.一个物理解释可能是在一个 
0.8 米尺度上的骚动驱使着在更深处较短尺度上的骚动.相比较，第二大的破裂 






极大重叠离散小波变换 


195 



深度（电位 ：米） 

图195对阐194表示的多分辨分析的细节序列的扩大图 

看起来在细节办至到办被联合定位，但好像在负和 A 里，也有破裂的主要部 
分之前的增加变化性的线索.一个极大重叠离散小波变换多分辨分析使得在不同 
尺度上的结果之间的深度（或时间）关系式是很重要的，因为它的细节和平滑与零 
相位滤波器相关.（虽然由多分辨分析给定的加性分解给出了切变序列的一个有 
用的基本描绘，但我们在已经讨论过用简单的统计模型评论基于小波的方差分析 
的方法后，将在 8. 9节里更多地说明关于它的特性 . > 

5. 11实际应用中需要考虑的问题 

在 4. 11节中，我们讨论了实现时间序列的离散小波变换分析时必须考虑的 
几个实际因素，做的一些评论对极大重香离散小波变换也是适 合的； 然而，由于 
离散小波变换和极大重叠离散小波变换之间有相当大的差别，故下列主题的每一 
个都值得更多的讨论. 

• 小波滤波器的选择 

在很大程度上， 4. n 节做出的关于给离散小波变换选取一个特殊的小波滤 
波器的评论对极大重叠离散小波变换也是有效的，但如图]96中所表述的，极大 
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阁196在每一绀里从顶部到底部川哈尔， D ( l ), C (6> 和 LA (8) 小波滤 波器. 对心电图时 I’h| 

序列离散小波变换平滑又 （ 顶部 .1 t 序列）和极大®#典散小波变换 平滑左 “底部 I 
个序列）的比较.粗难线表明 r 平滑的边界区域，即，（至少在一定程度彳^被循环忭 
假设所影响的平滑 

革:叠离散小波变换对产生一个多分辨分析的用途使得对小波滤波器的选择更不重 
要了.图196顶部的4个序列表示了对心电图时间序列由哈尔、 D (4), C (6) 和 
LA (8) 多分辨分析的离散小波变换为基础的平滑(这些取 A 于图]30到图 
133). 基于哈尔、 D (4) 和 C (6) 小波滤波器的平滑包含了不引人注意的块、色翅 
和三角，这些是心电图数据里由于滤波器而非相关特性的典型产物.另一方面， 
LA (8) 光滑表明没有明 M 的典型产物，且因此可以被认为是这个序列里基线偏移 
的更实际的 描述. 这些因素就建议我们对大多数时间序列不用哈尔、 1)(4) 或 
C (6) 的基于离散小波变换的多分辨分析，因为没有很多序列，它的典型特性与 
块、鱼翅和三角相匹配. 

现在，让我们看一下，当从离散小波变换转到极大重叠离散小波变换时将会发生 
什么 •围196底部的4个序列表示出了建立在和以前相同的4个小波滤波器基础上的 

极大重香离散小波变换光滑及 6 .从性质上看，这三个光滑部分很相似，虽然哈 

尔孓 表示了其余3个极大巢叠离散小波变换平滑所+具有的十分小的波纹的迹 
象.由于不同的小波滤波器，对心电图序列的极大重叠离散小波变换细节的一个 
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相似检验乂-次表示出了相当小的差别.因此，我们不能像离散小波变换实例中 
那样简单地处理哈尔、 [)(4) 和 C (6) 多分辨分析. 一 般地，为做出小波滤波器的 

一个合理的选择，我们必须借助于应用的相关考虑（例如，如果孓想获取基线偏 
差且如果为了论证，我们假设这个偏差的概念消除了小波纹，那么心电阁分析家 
相对于哈尔将会更偏爱于 D (4)、 C (6) 或 LA (8) 小波滤波器). 

为什么基于极大重叠离散小波变换的多分辨分析比 基于离 散小波变换的多分辨 
分析更不依赖于小波滤波器的关键在练习 [5.1] 中给出，它将证明极大東叠离散小 
波变换细节和光滑，能通过平均某些从时间序列的循环平移形式中产生的循环平移 
离散小波变换细节和光滑而作用产生.这个特別层次的平均使得块、鱼翅和三角很 
模糊.于是消除了基于离散小波变换的多分辨分析中的明显的缺陷.从滤波理论的观 
点来看，产生了极大重叠离散小波变换细节 ft 的有利特性，因为它是两级滤波器级 
联的输出(参见 5. 4节).第一•级涉及了具有传递函数化 （•） 的一个“分析”滤波器，而 
第二级是一个•‘综合”滤波器 &•(•). 无论我们选择用什么样的小波滤波器，等价滤波 
器丨片 （.）1 2 有一个总为零的相位函数.这个解释暗示我们希望从不同小波滤波器的 
极大重叠离散小波变换小波系数^之间，找到比相应的细节之间更多的不同：是 
用片（_)形成的，其相位特性依赖于特定的小波滤 波器. 另外，与极大重叠离散小波 

变换小波系数和细节相联系的平方增益函数分别 是丨乓 （ . 〕 | 2 和1乓 （ 0丨、因此我们 
希望后者能在某些前者可能不胜任的实例中，产生带通滤波器的一个还不错的逼近 • 

这点将由 8. 9节的例子阐述，其中证明了哈尔的运用导致了一个与建立在长度 

4的小波滤波器基础上的化相比，受到“泄漏”妨碍的方差分析. 

作为总结，与基于离散小波变换的多分辨分析相比较，一个基于极大重叠离 
散小波变换的多分辨分析，更少依赖于我们对小波滤波器的选取，但不如说’我 
们总是推荐使用一个特定的滤波器.建立在不同小波滤波器基础上的多分辨分析 
之间差别的一个细致研究仍然需要看哪个滤波器最适合特定的应用.我们希望小 
波滤波器对极大重叠离散小波变换小波系数有一个更大的影响，因为这些更高地 
依赖于单独的小波滤波器的特性. 

• 处理边界条件 

与离散小波变换-•样，极大重叠离散小波变换利用了循环滤波，因此我们在 
4.11 节所做的关于循环边界条件和镜像边界条件的简单选择对象的评论，可一 
样 a 很好地运用到极大重叠离散小波变换上.接下来，我们考虑循环性影响极大 
重#离散小波变换系数及多分辨分析的程度一我们的讨论与对离散小波变换的 
讨论是十分类似的，但相关的公式是十分不同的. 

让我们先准确地确定哪些极大熏叠离散小波变换系数被循环性假设所影响.为 

此，仅需观察一下式 (169 a ) 中对斤，.，和的定义，且了解 f 的哪些值能使我们在不 
改变这些系数定义的方式下，消除中的“求余”操作.在形成每个系数时， 
指标范围从0到 — 1 = (2> — 1)( L _ 1). 因为 只要/ 一 1， 对所有的/就有 
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/- ZmodN =/-/, 所以被循环性所影响的极大重叠离散小波变换系数是 

W 和 V ,.,, t — 0,*** Tmin {/^ — 2 »N — 1}. (198 a ) 

我们称上边的系数是极大重叠离散小波变换边界系数.如对和 V ,中的离散小 

波变换系数是正确的一样，边界系数全部产生在和^的开始.因为这些向量 
的维数总是/ V ,且 L 随着）的增大而增大，故边界系数的比例也随着）的增大 

而增大且当 M — 时，即当 » log 2 &^j + ： l ) 时，比为 1. 

让我们现在特殊化最接近对称的滤波器和 coiflet 小波滤波器，且假设 
N , 以使/ V — 1丨=。一2(即至少有一个系数不是边界系数）， 4. 8和 
4. 9节的讨论表明，为得到与 X 调准的滤波器输出，我们必须循环 甲移极 大重叠 
离散小波变换的系数向鱟，而平移的量由最接近对称的滤波器或 coiflet 滤波器的 
相位特性指定.有了在式 （114 b ) 和 （114 a ) 中定义的和这个步骤产生了 

循环平移向量其元素可相对与 X 相应元素有关联的 
相同实际次数而被绘制成阁.因此，一些极大重叠离散小波变换边界系数将被转 

移到循环平移向量的末端.在中的边界小波系数指标由 

/ = 0,...， L ) —2— | vj H) | 及 t = N - | v ； H) IN-l (198 b ) 

给出； 同样地，丁^ 1 ^ if , 里的边界系数的指标由 

- | V J G) | 及 t = N - |^|,-, N -1 (198 c ) 

给出（练习 [5. U ] 将核对这些式是合理的，即我们总有 M — 2>|»4… | 和 L , 一 
| vj w > |). 这些结果能够用来将垂线加在循环平移向量的图中，其解释为这些线 
描绘了除 r 循环性影响的那些系数外已绘制成图的那 部分. 作为例子，这些线作 
为图183的一部分出现，展示了心电图序列的 LA (8) 极大重叠离散小波变换. 

最后，让我们研究一下循环性是如何影响极大重叠离散小波变换细节 ft 和 
平滑5,的（这一讨论应用到所有小波滤波器；即我们不再只限制到最接近对称或 
coiflet 滤波器）.像式 （172 a ) 所表示的一样，细节兑能通过用 { j 反 (务 )I j 给出 

的一个循环滤波器滤波 X ，而从 X 中直接得到.这个滤波器是通过滤波器 
与本身互相关作用而形成的一个周期滤波器，即彳&"丨的自相关（参见 
式 (36 e )). 如果用表示这个滤波器，就可以用式 （36 c ) 写 

cr- ^■ 厂 1 〜 〜 

hi = 2 Uw = 2 d ” 卜…，一1，0，1，…， 

(1= —on 

其中我们用到 f 事实：对于/<0和/>心， &./=()( 将上式与 （36 c > 比较，回忆心./ 
是实值的，因此 = &./). 从上面我们可以证明，当时， = 即 
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滤波器彳的宽度 2 L , — 1为奇数，并且以/ = 0为中心.因此，我们可以 
将负的元素写为 


f>hi = 2 fij t = 0,…， N — 1, 

从此式可以明显地看到，只要我们有/ 一 （ L , 一】）>0和 f+(/v 1)< N — ]，元 
素负,,就不受循环性的影响；即我们可以写 

l 广 1 

Vj.t = 2 ^ *h ) , l X t - l y / = L) 一 1，“.，N — 

一 (L 厂 ” 

负的那些受循环性影响的元素因此就是那些满足 f =0, …， h _2 或— 
L + 1 ，…， N — 1的指标.同样的论证对及也是有效的. 

我们可以使用上面的结果将垂线放到泛和艮的图中以描绘出边界区域，即 
由循环性影响的 区域. 这在阁183、184、186、192、194和195中做过，并且也 

在图196做出的极大重叠离散小波变换 平滑見 中（这些是底层的 4 个序列）做过 • 
从后面这个图可以看到，随着小波滤波器长度 L 的增加，边界区域的范围也增 
加. 对图196,边界区域也被绘画在相应的离散小波变换平滑及上（上面绘出的 
4个序列）.对一给定的小波滤波器， &和 §«之间的比较表明，极大重叠离散小 
波变换边界区域比离散小波变换区域稍微大些，我们必须不可避免地为极大重叠 
离散小波变换多分辨分析的有吸引力的特性付出代价.像 4. 11节所强调的，我 
们必须将边界区域看作是循环性影响的非常传统的度量标准一循环性对之有有 
害影响的区域通常比较小. 

• 处理不是2的幕的抽样尺寸 

如同本章里很早就特别提示过的，极大重叠离散小波变换对所有的抽样尺寸 
都是有定义的.和离散小波变换不一样，这就没有必要为特殊的适应来处理特定 
的抽样尺寸. 

• 对极大重叠离散小波变换 J 。 层的选择 

我们讨论对于离散小波变换在选取九时，注意一个合理的选择主要依赖于眼 
前的时间序列——对极大重叠离散小波变换也是一样的.然而，很有意思的是，如 
果我们就不能使 J 。 比离散小波变换的•/大（因为离散小波变换塔式算法当 
只剩下单个尺度系数时，就必须结束） • 令人〉/在表面上将会提供一种获得关 
于时间序列在比序列的整个范围还大的尺度上变化的信息，这是与直觉上相反 
的.练习 [5.9 c ] 表明，事实上如果令 J 。〉/， 就什么益处也得 不到： 当 N = f 
时， 5 a 的所有元素就必须与对所有/。>•/的又的抽样均值相同.因为式 （〗72 c ) 
说办 = 对 J 。〉/ 层的所有极大重叠离散小波变换细节都得限制 
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为零.对不是2的幂的柚样尺寸，实际上氮 、随着 2〃 / iV 的增大超过大约 1.5 时， 
快速地接近于零. 

如果，诸如在离散小波变换讨论中那样，我们极力要求在^\里至少有一个不是 
边界系数的极大_叠离散小波变换系数，经验法则要求 条件人 + 如 

果这个法则被认为是太传统了，那么可选择的上界是或在极少数例子 
里， / o < log 2 ( l . 5 N ). 这三个上界应该被仅仅认为是最初 选择人 的向导人的最 
后选择必须来自于相关应用的考虑因素. 

5. 12 小结 

假设 X 是 A / 维向请，它的元素是实值时间序列彳 X ,: / = ()，•••， N —1}， 其 
中抽样尺寸 N 是任意的正整数.对于任意正整数 J 。， X 的/。层极大重叠离散小 

波变换是一个由九+ 1个向最和匕。组成的变换，所有这些向量都 
是/ V 维的.向量 Vi 0 包含了与尺度上的变化有关的极大重奋离散小波变 

换小波系数，而 f ,, 包含了与尺度心。三2&上的平均值有关的极大重登离散小波变 
换尺度系数.在概念上，基于极大重叠离散小波变换系数的定义（见 F 面），我们 

能写七 =和匕 = 这里和 V /。是 NXN 阶矩阵（然而，实际上， 

极大重叠离散小波变换系数 向童是 通过下面的一个有效“塔式”算法所产生的）. 
时间序列 X 可以由它的极大重桑离散小波变换 恢复： 

X = 2 ^ -f v； o v ； 0 三 2 色 + 〜， 

>-1 J •篇 1 

这借助于第）层极大重叠离散小波变换细节泛三 k 和人层极大重赍离散小波变 
换光滑及。=9；；, h 。， 定义了一个基于极大重呑离散小波变换的 X 的多分辨分析•一 
个尺 度对尺 度^方差分析可以建立在能量分解 

| x || 2 -2 ：||^|| z + || v ； J 2 

的基 础上. 和离散小波变换不一样/极大重疊离散小波变换不是一个规范正交变 
换，但它从来没有失去产生上面的多分辨分析和能 M 分解的能力，与离散小波变 
换产生的很 类似. 极大重叠离散小波变换的一个主要好处是，和离散小波变换不 

一样，它不苛刻地依赖于对一个时间序列的起点的假设.特别地，如果^^，…， 
和是 X 的极大重叠离散小波变换，那么循环平移序列的极大重叠离 
散小波变换就是由 ，…， 丁和 Ff /。 给 岀的. 这一事实指出， T m X 松 
多分辨分析有细节 A 和光滑厂表。？另一方面，由于" \ V , II 2 = II I ! * 
和 II 了" P ; 。 [| 2 = II V h || 2 ,能量分解仍然保持. 

根据定义，和 A 的元素是由滤波 X 得到的输出，即 

V -1 〜 

W,. t = hjjX.^modN 和 ^ i.t = r-/modN ^ = 0 ， …， /V 一 1 ， 

卜0 
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其中 { U 和是第7层极大重叠离散小波变换小波和尺度滤 波器. 这些滤波器是 
根据对离散小波变换的第 ） 层等价小波和尺度滤波器和按照乂.,=心和 
&二& /2〃给岀.每个极大重叠离散小波变换滤波器均有宽度 L ; =(2^-l ) a - l)+l , 
且能够由基本的极大重释离散小波变换小波滤波器之=心/、泛和与其相关的极 
大重叠离散小波变换尺度滤波器糸 e (_1) / h 心叫, 产生. 具体地，如果 &(•) 
和 &(•) 分别是乂}和{以的传递函数，则和的传递函数就由 

J -2 〜 卜 1 〜 

H y (/) = H (2 >- , /)II G { 2 l f ) 和 G ,( f ) ^ IX G(27) 

给出.因为极大重叠离散小波^换滤波器仅仅是对离散小波^ 换相 应的等价滤波 
器的重新尺度化形式，故我们从前者离散小波变换得出的所有关系式经过明显调 
整耵对后者极大重叠离散小波变换仍是有效的^~■最重要的在表202中给出•如 
果令 { ^ } 和 {} 是循环滤波器 } 和 { t ./} 以 N 为周期进行周期化后的形式， 
那我们可以用对极大重脊离散小波变换系数的定义得到 

〜 .v-i 〜 .、•- 1 

i.t = y^j A *. iX ,-/ mod.V 和 yi.t = 2 S °). l ^ i - lmodN - 
/ =0 / =0 

这些可以用来缩减矩阵 w ; 和的元素.特别地，式 （171 c ) 表明了的每一行 
是如何用<乂° j 的 N 个元素来构造的(矩阵 h。 是用 }类似形成的). 

在实际应用中，矩阵你，和是不被明确使用的，但更确切些，组成极大重脅 
离散小波变换的向量是用“ 塔式” 算法形成的，而这一算法恰恰是使用基本极大重桑离 
散小波变换小波和尺度滤波器的.在）层的极大重叠离散小波变换塔式算法是由 

V ;-^[ V ；-,. o , 込 - U , …，込 - a -,] T 的 N 个元素循环滤波构成的，得到第）层极 
大重叠离散小波变换小波和尺度系数为 

W^, = hi Vy-i.j-^-'/modN 和 V ；.， = 2 ^ 1 /mod.V ♦ i = 0 ， "’ ， N_ 1 

7^0 卜。 

(这些是化和 k 的元素）.由 t 三 X ,我们从 > 开始塔式算法，且由）= 2, 
3,…，九重复算法后，得到所有的7。+ 1层极大重叠离散小波变换系数向鲎 （其他 

向量 i ， …，是尺度小于的极大重叠离散小波变换尺度系数，它们是中间 
的计算量).塔式算法可以用矩阵的记号表示为化 = 民之和6 = 又 h - 1 ， 其中 
民和； i , 是 NXN 阶矩阵.这些矩阵的元素是从长度为 N 的循环滤波器里取得的， 
而这些滤波器是由周期化和的 1 .•抽样形式得到的.特别地，假设我们用因 
数 2 j _, 上抽样(即在滤波器的每个元素间插入 2>_1 ― 1 个零 ）• 如果我们用 
{心以 _1) 。}表示周期化这个上抽样长度为 N 的滤波器的结果，那么&的第一行 
就由 

Ch ^~ X ) \ h ^- V )0 ^ iV ^ 

给出，且剩下的 iV_l 行是将上边的分别向右循环平移〗， 2 ,…， N — 1 个单位 
得到的. 
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表202 

ht=h t />/2 


gt^gi/^/2 

{hi (• ) =-pH( • ) 

yfl 


卜 5(-)= 身(?(.） 

A, = ( —1 ) ; Ri. i-/ 


么兰 （ 一 iy+>L_ 卜 , 

//(/)= -e ^ a '^(y-/) 


G(/) = e- i *« /a - ,, H(y-/) 

Xfhf — H ( 0 ) =0 


E, g,=G (0) = 1 



=-|- 

S/ h / h h.2 •三 0 ， rt^O 


S/ g, gi^t H =0,n^0 


2/ g*/ A/i-2« = 0 

7i(/)=|H(/)| l «yW(/) 


§(/)^\G{f)\ 2 = ~g(f) 

H(/> + ^(/+y) = l 


(,+j) = 1 


§(r>+nw= 

:i 

1,# := h (X t (modN 


V 1 #f ^=- 2/ g tX t ImodN 

== t ^ 1 •'- 2' * fmodN 


V j tt = 2 / gt V^-i # |-2^ _1 /mo<JN 

h,.,=h, ,H,(/)^H(f) 


g,.,=g,,G,(r>=GW 

'/) IT ^ ( 2, /> 

/=-o 


Gj(/)= 打 2(2’/) 

/ =0 

S,(/) = ^rH〆/) 


5//)=^(/) 



G i (/)=G(2^- , /)^ ； -i(y> 

“,. ，卜民 （•） 



= C0)-0 


im ， 5;(o)=i 

2/ h 2 t ., = ^ - 


2, €.< = 士 

X/ ^ J.thjj^z^n = 0»w^0 


E t §,.1§,.1+1>, —0,n=A0 


2< gj,lh if l+iin =0 

兑 (/)— 5,( 川 2 = 去 ％(/) 


g ； (/)=|G,(/) | 2 = ^- ft (/) 

X， A 入 r ^modN 


V ; . f = S^ g j.lXt -imodN 


注：涉及极大盪叠离故小波变换的小波和尺度滤波器的土要关系式 （对这 里用到的/之和的极 限勾表 


154中的约定 -- 样〉. 
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给定 和 h， 我们能够经由极大重叠离散小波逆变换塔式算法的第 j 歩恢复 
iv, 的元素，即 

~ 卜： 〜 L-1 ~ 

Vj-l.i ~ •什夕 -^mudN + 2 A 广 、。d.V， t = 0，1，…， /V- 1. 

/ -0 卜0 

上式可用矩阵的记号表示为 

V /M - B ] VV , + A ] \ j . 


如果我们由 h = X 出发且结合上式对）= 1，…， J。 的结果，就会得到 

X IV, -^Aj BJ w 2 i-Aj A] B] + …十 2；" …，苕 k。 

+ K ^； 0 V/ 0 . 

从上式，我们能以负和表。厂，2}。1。确定极大重叠 
离散小波变换细节和光滑的表示形式.因为 ft =坏7化和左/。=1^圮。，我们得到 
VV, = g> 入 - 丨 … 又 ^Vj = A, A-, … 又 . 

给定和 pj。 的结构，我们能明确地表示负和見。的元素 

N-1 〜 N-1 〜 

f>,., = XI 和 Sj 0 ., = XI g°Jo^Jo- tMN ^ = 0，1，."，N— 1. 

/=0 1=0 

通过结合上式与包含^和 g° v/ 的对 h ., 和的表达式，我们可证明 A 和\能 

通过传递函数由丨只,（，）丨 2 和|5 ; 。<>>丨 2 给出的滤波器，对时间序列 x 进行滤波而 
直接得到.这些滤波器的相位函数都恒为零，故基于极大重叠离散小波变换的多分 
辨分析的每个成分都是与零相位滤波器相关的•零相位特性是很重要的，因为它允 
许我们用 x 里的结果有意义地排列细节和光滑里的结果. 

最后，如果对 x 的抽样尺寸是为我们能计算 h 层离散小波变换，我们注意到 
下列对任意）<入 的第） 层离散小波变换和极大重叠离散小波变换小波系数之间 
的关系式： 


W jt , = 2 in ♦ t = 0, — t^ - 1, 


其中 JV 戸 N/2』 （上式是式 (96d)). 类似地，尺度系数有关系 V Jo , t =2 J o /2 Vj o , 2 h (l ^. 
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5.13 练习 

[5.1] 假设X包含偶数抽样尺寸 N 的一个时间序列.令 A 和 &是以 /。= 1层部 
分离散小波变换为基础的:V的一个多分辨分析的细节和光滑，因此我们有; t 
= A+5,. 令 2> r 和 《S T ,, 是对丁X的一个多分辨分析的相应的量（即X向右 
一个单位的循环平移像式 (52a)). 因此我们有 -h5 T ., ，且因此 

假设负和忒是基于人=1层极大重叠离散小波变换 
的X的多分辨分析的细节和光滑，因此有办+5, . 证明 

办 = y(P, +T''P T<1 ) 和 S ^ = j ( S , +T" ， 5 r . 1 ). 

证明我们也可以写为 

^ T _ "2V,| 和5, =jjYl T ~ N Sr ",. 

其中 P T ”., 和 S T v . 构对的基于离散小波变换多分辨分析.（极大重 
叠离散小波变换细节和光滑作为对X平移形式的平移的离散小波变换细 
节和光滑的平均值，这一解释一般也是有效的，因为当 JV=V 和 
•/时，我们有 



2>-1 

2 J o-l 

饬= 

= 2^2 T nT> r\j 

u ir^O 

和夂=忐2广&"»， (204〉 

还有 



t >, - 

《=o 

和 A = T ” 5t 'v 


对于时间序列各种平移形成的离散小波变换概念，然后平均基于这些离散 
小波变换的适当平移过的综合，这是在 Coifman and Donoho, 1995,讨论过 
的“循环旋转”的主要概念 .） 


[5.2] 证明戶 f 是对戶I 的 Moore Penrose 广义逆 （ Peterson，l" 6 ). 

提示: 你可以用这样的结果，如果乂是一个 NX2N 阶矩阵满足七汽= /,、.，并 
且氣 A 是对称的，那么 A 就是对戶1的 MoorePenrose 的逆 (Rao and Mitra, 
1971). 

[5.3] 式 (176) 表示了对 iV=12 和 L=4 的 g 2 . 对这种 情形民 看起来会是什么样呢？ 

[5.4] 利用 5. 5节的评论和扩展 [1] 中的伪代码，用你最喜欢的计算机语言实现 
极大重叠离散小波变换塔式算法和它的逆•用 D(4) 小波和尺度滤波器，计 

算并做出（或列出值 ）16 个点的时间序列彳X ,,,}的和化0_ = 1，2和3)， 

参见对图42的说明.通过表明你能从< 和 A(y = l ，2 和 3) 重构来验 
证，你的极大重叠离散小波逆变换塔式算法的实现是正确的（这里我们定 

义.验证，通过适当子抽样和重尺度化斤，和你就能得到在练习 
[4. 17 ] 计算出的离散小波变换和”. 
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[5. 5] 对练习 [4. 19] 中考虑的同样的时间序列 X ,，用下列4个 小波： 哈尔、 D (4 K 
C (6) 和 LA (8) 中的任何两个汁算并绘出 & = 1 到6的极大重叠离散小波变 
换细节解释与 U ) d } 是怎样被定义的 ( b ) 用到的特定小波，相关的细 
节序列的形式. 

[5.6] 对列在图42标题上的16个点的时间序列久 

哈尔离散小波变换为基础计算九= 2层的多分辨分析，并且对循环 T 移序 
列 = 和3,计算出相应的多分辨分析.假设 IV ,,、 IV . 2 *< Sr ". 2 表 
示 TA ：，《 = 0, …，3的多分辨分析的细节和光滑.在数值 t 证明方程 （204) 
成立. 

[5. 7] 证明对所有的）， II 泛 II 2 < | 承 II 2 和 II 爻 II S < II 之 II 2 成立. 

[5.8] 证明对所有的 j.SJ B } + A ] A , = U 成立 （ 这类结果有时被称为是“恒等 
分解”). 

[5.9] 这里我们考虑习题 [171 b ] 的三个部分. 

U ) 证明，如果抽样尺寸是2的幂，即 JV =2 7 ，且选^九，那么里所有 
的极大重脅离散小波变换尺度系数事实上与 X 相等，然而，如果 N 不 

是2的幂，那么在 P ;。 的元素中就有一些 变化. 我们可用这个来证明式 
(171 a ) 可以缩减为 

巧= 士自心 I 2 ,当〜= 2;和 Jo > J - 

( b ) 证明，对任何抽样尺寸 N 和任何层/(,，极大重费离散小波变换平滑 

中元素的抽样均值与欠相等，而任何 极大® 叠离散小波变换细节负 
的柚样均值对任意7层来说均为零‘ 

( c ) 证明，如果 N ，2 J 且我们选择/。>厂那么及 j 。 的所有元素事实匕是与 
X 相同的，然而，如果 N 不是2的幂，那么在沒;。的元素中就会有一些 
变化. 

[5. 10] 证明，对哈尔小波滤波器，我们有 W (/)+ fi (/) = l .证明这个恒等分解能 
被用来形成一个加性分解，并且是直接建立在极大電叠离散小波变换哈 
尔小波系数基础上的 （ C . A . Greenhall ， 个人评论）•这种方法与通常的哈 
尔极大重叠离散小波变换的多分辨分析相比较有什么样的好处和坏 
处呢？ 

[ 5 11] 证明，对在 4. 8节和 4. 9节分别讨论的所有最接近对称和 coiflet 小波滤 
波器，我们总有 L , 一 Ur | 和 L -^> Wr 丨，这里 k H> I 和 I !是在 
式 （114 b ) 和 （114 a ) 里定义的（这个练习证明了在式 （198 b ) 和 （198 c ) 里给 
定的 f 的极限是有意义 的）. 
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离散小波包变换 


6.0 引言 

在第4章里，我们讨论了离散小波变换，其实质上是将一个时间序列 X 分解成 
与不同尺度和时间有关的系数.因此，我们可以认为久的离散小波变换是一个“时 
间/尺度”的分解.对一个给定的尺度其小波系数告诉我们， X 的局部加 
权平均值怎样从一个平均周期到下一个周期的.尺度 r , 给出了加权平均值的时间 
上的有效宽度（即局部化等级).因为离散小波变换可以借助于滤波器系统的阐述. 
故我们可以将尺度概念和某些频带联系起来.对于尺度 f , 产生小波系数的等价滤 
波器近似是一个通带由 [1 /H 1/20给出的带通滤波器.对于抽样尺寸 
N -1 个小波系数组成——当结合在一起时——频率区间 [1/2〃' 1/2] 的一个倍频 
程带分解，而单个的尺度系数与区间 [0, 1/2 ; M ] 相关. 总之，离散小波变换系数 
将频率区间[0, 1/2] 分解成邻接的单个区间. 

本章巾，我们将考虑离 散小波包变换 （Discrete Wavelet Packet Transform ，简称 
I ) WP 丁)，它能作为是规范正交变换集中的任何一个，其中的每一个都能通过对离散 
小波变换塔式算法的一个简单变形计算 出来. 每个离散小波包变换都与 ） 层有义，而 
旦第 j 层离散小波包变换将频率区间[0, 1/2] 分解成2个相等的单个区间.因为第 
■/一 1 层分解将频率区间 [0, 1/2] 分成 iV/2 = 2 ;1 个相等的区间，因此，有一个模仿的 
离散小波包变换——但与之 不相同 ——由离散傅里叶变换给出的[0, 1/2] 上的分解. 
当) = 〗，••■, J — 1 时，相应的离散小波包变换产生一个称为“时间/频率”的分解，闪 
为每个离散小波包变换系数对以局部化为特殊的频带和特殊的时间区间（这在本质上 
与所谓的短时傅里叶变换相似，而短时傅里叶变换实质上是通过将离散傅里叶变换应 
用到从 X ■中提取的子序列上来计算的).我们也可以通过将从不同离散小波包变换仔 
细筛选出的基向最集合起来产生一个更大的规范正交变换集.事实上，离散小波变换 
和所有部分离散小波变换都能够用不同离散小波包变换里的基向景形成，因此这个方 
案导向了一个在时间/尺度和时间/频率分解之间充当桥梁的灵活的变换集 • 
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本章余下的部分是如下组织的.首先，在 6.1 节中讨论离散小波包变换的基本概 
念，和离散小波变换一样，尤其强调了这个变换只依赖于小波滤波器彳及与之相关 
的尺度滤波器{沿}.在 6. 2节中我们将给出利用太阳物理时间序列的离散小波包变换 
分析的一个例子.因为离散小波包变换能用来产生规范正交变换的整个集合，所以在 
6. 3节里我们考虑了对一个给定的时间序列定义一个“最优”变换的方法，然后在 6.4 
节说明这种方法在太阳物理序列当中的用途.当用 Daubechies 最接近对称或 coiflet 滤 
波器产生一个离散小波包变换时，我们能得到被近似认为是一个零相位滤波器输出的 
变换系数.在 6. 5节中，我们将讨论需要得到这种近似零相位特性的时间平移.在 
6. 6节中，我们定义与极大重叠离散小波变换相似的极大重脊离散小波包变换 
(Maximal Overlap Discrete Wavelet Packet Transform， 简称 MODWPT)♦ 且在 6. 7 节 
中用太阳物理序列提供了极大重叠离散小波包变换分析的一个例子.接着将在 6. 8节 
讨论“匹配追踪”的概念，它允许我们通过用从一个大的 向置集 （包括通过合并不同的 
离散小波包变换或极大重香离散小波包变换形成的向量）里选出的少数向量的线性组 
合来逼近时间序列.在 6. 9节中将匹配追踪算法的概念应用到了新奥尔良市的子潮海 
平面序列.最后，在 6. 〗0和 6. 11节中，我们将给出本章的内容小结和一些练习. 


6. 1 基本概念 


像第4章中，令X表示用 NXN 阶正交离散小波变换矩阵 外变换 X得到 
的小波系数(为方便起见，我们假设对某个整数 J, N=2 ; ). 实际上，矩阵外实际上 
没有产生，它隐含在塔式算法中.这个算法的第•步可以用矩阵的符号描述为 




其中 VV , .，兰且矩 阵巧是 规范正交阵，因为 


V(P\ 




BA] 


-n 


0 夸 


这由于我们已经构造 /yXN 阶矩阵氏 和乂 使得 

= AA ] = /f 和 ^4?—A5;=0 夸 

( 这里/〉是 y Xy 阶单位矩阵，而0纟表示一个所有元素均为。的 y X y 阶矩阵 h 
回忆一下，对一定的逼近阶， VVu 中的小波系数表示了在久里频率/满足1/1云 
[^，的频率内容，而狄,.。表示了 |/|efo, 时的频率含最.变换 A 对应 

于层的部分离散小波变换（参见 4. 7节）. 

类似地，在塔式算法第二步的末尾，我们有一个变换 （A = 2 层的部分离散 

小波变换）表示为 
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注意到第二步的规范正交变换是通过使汉里的向量不变，用仄和旋转” 
外里的向量，从第一步里得 到的. 相反，如果我 们让乂 里的向1不变，旋转氐 
里的向■，会发生什么呢？那么，我们将会有一个系数由 


>V 2 ,/ 


\AiBn 

W 2 .3 

- 




. - 


给出的变换. 

练习 [208] 证明上面的变换是规范正交的. 

进而，假如我们把所有的第二层的结果结合在 一起： 


X. 




AzBi i 

Wz.2 

一 

B 2 B i 

w 2 .. 

— 

BzAt 

_W 2 .o. 

1 

Laaj 


(208 a ) 


练习 [6.1] 将会验证这个变换也是规范正交的 • 


正交性推出 X 的一个加性分解 
罵. 

W 2 . 


戌 X ， A\Bl 

1^2.0. 

= 5 MI ^ 2 . 3 + 故扨 vv 2 , 2 + A ] B ] Wz ^ 4- 
它是仿制通常离散小波变换多分辨分析的；同样，我们有 

iixi 2 - ni 2 + m | 2 + m + in, 


(208 b ) 


其中，和以前一样 VV ^ zW ,, 而和 W 2 .。三 V 2 . 由构造，我们有 
B 2 B t 2 = A , A ] = 1^ 和氏 * 4 2 r = AzBl = 0 a , 

因此很容易地得出此变换是规范正交的，因为 


re, - 


■ B,B] 

B,A\ Bj 


BzA x 

_AzAt _ 

[ 戌， < 氏， «]= 

BzAiBj 

A 2 A x B] 

B z A l AjBj 

a 2 a 1 aJbJ 

B^AAlA] 

A 2 A i AJAj 


有 

I - 1 


T 2 T 2 T 2 

4^4 

° f v ^A 

5 2 T e 2 r ^ 

氏 A 


NT V.7 

N? o o 

/aA 


114 

I _ I 

间 

区 

率 

频 

与 


°f 


ovv , 

M 率 
频 

\T 于 
°f 助 
—•借 


有 

I - 1 


间 

区 

与 

矩^; 

1 ^ 

NI4 14 

X , 
N -2 1-8 
I _ I 

间 

区 

与 


个 


是 

N7 


中 

其 
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由此我们可以产生一个与建立在离散小波变换基础上很类似的方差分析 
( ANOVA ). 图 2】0 a 描述了 X 到 IV 2 ,。、 ％.,、 W 2 . 2 和 W 2 , :< 的分析. 

在式 (208 a ) 和图 210 a 中，州 2 .„的序是尤其有用的，因为《对应着频率顺序： 

%.。与标称频率区间卜，有关； I 与[去，有关；与[|，音]有关; 

VV 2 . 3 与 g ， 有关. 这样的一个顺序在 Wi c kerhauser (1994) 中称为连续顺序. 

注意图 210 a 中表示的第二步滤波分别是对 W 2 .„， ” = 0,…，3，的低通、高通、 
高通和低通滤波.对这种低通和高通滤波顺器序的解释在 4.4 节里就给出了，这 
里我们注意到下面两个重要的 事实： 

•一方面，用尺度滤波器(玢丨循环滤波久，然后用下2抽样得到序列 
它在/6[0, 1/2] 上的频率含量与久在 / e [0, 1/4] 上的频率含量有关. 

•另一方面，用小波滤波器循环滤波 X ，然后用下2抽样得到序列 
W ,.,, 其在 / e [0, 1/2] 上的频率含量与 X 在/6[1/4, 1/2] 上的频率含 
量有关， 但是是逆序的 （参见图 86). 

这种对 VV NI 表示的频率顺序与对 X 表示的频率顺序相比较的反转解释了反转 
高通和低通滤波操作，以得到在％., () = 0, …， 3) 中频率的合适对应的必要 • 
图211描述了量值平方离散傅里叶变换，如果小波和尺度滤波器是极好的高低通滤 
波器，那么量值平方离散傅里叶变换将会在图 210 a 的流程图上的不同层里出现 • 

图 210 b 表示出了看起来更直观的滤波操作的一个交替的顺序，因为在流程罔 
里每次分裂的上部分总是进人（)（•），而下部分总是进人事实上， 
Wick er h aUSer (1994) 认为这是自然顺序，但频率顺序没有直接反映到第二指标中. 

上面的结果可以用一.种明显的方式表现出来.为了产生十分有用的连续顺 
序，我们必须遵循下面两个部分规则 • 

[1] 如果 WV - h 中的 〃是 偶数，就用低通滤波器 G (0 来得到用高通滤 
波器来得到用矩阵的记号，我们有 

W } , in = A , W,^, n 和 (209a) 

[2] 如果《是奇数，就用得到用0 ( 0得到 

W ;<2 . = 和 (209 b ) 

用这个规则，我们可以在 _； •层时构造汐个向量，即你>.”，》= 0,…，2’_1•向 
量州〃是与区间 = 上的标称频率相关的.这个规则在图 212 a 中 

阐述， 一直分析到3层.这个图 是小波包表格 （ WP 表） 或小波包树的 一个例子. 
因为我们分析的起点是时间序列 x ， 所以很方便地定义 IVo -°= X 以使 X 与数对 
( j , n ) 相关， BP (0, 0). 

取 X 到 Wp 的变换称为离散小波包变换 （ DWPT ) ，其中《 = 0 ，…， 2' — 1， 
>6 {0, J ). 任何这样的变换都是规范正交的.让我们看一下为何是这样的， 
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I G (是) [—7* ^2.0 

_ / ' 

1 G (每) 1 研 10 

/ \ _ 

I "(是 )1 ^2.1 

X _ ♦ 

I "(是) I ^2.2 

\ _ / 

1^1—^.. 

\ _ 

| G (耒 )| ^ 2.3 

图 210a 描述 X 到 W 2 ,。、W 2ll , »V 2 . 2 和 VV 2 . 3 分析的流程图（连续顺序）. 

在上面选用了 

(;(是） 一R.0 

- i 2 

_ / 

I C (务) 1 -^7 ^»0 

/ \_ 

1 " (是 ) | ^2.1 

X _ 

I G 《是 ) I ^2.2 

\ _ / 

1 备 )1 ^>1 

^.3 

图 210b 描述 A •到 W 2 .。、W 2 ., 、和 分析的流程图（自然顺序） 

我们称 W,_ K •是“孩子” Ww 和 WOwi 的‘‘母 体”. 从 > — 1 层到） 层的离散小波包 
变换中，我们实质上将每一个母体用其两孩子代替 • 如式 (209a) 和 （209b) 中所描 
述的，在母体结点的分裂是一个规范正交变换.因为在 ）_1 层上的每个母体结 
点上这是正确的，故 ） 一 1层的离散小波包变换的规范正交性隐含了在■/层上变换 
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图211在频率域里用标准的低通和高通滤波器6 ( ，〉和 H (*) 滤波，然后又下抽样，得到的 
结果的描述(这个图与图 210 a 的流程图是相同的 ）• 长度为 N 的输入 X 的饊的平方离 
散傅里叶变换，假定随着/从0移动到奈奎斯特频率而线性衰减.用6(*)和^(*)滤 
波 X 产生一个半带序列，下抽样后变为全带序列每个均有 N /2 个 
电）.第二次滤波且下抽样产生4个新的全带序列，即狄 2 ._， n =0, 1，2和3•每个 
W 2 ,„ 长为尺/4且与 X 单一的四分之一带 有关. 注意每次用滤波生成半带序列， 
其后的下抽样生成一个全带序列时，全带序列的频宰内容与半带序列的频韦含量反 
转；另一方面，用 G ( d 滤波不能产生这样的反转 （参见 4 _ 4 节里由 
«(•) 引起的反转的解释） 


的规范正交性. _ 

形成结点指标的数对集合(），”）由# = {()， 《): J = O t Jo ； ” = (>’•••’ 
2, — 1} 表示，其中我们选取任意九满足九<^ ( 如果这对部分离散小波 
变换也是正麵，事实上我 n 可以紐约束 N =2; 并且允许 n 取 2; 。的任 意整数 
倍). 对应着一个正交变换所形成的小波包系数指标的数对 w ) 将用 C 表示 * 
例如，对给出 w 3 .。， …， W . 7 的 ）= 3 层的离散小波包变换，我们有 C = U 3,《): 
fi = 0， …， 7}. 很明显， CCZ / sf • 

有意思的是，除了离散小波包变换，我们在小波包表格里能抽取许多其他的 
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图 212 b 描述 X 到 WV 。、 W3 . 1 , Wu 和分析的流程图，这与 A =3层的 
部分离散小波变换是恒等的 
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图213描述 X 到 VV Z . D 、 VV 3 . Z 、 分析的流程图，任意一个分开的二进分解 


规范正交变换.例如，所有的部分离散小波变换可以从这样一个表格里拼合出 
来.这可以用图 212 b 来描述，其中层部分离散小波变换展示出是由小波 
包表格里的4个结点组成的，即(：={(3, 0), (3，1)，（2，1)，（1， 1)}. 注意 

这 4 个结点的标称频率区间形成 fo , 的一个完全分划.更一般地，我们定义 

分开的二进分解， 其在图 212 a 的表格结构里的每个分裂点（可能的母体结点）上， 
我们或用 G (*) 和 H (*) 表示实行分裂，或根本就不分裂.这样的一个分解也是规 

范正交的，且也与[0，的一个完全分划 相关. 图213表示出了任意的一个分 

开二进分解，这里 C 包含了数对 （2, 0)，（3, 2)， （3, 3) 和（1，1>. 

一旦我们选定了小波滤波器（心），那么小波包表格就可以完全特征化（相应 
的尺度滤波器就会由它与的正交镜像关系所确定，参见 （75 a )>. 任何从 
小波包表格里抽取的规范正交变换都可以由 C 里的数对特殊化.对图 213 的规范 
正交变换，我们有 

^.,1 「氏 

W 3 .3 AzBzA, 

W 3 , 2 BiBzAi 

. W 2 .oJ L A ^ Al 

由于这个变换的规范正交性，我们有一个可加分解 

x= [5^ » Aj bJ aJ * Aj bJ bJ » «] 
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= -f Al5jAjw 3 , 3 + AlB] B]W u2 + AjAjw z . 0 
和一个能: i : 分解（方差分析） 

I 2 = u + 1^3.3 1 2 + m 2 + up. 

为了计算）=1，…，九层的离散小波包变换系数，我们在前一步里递推地 
滤波离散小波包变换系数.令.，表示 《 = (),•••, —〗的第/个 

元素. 给定长度为的这个向量，我们用两个部分规则来产生 vv ^ 的元素， 
得到 

L-1 

-— ^ I—/mod；V _ j 9 

卜0 ’ 

t = 0, …，一 1， 

L-\ 

j»2n { I •/ — 2 n，” 

/-0 

其中 



ign ”是偶数； 

{ h , , 

« 是偶数 

a *,/ = 

: ^ h - 

Ui . n 是奇数， 

i ， 

« 是奇数 


练习 [214] 证明上式一个等价的但是更简洁的写法是 

/-I 

H 呢广 1 .[ 十 J. 2 。 d'v) :， t = 0,… ， N, — 1 ， （ 214a) 

/-，0 

其中 

{gi * « mod 4 = 0或3; 

w «./ ^ -s (214 b ) 

(A/ * nmod4 = 1 或 2 ， 

且 !_•」 表示“整数部分”算子. < 

我们也可以借助于滤波 x 适当下抽样来写(构造 x 到％,„的滤波器的论证 
与 4. 6节离散小波变换的构造是十分类似的，这一部分的研究将说明怎样判断我们 
在这里的论断是否正确).我们必须先在小波包表格里系统阐述对应于结点0, 》) 
的滤波器/ = 0, L , 一 1} 的正确形式（像在式 （96 a ) 中，我们有 
(2^ —1)( L —1) + 1). 假设我们令沿和《丨.1.|安 h ，对）〉1的结点（）， n ) 
(与式 （102) 类似），令 

L-1 

«；.»./ — S «“ 《 )-|{ 十」 . 卜 2 广 1 " I = ()，•••，[ —1 (214c) 

(通常，当/<0或时，我们定义 〜,„ w =0). 例如，对）= 2， 

L-1 L-1 

“2 ,<M = tt ^ mk U \^ j ^ 2k ~ ^ gkgl - 2k 

k=0 k - 0 
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M 2,l.f = X/ = h k gt-2k 

4=0 *-0 

L-l L -1 

M z,2.i = ^ ^z.k^\.\,i-zk = h k ht-2k 


« 2 . 3 ./ = ^ ^ gkh i-zk ， 

飯署 0 k^O 

那么对 ）=1, …，_/。，我们可以借助于滤波 X 并适当下抽样来写„的元 
素，即 


^ j.n.t = “/.«./ 义 2’[，+1 ]- 1 - 加祕 ， t = 0*1 »•** iNj — 1. (215a) 

/=0 

令 K . JO 表示的传递函数，这个传递函数只依赖 T 尺度和小波滤波 
器的传递函数 G (») 和 H (0. 为表示这种关系，与在 Coifman 等 （1992) 中一样， 
假设％(•)=(；(•)和 M , (•) = //(•). 也假设对小波包表格里的每个结点 (>, «)， 
我们引入一个长 度为尸 所有元素为1或0的向量对 ）= 1, 我们定义<^。= 
[0] 和^三[1].对） 〉1 借助于 q-,,/， 〆 = ()，•••，2— 1 —1,通过下面的两部 
分规则循环定义«=()，•••， 2>- l . 

[1] 如果 wmod 4 = 0 或3，我们通过在的末尾添加一个0产生 c ,.„. 

[2] 如果 wmod 4 = l 或2，我们在^-^十」的末尾添加一个1产生 €?,.„• 

看一下怎样用这个规则，例如，假设我们想构造）= 4, ”=7的因为 7 mod 4 = 
3,故这个法则的部分 [1] 表明给0 3 . 3 添加一个0来 构造〜 7 ,为构造 c 3 . 3 , 注意 
3 mod 4 = 3, 故部分 [1] 的另一个应用表明给 cu 添加0,最后因为 lmod 4 = 1，故用 
法则的部分 [2] 来构造 cu ， 即给 Cl .„ = [0] 添加1，综合这些结果，我们有 
[0， 1, 0, 0] T . 

设表示的第个元素，贝 IJ 

= nM w (2-/). ( 215b ) 

m =*0 

向量^.„可以用图 216 中的排列次序的小波包表格来 解释. 作为例子，考虑与 c 3 , 3 = 
[ c 3 . 3 . 0 , rs ,^ , c 3 . s, z J T = [0 f 1, 0 ] T 有关的 C /,. 3 (/). 然后我们有 

U 3 , 3 (f) = M 0 (/)M l (2/)M 0 (4/> - G(/)H(2/)G(4f). 

对 j = 3, n = 0, …， 7 的 LA (8) 滤波器，平方增益函数 | L ^(0 | z 在图 217 中被 
表示出.标称的“理想”的带通是由垂线标明的.例如，对的标称带通 
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图216对> =1，2和3层的排列次序的小波包表，向鷇 c ,. n 的解释 (0 或1分别表示尺度（低 
通）或小波（高通）滤波器的使用）.注意如果在层的母结点到 j 层的子结点进行 
时，我们要求使用 GO ), 那么就添加一个0到母的以得到子的另一 

方面，如果我们用 》(•>, 那么就添加一个 1. 还注意到，当从左边到右边穿过行 i 
= 2或3移动且选出每个的最后一个元索时，我们得到了模型“0, 1，〗，0”或这 
个模型的继续 電复. （对通常的）>2,搜集 c ^， 《 = ()，•••， 2'— 1的最后元素将会 
产生2〃 2 个“0, 1, 1, 0”的 重复） 

最后，回忆在第_/层离散小波包变换的每个 VVy 标称是与带宽_有关的， 

即与之相关的频率区间1.«的宽度.也注意到是与 j 层部分离散小波变换的 
尺度系数的向量 V ,完全相同的.这些尺度系数是与尺度 = 相关的（这个量可 
以用序列的 A 相关宽度的记号来论证，参见式 U 03) 和围绕它的讨论).因此，我 
们可以将 A , 的标称的“时宽”与联系起来.因为用来在）层创造所有 VV 〃的等 
价滤波有完全相同的宽度 L 和相同的标称带宽，故我们可以论证地使相同的时 

宽 A , 隶属于每个^^/注意，因为在每个里，有 N 产 0 = g 个系数，每个系 

数的 A , 的标称宽度可以产生总的时间范围 = 即 VV ,,,. 的系数集体覆盖 

了 X 提供的整个时间，按照直观是合理的) • 对> = 0,时宽是1，然而带宽是+， 

这在给定 >==0层的离散小波包变换是一个恒等变换时，是很容易被发现的•如 

果我们考虑另一个极端的例子，即长为 N =2 ; ， 时宽为 N ， 而带宽为^的序列 

的 •/ 层的离散小波包 变换. 由于没有任何一个等价滤波器彳〜在任何意义下是 

局部化的，故时宽是合 理的. 对所有的）层，时宽和带宽之积是一个常数士，并 

且和在时间域和频率域之间的许多“互反性关系”保持一致 （例 如，参见 
Bracewell , 1978，第8章或 Percival and Walden* 1993，第3 聿〉. 










图 217 基于 LA (8) 小波和尺度滤波器，对于 ）= 3 和《 = 0, …， 7的平方增益函数 
标称的“理想”通带是由垂线标记的 


6. 1节的评论与扩展 

[1] 上面给出的用来构造二进值向量。„的两部分规则，允许我们决定哪个序 

列能引出带有平方增益函数的，在频率区间上是标称带宽的 

滤波器，这个序列必须是具有形式 G (2 W /) 和/或/■/(2" 1 /)的传递函数的滤波器卷 
积得到的.像规则陈述的 2：— 与相连接的一个更为正式的证明，参见 Walden 
and Contreras Cristan (1998 a ). 

[2] 假设我们有长度为 N = 2 ; 的时间序列，并且使用哈尔小波构造•/层的离 
散小波包变换.这个变换事实上恒等于文献中著名的（规范 正交） 沃尔 什变换 .这 
种变换对 N =16 的情况的列向量在图218 表示. 注意像离散傅里叶变换（参见 
图47)，而不像></层的离散小波包变换，对于沃尔什变换的基向置在时间上 






218 


第 6 章 




m 218 使用哈尔小波滤波器构造的 J = 层的 iV -16 离散小波包变换的行向 S ， 这个变换 
4著名沃尔什 （ Walsh ) 变换是一样的.基向录按顺时针次序被展示，以使第 n 行（的 
转置 >和时间序列 X 的内积产生系数向最里的单个元素 

没有被局部化.沃尔什变换作为离散傅里叶变换的一个对手/补充，在一些细节 
上被研究过丫.更仔细地，参见 Morettin ( 1981 ) ， Beauchamp ( 1984) 或 Stoffer 
(1991), 用沃尔什变换的有意思的应用，参见 Stoffer 等 （1988) 和 Larming and 
Johnson (1983). 

[3] 如我们注意到的，第>层的离散小波包变换产生能被划分成 f 个向量的 
变换系数，即 W %， 》= ()，•••，汐一 1，第 n 个这样的向量是与区间= 

[^ r , 上的标称频率相关的.因为每个2：,的宽度都是相同的，故离散小 

波包变换能有效地将频率范围[()，士]划分为2,个整齐的隔开 区间. 由于这种划 

分和离散小波包变换是以一种与离散小波变换十分相似的方式计算的，一些研究者 
把离散小波包变换称作是“规则的离散小波变换” (例 如，参见 Medley 等， 1994). 

6.2 例子： 太阳物理数据的离散小波包变换 

在过程和现象的一个复杂重叠太阳系的太阳球面上，磁场的物理学是由发生在 
太阳系的和在不同长尺度的太阳风里，与观察点附近局部更多的一样的点构成的. 
尤里西斯 ( Ulysses ) 宇宙太空计划，第一时间里，提供了太阳系磁极地区的观察•这 
些地区是在太阳活动循环的一个最小相位期间内被测最的，且因此被从磁极日冕洞 
出来的快速太阳风流动支配.数据覆盖的无先例高比例（超过95%)——随着尤里 
西斯的太阳系磁极轨道一-提供了太阳球面磁场的独特高质量记录. 
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第338天 


阁219尤 M 西斯宇宙飞船的轨道.宇宙飞船起飞后，在地球活动的平面上运行，直到木星 
附近.木単-的引力场将之投掷到太阳附近的磁极轨道匕图222底部绘出的那部分 
数据娃在宇宙飞船上从日照汁纬度南43。到太阳以南的南62。时搜集的一在改变纬度 
时，飞船也缩短了与太阳的距离.这里收集到感兴趣的数据后，飞船继续它的太阳 
磁极轨道，但现在是在太阳的北面运行（经伦教 Queen Mary 和 Westfield 学院的 
T . Horbury 的说明许可） 


作为分析的有用数据是由磁场大小的每小时 N = 4 096个平均值的自由分割 
间隔组成的，这个磁场大小是从1993年 （12 月4日 ） 的第338天宇宙时间时到 
1994年 （3 月24日）的第144天宇宙时间】2时记录的，且包括了尤里西斯正在记 
录从太阳系南极的发射物这段时间（参见图 219). 这个序列在图222底部被绘出 
(这个相同图的一个扩张版本在图235的底部被表示出来） • 为方便 ，我们假定时 
间变量是在白昼时被测出的，因此抽样区间是以=1/24天（故频率在每天的循环 
中被测埴且范围从0上升到每天12周的奈奎斯特频率之内变化）.测贵的申位是 
毫微特斯拉 （ nanoteslas )， 即 10— 9 特斯拉，用 nT 表示.和图219中表述的一样， 
在这个时间序列被记录的区间内，尤里西斯从大约南43。到南62°改变了日照计的 
纬度，并且它的日心范围从大约4到3个天文单位变化（由定义，一个天文单位 
与地球到太阳的平均距离是相等的）.这个向南的半球面数据显示出一些大的尺 
度结构.我们注意到的4个震荡波在图222里被标以 a (1994 年2月12日）、 
6(1994 年2月26日）、 c (1994 年3月10日）、 c /(1994 年4月3日），我们将测验 
这些高纬度特点的时间/频率特性. 

行星际的雳动波被典型地分为“上旋转”赓动或“变换”震动（例如， Gonzalez - 
Esparza 等， 1996). 上旋转震动是由快速太阳风（发始于太阳的日冕洞>在 行星介 
质里超过慢速太阳风的相互作用所产生的.多次发生的相互作用区域被称 为上旋 
转相互作用域 ( CIR ), 并且再现每个太阳旋转.变换震动被认为是由快速日冕的 
物质喷射 ( CME ) 所产生的.分类方法的细节在 Gonzalez - Esparza 等（】996)给出. 
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图220使用哈尔、 D (4)、 C (6) 和 LA (8) 小波对太阳物理时间序列的 ）= 4 层的离散小波包变 
换系数 W . W 的元素相对 m =0 ， …， N —1 = 4 095被绘出图.15条垂直的虚线 
描绘出了 W 的16个子向董，即从左到右，”=15, 14, …， 0 


Balogh 等 （1995) 在图222中分类了与日冕物质喷射相关的作为变换的前两个震动 
波和后两个反复出现的上旋转相互作用域.然而， Zurbuchen 等 （1996) 把第一 
个、第三个和第四个看作是反复出现的. 

由于这个序列有着随时间变化的分量，故它是说明离散小波包变换分析性能的 
一个好的选择.图220表示出了基于哈尔、 D (4)、 C (6) 和 LA (8) 小波的 ）=4 层的离 
散小波包变换系数向量 W 的元素灰„.垂直的虚线表示了每个 VV 到子向量 WV ,， ” = 
()，••.，2>—1 = 15的分划（注意》^, 15 是图中左上方的，而 WV 。 是右上方的）.系 
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数向量 VV 和时间序列 X 有相同的元素个数.我们有 || W || 2 = || X | 2 是闪为离散小 
波包变换是规范正交变换的.每个子向有相同的元素个数 ，即 

256. 子向董 W \, n 在实际频率的区间士 Z . K , = [>/(32 Ar ), ( n + 1)/(32以） ] 上跟踪 

时间上的变化.图表明了，系数的大小通常是随着减少的频率而增加，而最大系 
数属于 WV 。 （与频率的最低区间有关).注意当 WV „( n >0) 中的系数在零附近波动 
时，那些在 W ,.。 的系数就在正值处波动.这钉以通过练习 [6.6] 的结果来解释， 
它告诉我们，冰,. (> 的抽样平均值与4欠相等，其中，和通常一样， X 是 X 的抽样 
平均值（如图222所表示的，这里显然是正的）. 

在给定的州,.„，内，图220里对于所有4个小波包变换通过时间的变差出 
现满意的相似和性质一样，但在与三个最低频率带相关的子向景中，尤其在 W ,.。 
中，有一些显著的脉冲.我们探索图222上部里不同带的脉冲之间的时间关系，其 
中 LA (8) 离散小波包变换子向最的每个元素相对考虑到 LA (8) 滤波器的近似零相位 
特 性的一 个时间而被绘出来.这些调节依赖于 6. 5节讨论的平移它被用来连 
接的第 f 个元素和时间 G + aU + D - l - U .„ | modN ) A /, 其中6是 
与 X 。有关的实际时间（这个公式与 4. 8节对离散小波变换得出的是完全同样的). 
产生次序(按照这个次序其元素实际被绘制成图）的你^的循环平移在图222的右端 
表示一 例如，： T — 2 W ,.。 表明元素…^和撕,,。， 2 是分别与最早的和最晚的时间相关 
的.每个子 向量的 开头和结尾处的粗垂线描绘了边界系数的轮廓：在这两条线以外 
被绘岀的系数在一定程度上被离散小波包变换假设的循环性所影响.我们可以用 
4.11 节描述的和离散小波变换十分相同的方式确定冰^的哪一个元素是边界系 
数（对每个 VV ,. N , 其边界系数的个数是由 I /, 给出，表136说明 LA (8) 滤波器的 
边界系数个数为 6). 图上面部分的虚垂线表明了 4个由 Balogh 等（1995 〉 确定的震 
动波结构的位置^——这些定时是通过从原始记录里在(不是每小时的平均值）数据中 
直观上寻找恰当的特性所决定的.对于用 LA (8) 小波使之可能的相位定位，我们能 
在这些震动波的时间周围看到儿个频率带内大系数的配置；然而我们将在 6.7 节看 
到，在离散小波包变换里固有的下抽样损害我们的能力以辨别这些主带的特色. 

6.3 最好基算法 

像在 6. 1节我们注意到的，我们可以从小波包表格中提取直到某一人层的 
许多不同的规范正交变换.每个可能的规范正交变换都是一个分开的二进分解， 

由定义是频率区间[0，的一个分划（这些变换包括- 但不局限-部分离 

散小波变换和）= 〗，…，/。层的离散小波包变换）.我们怎样能确定这许多变换 
中的哪-个在某种意义上对某个特定的时间序列 X 是最优 的呢？ 等价地’给定 
小波滤波器的选择，哪个■在某种意义上是最优的？ 
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Coifman and Wickerhauser ( 1992) 在“最好基算法”的命名下解决 f 这个问题， 
最好基算法包括下面两个基本步骤. 

[1] 给定一个九层的小波包表格，然后对每个0, nH 赋给—个价 
值其中 M (_) 是一个形式为 

n 厂、 

MOV,.,) s 2 讲 （ IH) 

/--0 

的相加的价值泛函，且 m (0 是定义在[0, 00)有,„(0)==0的实值函数 • 

[2] 从小波包表格中提取的“最优”正交变换是 


min 2 M(U 

的解，即我们寻求由 cc 分特征化的正交变换以使所有数对 （），《) ec 的价值和 


最小. 

许多相加的价值泛函已经提出（例如，参见 Wickerhauser ， 1994,第8章 ） . 


这里有三个例子. 

[ l ]-/ Mog ( f 〉 范数，也称为“熵”信息价值泛函，其中 


I) 


0 , 


W, 


0, 


这种量与序列的熵之间有一种单调关系. 
[2] 阈值泛函，即超出特定阈值6的项的个数，即定义 


m (\ I ) = 



I I > d ; 

其他. 


[3]6 信息价值泛函，对于0<夕<2,定义为 /”（ 丨 H )= I U . 如 

果使用这个价值泛函，那么给出了序列的 A 范数. 

练习 [223] 解释一下为何价值泛函 m (\ W J , n , l \)= 对于选取一个 


“最优”正交变换没有什么用处. < 

为得到这些价值泛函是一些什么概念，让我们来考虑下面的简单例子.假设 
用哈尔小波由长度为 N = 8 的时间序列久形成层为 j = l ， 2, 3的离散小波包变 


换的 系数: 
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X T = [2.0.-1.1.0.0. -2.2] 

^'.0 = [V^. 0.0.0 ； 



^•1, =(-io| 

^L = (2.2 ； 

^2,3 = !°'2] 

1 古 1 l-yr) 

[☆1 i-^l 

® [0: 

[V2] h^l 

° TO i 

: i I r» : 

i To I To J 

i i 

10 2 


m 224对长为 N = 8 的时间序列 X ,层为 ）= 1. 2和3的哈尔离散小波包变换系数 Wp . 
序列 X 是由 H 个基向堵的线形组合构造的.每个 基向鼉 来自于3个层中的一个（参 
见式(224〉）.在上面，与形成 X 时用到的向 M 相对应离散小波包变换系数已被 K 划 
线了（在 WV , 、 WV ., 和叭. ，中各 一个） 


其中 A 和氏维数为 | x ^ r . 我们从 A 的第-行向量，為沉的第二行向最和 


的行向 S (其转置）的线性组合来构造 X : 


'l/VT 


' 0 ' 

1/V2 


0 

0 


0 

0 

+ 2 

0 

0 

-1/2 

0 


1/2 

0 


-1/2 

. 0 _ 


.1/2. 


+ VB 


1/V8" 

—1/ y /8 

—1/ V 8 

1/yfS 


1/V8 


—1/ y /8 
— 1 /^/8 


I 1/V8J 



(224) 


通过观察可以看到，用来构造 X 的3个向量是相互正交的，但每个都由来自不同 
阶的离散小波包变换.图224给出了对直到阶人=3的基于哈尔的离散小波包变 


换，其你 ; .„的内容-这里我们强调用来构造 X 的3个向量所形成的系数（每个 


都在 WV 。、 州 2 , 3 和狄 3 .4). 

对于构造 X 的一个“最好基”的一个直观的想法是确信包含着我们形成 X 时的 
三个规范正交向量——如果这些包含进去，就能用二•个非零系数简洁地表示出兄 
考虑系数向量 M ^,。， 它的第一个元素是用式 (224) 表示的第一个向量形成的.因为 


VV ,.。 对应着频率区间[0, 在形成分开的二进分解时，它的竞争者或与 

—起，或 W .。 与 Wj 、 和冰 3 . 3 —起.因此，一个合理的相加的价值泛函应 
该分配给[4，0，0, 0] 或分配给 U ，0] 和[―1， 0] (即 W 2，。 与州 2 ., —起组成 的组〉 

或分配给 — ^、和 f 一(即 •/ ‘二 3 的系数参与竞争的 一组) 使有更低 

的价值的一组.从品质上说，从其他两组竞争系数中区别[斤，0, 0, 0] 的特性是 
因为其系数中的一个在数最上比其他的史突出》换句话说，它的系数是非齐次的. 
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图 225 对图224表示出小波包表格的价表.上面的表是用一 / 2 log (/ 2 ) 范数作为一个价值泛函被汁 
算的 MOV ,.„) 的值.最好基算法的初始步指定我们应该以某种方式在低行标记出那些 
值——这里我们用下划线和粗体字标记 

接着我们看一下这个三个价值泛函怎样处理齐次系数的-个简单例子，臂如， 

「土 音，士音，士音，土音 ] ^相对于非齐次系数相反的一个向量，臂如， 

[士 £ ，0, 0, 0] T (注意这两个向量的能 M 是相同的，这对任何一个给定频率区间 
的处于竞争中的任何系数集都是正确的）. 

[1] 使用 一/ 2 log ( f ) 范数（为方便，假设 W 和 W , 是从 | X ||=1 的序列得出 
的），我们有 

M(W h ) ―― 4 - 皆 log ( 皆 ) =_e 2 (log(€ 2 ) — log(4>) >—eMog(e 2 ) = MOV, ) , 
因此，如所期望的，被分配了比更低的价值. 

[2] 如果我们使用，譬如$=含，作为阈值泛函的阈值，那么 M ( W A ) = 4 , 然 

而 MOV ,) = 1, 故再次有一个比较低的价值；另一方面，如果我们置， 譬如卜 

— ，那么 MOV A )=0 而 M ( VV ,) = 1， 这与我们想要的相反.因此，阈值泛函能够 
4 

由于选择合适3的问题可被巧妙地运用. 

[3] 如果我们使用信息价值泛函，那么，对任意的0</><2,有 

M ( Wh ) = 4 f P >\er^M(W,) t 
又一次与我们想要的是一致的. 

因此，假设我们能在阈值泛函里适当地设置仏所有三个价值泛函分配给非 
齐次系数的向贵一个较低的 价值. 

一旦价值泛函被选定，就可以给小波包表格里的每个向童分配一个价值•这 
样一个“价值表格，，（基于一 flog ( f ) 范数）的例子在图225里对应着图224的小波 
包表格中给出.最好基算法 （Coifman and Wickerhauser , 1992; Wickerhauser , 
1994) 以一种简单的方法进行，像图 225 和 226 里举例说明的. 

[1] 我们以某种方式在表格底部标记所有结点的价值 （图 225 里用下划线且用 
黑体打 印）.我们从检査结点的低行开始. 

[2] 我们将每对孩子结点的价值和与它们双亲结点的价值进行比较，然后做 

下列中的一个： 
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0.96 

0.28 

0.68 

0.19 

0.19 

0.32 

036 

0.12 0.12 

0.12 0.12 

032 0.00 

0.28 0.28 

0 H i 

吾 i 备： 

TS ! 


图226最好基算法的最后一步.最好基变换是用阴影箱指定的.由于直观上是合理的，故 
选择的变换包括了用来形成 X 的三个基向虽 


U ) 如果双亲结点的价值比孩子结点的价值之和低，就给双亲结点划记号（即 
在图中的价值上标上下划线且用黑体字打 印）. 

( b ) 如果孩子结点的价值之和比双亲结点的价值低，就用孩子结点的价值之 
和代替双亲结的价值(什么新记号也不做 )• 

[3] 顺着表格向上，我们对每一层重复步骤[2]，最后的结果在图226中 

给出. 

[4] 一旦我们到达了表格的顶端，就可以沿着表格向下看那些被标记过的结 
点. 对应着一个分离的二进分解的被标记过的最上边的结点定义了最好基变换. 

对我们的简单例子，最好基变换在图226里用阴影方格表示出来并且是由对 
应于离散小波包变换的系数州1.。、 ^3.4. 你 3 ,5和 W 2 . 3 的基向 S 组成.这一选择在 
直觉上是合理的，因为 X 是用由1^.。、和 W z . 3 的基向量形成的（这三组基向 
量不能形成分离的二进分解，但这样的一个分解的形成是基于包括添加形成的向 
童 W 3 . 5 ). 

6. 3节的评论与扩展 

[1] 最好基算法是一个“底部提升”算法，因此需要直到人层的整个小波包表 
格的计算 . TaswelK 1996) 讨论了一种能要求考虑相当少的计算的顶部下降力 
法.虽然这种方法选择了一个在理论上次最优的基，但计算机实验表明用各种标 
准测 M 的次最优和最好基之间，几乎都没有实际差别. 

6.4 例子： 太阳物理数据的最好基 

这里我们将最好基算法应用到太阳磁场的量值数据上 （这 些在 6 .2节描述， 
并且在图222中图 示）. 因为这个序列的抽样区间是以=&天，故我们用士 = 24 

乘以两个端点，将标准化的频率区间乃. " = _]变换到有实际意义的频 

率区间 I" =——， ^-1. 其中这个区间里的任何频率均以每天周测童的•如果 

L 2) 2， △之」 
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用 LA (8) 小波滤波器构造这个序列的至到7 0 = 6层的小波包表格，然后如果使用 
基于一 / 2 log (/ 2 ) 范数的一个价值泛函应用最好基算法，我们就会得到图227描述 

的最好基变换.变换是由 ）=1 层离散小波包变换的$个向量、 j _ = 2 层的 | 个向 

M、j = 4 层的$个向量、 ）= 5 层的 g 个向童和_/ = 6层的 g 个向量构成的.注 

意用一种与离散小波变换有些类似的方式，这个变换一般是随着频率的降低而增 
加它的频率分辨率一频率区间 [2. 25, 3. 0] 周/天是这个一般模式的一个例外 
(我们将在 6. 7节重新返回到这个变换，连同为这个序列的极大重叠离散小波变 
换分析选择一个层以寻找作为时间函数跟踪频率变化). 

让我们现在考虑最好基算法的两种可能适合太阳磁极量值数据的改善.第 
一，从图222底部的图中可以看到，在这个时间序列里有一个明显的向上的漂 
移，这是有问题的，因为与离散小波变换一样，离散小波包变换也利用了循环滤 
波.在时间序列的开始和末端之间的非匹配能够导致几个十分大的边界系数.因 
为最好基算法运用了试图选择非齐次系数集的度量标准，这些反常的系数是十分 
令人苦恼的.为了缓和这样的忧虑，让我们使用反射边界条件重新计算这个时间 
序列的最好基 变换； 即与式 （140) 描述的一样，我们将序列扩展到它原来长度的 
两倍并且分析这个增加过的 序列. 选择的基在图228的顶端表示.如果将这个基 
与图227里用周期边界条件选择的基进行比较，就会看到，直到 > = 3层的基向 
童都是相同的，除了有一些明显的差别以外 • 边界条件的选择因此能够影响最好 
基算法. 

第二个改善试图缓解离散小波包变换对于我们将时间序列“分组”的依赖（这 
个问题与在 5. 1节里我们注意过的离散小波变换的问题是类似 的）. 这个依赖性 
影响着最好基算法，如果我们循环平移一个时间序列，对这个平移过的序列，其 
最好基变换没有必要与原来序列的变换相同.这种考虑已经使一些研究人员提出 
了“平移不变性”的一种形式，它能通过使用与在最好基算法里用到的相同的价值 
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團228对了-太阳磁 极母值 数据，基丁反映边界条件的最好基变换（顶部）和对相同数据乂一 
次使用反射边界条件的最好平移基变换 （底 部）.这两个变换都是基于图227里用到 
的相同小波滤波器和价值泛函.最好平移基算法选择了平移 m = 52 (即了 作为最 
好平移 

泛函在不同循环平移中来有效地选择（例如，参见 Del Marco and Weiss , 1997 以 
及其中的参考文献）.这就导致了最好基算法的下述修改，我们称之为“最好平移 
基算法”.我们首先形成对 X 的直到层的小波包表格，然后应用最好基算法， 
并且观察与选择的基有关的总价值（作为图226表示的例子，这等于4个阴影箱 
里的数0之和）.下一步，我们对每个循环平移 序列丁 = …，2々一 1) 重 

复上面的操作（注意我们仅需要考虑这些 平移： 任何饥<0或 m >2 &将产 生一个 
小波包表格，它的分量将仅仅是对 wmodA 的平移成分的循环平移变型一 
因此对: T m X * T mmod 2; ° X 的得到的价值表格是相同的，并且因此导致了相同的最 
好基变换）.最好平移基变换定义为与产生最小总价值的平移相关的最好基变换 • 
当应用到太阳磁场量值数据时，最好平移基变换是与平移^ = 52相关的， 
且在图228的底部展示出（和这个图的顶部一样，我们已经使用了 LA (8) 小波， 
基于一 / 2 logU 2 ) 范数的一个价值泛函和对称边界条件）.注意选择的变换的频率 
分辨率随着频率的减少而增大（一个类似的模式几乎对图227和图228顶部所描 
述的变换均保持).对九= 6，有总数为 64 的平移（包括⑺ = 0) 能潜在地引起不同 
的最好基变换 • 对正在研究的时间序列，所有64个最好基变换是十分类似的， 
至多在图中描述的有3个较小的 变动. 
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6.5 小波包滤波器的时间平移 


在 4. 8节中，我们观察了 Daubechies 的最接近对称小波和尺度滤波器的相 
位特性，并且在4.9节里对0： 0 出扣滤波器做出了相同的事情.特别地，我们得到 
了作为零相位滤波器的近似输出（下抽样）而绘出离散小波变换系数图的时间平 
移（当在第5章做出极大重叠离散小波变换系数的图时，我们再一次用到了这 
些时间平移）.这里我们将这种方法延伸到用来创造离散小波包变换的滤波器 


上（也是这个变换的一种“极大重叠”形式——极大重叠离散小波包变换一将 
在 6. 6节讨论）. 

得到恰当时间平移的关键是给出滤波器的传递函数 (•) 的 
式 （215 b ). 在定义 1/^(0 的乘积中的每一个因子能写为 


其中 




U ) 


(/)， 

、 e 、 H 、 w ，= l . 


从式 （112 d ) 

$ (G) (/) ^ 2nfv 和 〜一 27 t /( L - 1 + V ) ， 

这里，由式 （ U 2 e ) 和 4.9 节的讨论， 

_ I + 1， 对带有偶数 I 的最接近对称滤波器; 
- 对 LA (10) 和 LA (18) 滤 波器； 

— ^ + 2,对 IJU 14) 滤 波器； 

—孕+ 1，对 coifkt 滤波器 a = 6, 12,-,30). 
注意 V 总是负的（我们提醒自己有这样一个用一 代替 V 的事实）. 


(229 a ) 


因此相对应 


[/^(•)的相位函数可被写为 


DU 2 "/) 〜 2rr/[v*S/,,,o — (L — 1 v)S ; .„.,], 

m-0 

其中 

S >()11 o = 2 (1 —〜”.》•) 和 A ”.* 三 2] 

如果我们注意到总有 m 

US ).”,】= 公 2" = 2，一1, 

m«*=0 


(229 b ) 


那么我们可写为 

2 d Cj K m (2 m f) ^2nf [v(2 j — 1 — ) — (L — 1 -f v)S i , 1 ,.i ] = 2.nfvi . n » 

其中 ' 二 = v (2 J — 1 (2 yH - L — l ). 
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4 

e{h,} 

4 

9 

^e{g,) 

8 

11 

e{g t )+2e{h t } 

11 

12 

Mht) 

12 

】0 

+ e{h,) 

9 

21 

le{gi) 

19 

25 


25 

27 


27 

23 

5e{fi，} + 2e{h t ) 

22 

24 

ie{g,} -k-3e{h t ) 

23 

28 

7e{h,) 

29 

26 

2e{gi)-^5e{h t } 

26 

22 

Se{g,) + e{h,) 

21 


_ ^ f 1 __ — . ^v 1 -- ' 't* _ \ ： 


注： 苒要前 移|叫.- 丨的形式，基于偶数 *1 •的 s 接近对称滤波器，用滤波器1士.《,/>来取得近似零相位 
綸出.这里令）=1，2和 3 Mn = 0, …， 2 >- l . 第7列给出了 IJU 8) 滤波器的特殊值（参见 6.5 
节评论和扩展中对后两列的讨论). 

练习 [230] 证明对我们考虑过的所有最接近对称和 coiflet 滤波器，都有 
V>.»<0. <3 

因此，我们通过用 •单 位提升以得到一个零相位滤波器的 
最接近的逼近. 

现在滤波器有宽度 L ^ C ^- lKL-D + l , 因此我们能写 

Vi.n = ( [匕 一 - [2l/ + L — 1]. 

用上式和式 （229 a ) 中给出的对各种滤波器中 V 的表示式，我们得到（经过一些代 
数运算后）： 

~ ! f + (2，— 1 — , 对偶数令的最接近对称滤波器； 

_ k _( 2 >-' - S /(B .,) + 1, 对 LA (10) 和 LAC 18)； 

2 (230) 

- ti-f 3(2 / ~ 1 一 1， 对 LA (14)； 

一 一 ~~ 3 3 (方…一 hi — ~|*)+ j ，对 coiflet 滤波器. 

上面的式子对列表格是很方便的，因为它是根据滤波器半长度的偏差来表示 h, n 
的. 对于偶数 f ■和对于 J = l ， …，3而 r ? = 0， …， — 1 的最接近对称滤波器的 
情况，要求使最接近零相位的滤波器的提升 1*^ | 的代数形式在表230的第 



LA (8) 


LA (8) 


23 () 
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六列中给出.第七列给出了对 LA (8) 滤波器的 | 实际的数字值(最后两列在下边 
的评论和扩展中讨论). 

6. 5 节的评论与扩展 

[1] 像在 4. 8节的评论和扩展 [2] 中所述的一样， Wickerhauser (1994, 第171 
341页）和 Hess Nielsen and Wick e rhauser (1996) 使用一个滤波器“中心能量”的记号 
系统地阐述了适用于大范围的滤波器设计的提升(这些设计包括了 Daubcchics 的极 
值相位和最接近对称滤波器及 coiflet 滤波器）.这些想法还能使用到离散小波包 
变换滤波器上.恰当的前移|九.„|是由 

I Pi.n 1= S } ,„, oe { gi ) + Sj , m . ie { h ,} 

给出的，其中，因为它们都有单位能量，丨和{心}的能最中心分别是由 

L-l L-1 

e { gi ) = 和 以‘ } = Yj lh > 

卜 0 /-0 

给出的.对带有偶数 I 的最接近对称滤波器，其的形式在表230的倒数第 

二列中表示，且对 LA (8) 滤波器特定的值在最后一列中表出（对这个滤波器，计 
算表明846 4和 e { A , }«^4. 153 6). 注意|九.„ |四舍五人到最近的整数后， 
与 I 丨至多在一致性上不同，因此确定前移的两种方法是很不相似的. 

6.6 极大重叠离散小波包变换 

在第5章中，我们探讨了作为离散小波变换的一种选择的极大重叠离散小波 
变换 （ M0DWT). 极大重叠离散小波变换有好几个离散小波变换所不具有的可取 
特性，包括对一个时间序列的假设起点的较小灵敏度，任何抽样尺寸 N 的适用 
性和与零相位滤波器相关的多分辨分析（在转换到极大重叠离散小波变换时，我 
们付出的主要代价是一个额外的计算负担和正交性的丢 失）. 可以将极大重叠观 
点直接延伸到 定义一 个极大重叠离散小波包变换 （ MODWPT) 中. 这里，我们概 
略这个变换的主要观点和结果（正式的证明简化或省略了，因为他们是由第5章 
已经提出的极大重叠离散小波变换的接近的翻版）. 

我们根据离散小波包变换的副本通过定义极大 重叠离 散小波包变换滤波器 
和开始，即 

其中.，和在式 （214 b ) 和 （214 c ) 中给出.用这些滤波器，我们可以用两种等 

价方法中的一种定义极大重叠离散小波包变换的）层系数第一种需要用 
直接滤波 X : 

L r l 

W„ n , t = 2 ^ j > n , iX ,. lmo d N , t = 0,1. —* N - 1. (231 a ) 

第二种是一种递推方案， f ^° 设我们已经有 ）—1 层系数： 

t = 0,…， N - 1 (231 b ) 

/ =0 
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m 232 描述 X 到 j = 2 和 3 层的极大熏叠离散小波变换系数的分析的流程阁.共同 

的，第）行的所有系数构成了 X 的 ; 层极大 fi 叠离散小波 变换. 注意在第）层内， 

频率指标《从0到&一 1范围变化且每个分, .<• 有长度 N (通过比较，在对离散小波包 
变换的图 212 a 中，每个 VV ,. •有 长度 


(这个陈述产生一个与极大重叠离散小波变换算法十分相似的极大重叠离散小波包 
变换塔式算法——参见 5. 5 节). 我们通过定义第零层系数为时间序列本身来初始 
化这个方案，即％.。.,5兄.对应每个结点0, n) 均有 N 个极大重叠离散小波包变 

换系数，且将这些系数置成 N 维向量化,〆因此访。,。=尤).如离散小波包变换的情 
况，我们可以收集到所有的极大重叠离散小波包变换系数直到，譬如，九层且形 
成一 个极大重叠小波包表 .图232就是 J 0 =3 层的这样一个表的例子. 

式 (231a) 和 (231b) 与对离散小波包变换相对应的公式，即式 （215a) 和 （214a) 的 
比较表明，除了再规范化滤波器的使用，在极大重叠离散小波包变换和离散小波包 
变换之间最重要的区别是下抽样的 消除. 因为本质上相同的滤波器被用来产生 ^0.” 
和祝, B ， 故极大重叠离散小波包变换系数与离散小波包变换系数有相同的标称频率 
区间，即:= ^ rr ]. 滤波器的传递函数 -称为-与 

的传递函数有简单的关系， ^.„(/)= U > .,(/)/2> /2 . 由于有成 （/) = 
M Q (/)A^=G(/)A/^ 和 A (/) eM , (/)A/^= ff (/)/#，由式 （215b)， 我们可以 
写成 

o^f) = （ 232) 

这里和以前一样， CV.U 是二指标值向的第 m 个元素一这个向量与用在离 
散小波包变换上的是一样的，且它的结构的例子在图216中给出.因为重新尺度 
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化一个滤波不改变它的相位函数.如果我们在（重新尺度化的）最接近对称或 
coiflet 滤波器基础上构造一个极大重叠离散小波包变换，那么就能够利用在 6. 5 

节中发展的提升来循环平移的元素，以至于它们——在好 的遥近 
上一与作为 X 的元素的相同时间有关.例如，循环平移向 fi 

,^. N . i vJ+ . 命一 v -.， 之.… …，承 .•卜 【r 

的第 / 个元素和作为 X , 的相同时间有关. 

让我们通过证明，以此来总结一下我们的讨论.任一 层的极大重叠离 
散小波包变换系数都能使用来形成 X 的能量分解和本质上与基于极大重*离散 
小波变换的多分辨分析类似的一个加性分解，这对离散小波包变换来说是正确的 
(然而，加性分解的每一成分现在都与频率区间有关而与尺度无关). 

• 能量分解 

N-1 

回忆一个时间序列的“能量”是由其元素的平方和给出的，即 n X ? = ||x|| 2 . 

f-C> 

对任一层）>1，我们要求 

W 卜2»承』. 

n-0 

换句话说，能量保存在）层的极大重叠离散小波包变换里.为此，令 

N -1 

X k = Yj X， avlk/N ， k = 0,… ， N-1 

为 X 的离散傅里叶变换.因为式 (231 a ) 告诉我们，1^.1是用隐含周期化为长度 N 
的滤波器循环卷积 X 的结果，帕塞瓦尔定理表明 

1承.”1卜士 ㈣ 卜-(夯)「 1 不丨 2 

(参见式 （170 c )). 因此，我们有 

§ K-r H | m 糾'…娼，!卜(引|' 

练习 [233] 证明对所有的/，有 

2 | G. (I (/)r = 1 对所有 /• (233) 

ji，0 

<1 

因此，从帕塞瓦尔定理的另外的应用中得到结果： 

卜去 Siu = E 々 = W 2 . 

* = 0 £=0 
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•加性分解 

在任一层时，我们要求通过对每个频率带 n 用丨循环互相关 

且求和来重构 X : 

2^1 h - 1 

X > = SS i = 0 , …， JV — 1. (234) 

为证明此，我们将证明 " 一个等价的论述是正确的，即将离散傅里叶变换应用到上 
式，两边形成 

^ = EEfE ^ 承—) e 補' k = 0, …， N -1. 

«=0 r =0 ' 卜 0 , 

现在，互相关的离散傅里叶变换是由周期化为长度为 N 的的离散傅里叶变换的 

复共扼给出的，即{氏•(吾 )} 用{承一}的离散傅里叶变换相乘，即 { G ." (务)不 } 

(这可以从式 (231 a ) 得出，也就是说是周期化长度为 N 的与沭}的循环 
卷积).丙此， t 式等价于 

^* = 2 = ^*(夯)|，是= 0,…， N -1. 

然而，式&33)说明右边的和是1，从而得到了要求的结果. 

令汉, B 是包含由循环互相关形成的序列的 N 维向董，并且令&〜表示它的 
第 f 个元素.那么，我们有 

L 厂 1 1 

= 2 U } , n ,t 分 ，，” .,+<modN ， 因此 X — 2 

/=0 >1 = 0 

我们可以说在时刻 f ， 值 X ,是每个频率带《里“细节”序列的第 f 项办.•“的和.因 
为办 .. 的离散傅里叶变换是由不}给出，注意这对极大重整离散小 

波变换也是正确的，作用在{ X ,}上的复合滤波器的传递函数是由 | G ,.„(/)| 2 给 
出的，它既是实的又是正的.因此有零相位.在时刻£的每一频率带里，细节 
吞,，与在相同时刻 f 上的时间序列久的特征相一致.这一有吸引力的特性是未加 
工的极大重獒离散小波包变换系数斤,..所不具有的. 

6.7 例子： 太阳物理数据的极大重叠离散小波包变换 

这里我们通过将极大重叠离散小波包变换分析方法应用到太阳物理时间序列 
上给出了一个例子（这个时间序列在 6 . 2 节中描述且在图235的末端重新绘图）. 
为此，我们基于 LA (8) 小波滤波器计算 ）= 4 层的极大重叠离散小波包变换.考 
虑到变换是用最好基算法和它的变化选出（参见图227和图 228), 层的这种选择在 

时间和频率域上的分辨率之间提供了一个合理的协定：在大约 | ■周/天以下的频 
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图236南半球的太阳磁场 M 值数据（底图）和相应修改过的时间/頻率图 （顶图）. 这些数据 
是用毫微特斯拉测置的且由尤里西斯 （ Ulysses ) 飞船从1993年338 H (12 月4日）世 
界时间 （ UT )21 时到1994年144日 （5 月24日）世界时间12时记录的.频率/是每 
天的周期. 4个震动波的结构在底图里标以 a 到 d ， 而顶图里的虚线标记了出10处 
等 （1995) 所确定的它们的位置 


率被著名的太阳旋转结果所支配，因此这里没有必要为了我们的目的，很好地解 
答这个问题，然而在这个界限以上的频率是由层的基向量恰当地表示出来 

的.一个 j = 4 层的变换产生了 16个向量” = 0，…， 15. 第”个这样的向 

黾对应着频率区间[^，與]的-个随时间变化的分解.化= 4层的-个极 

大重叠离散小波包变换，相关的标准化带宽和时宽分别为_ = ^和= 16, 
其转换成 l /(2> +1 A /) = *| 周/天和 A,Ar = | •天的实际带宽和时宽.所有的这些值对 
分析的目的都是很有意 义的. 

图235的上部表示出了极大重叠离散小波包变换系数向量在绘出每个 
向量之前，我们循环平移它以便它变成近似地由零相位滤波器的 输出； 即我们已 

经绘出了与 有关的时间的了化,”的第 t 个元素的图，其中 〜 ”是由 LA(8) 
滤波器的相位特性指定的平移(参见式 (230)) . 对于 ” = 0,…， 6 ，丨〜•丨的实际 
值在图235的右边给出（由于空间限制，”〉7的值没有全部列出，因此它们的确 

定作为习题 [6.8] 留给读 者). 与图222 —样，相交于每个了的开头和 
末端的粗垂线刻画了被循环边界条件影响的极大重叠离散小波包变换系数.这些 
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线的设置由一个与极大重叠离散小波变换设置十分相同的论断所确定.这导致 r 

式 (198 b ), 这里，我们可以采用它来告诉我们中边界系数的指标是由 
t — 0, …， L , 一 2— | Vj. m | 以及 f — N — | v >tlf | t — ,N — 1 
给出的.虚线标记出了与 Balogh 等 （1995) 给出的相同的4个震荡波的位置.很 
有意思的是，将这个图里的 极大重 叠离散小波包变换系数与图222里给出的离散 
小波包变换系数进行比较——由于离散小波包变换里固有的下抽样，所以要看裎 
荡波如何在不同频带里传播是更难的. 

图236的上部分是一个修改过的时间/频率图，表示出了在〜。 1 中的 
100个最大平方时间前移系数的位 S , 连同： T _l 〜 1 中的100个最大的与 

T = 15) 中的100个最大系数的位置，并把这些作为一组. 

在这个图中，^轴左边表示了以物理单位表出的对应每个小波包指标 〃(这 些在 :V 

轴右边表示）的频率区间.在丁…， 15) 中的100个最大平方系数 
都出现在五个最低的频带内（即标以 ”=2,…，6的那些），因此我们在阁236中限 
制频率范围为0〜6周/ 天. 这个数字很明显地表示出了震荡波特性的时间位置. 

这里时间平移调整是很東要的.了― 1 %.” 1 斤 u 与原时间序列的比较表明在极大蚩 
脅离散小波包变换系数中时间局部化的结果出现在与 X —样的自然时间里且也 
能容易地穿过 频带. 当没有时间前移时，结果更难解释（参见练习 [6. 10]). 对于 
每一个事件，与时间/频率分解的次数一致的选择次数是相关的宽带的（即通过许 
多频带的延伸）.因为一个严格定义的脉冲有一个宽带的傅里叶分解，故与宽带 
特性一致的结果位置是很合理的. 

在4个被标记的事件之中，最有意思的是事件图236表示了相对于选择 
的时间，在宽带特性的发展之前的大约 2.5 天的低频能量 （0 〜 0.75 周/天） .一 
个可能的解释是对于 a , 在选择的时间上的事件是一个事件（可能是一个 CIR )， 
而较早的低频能量来自于另一个事件（可能是 CME )， 这是尤里西斯在几乎相同 
的时间内得出的.这些事件没有必要在太阳系里相同的经度上出现，它们 0 1 ■能是 
不相似的，因为它们以不同的速度传播给尤里西斯.事件&很明显不是多次发生 
的，大致发生在连接 a 和 r 的太阳圈的半 路上. 

图238的顶部图是标记为《 = 0，…，15的频带的细节 Pi .” 的一个堆积图（包 
括了 0〜12周/天的整个频率范围）.当细节已被垂直地印刷堆积在一起时，它们 
都用与时间序列的底部图里用到的相同的相关尺度.震荡波的位置可以通过几个 
频率带被简单地描绘出.因为这些细节是用零相位滤波器构造的，故这^图帮助确 
定图235和236里事件的定时（在这个图和图235之间显著的相似性表示 LA (8) 滤 

波器在这里是零相位滤波器的十分好的逼近).例如，细节序列方表示了低频能 

量的存在，是在高频细节 (": >0) 里的更多特征化的宽带特色之前得到的. 
(关于这个时间序列的更多细节，参见 Walden and Contreras Cristan ，1998 a .) 
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6.8 匹配追踪 

匹配追踪背后的原始想法是用比较多的原始函数的一小部分的线性组合来逼 
近一个函数 （Mallat and Zhang ， 1993? Davis » Mallat and Zhang , 1994). 如果 
我们假定这些原始函数(或波形）的每一个都与一个特定的时间和频率有关，那我 
们就可以通过利用一个波形和来逼近函数得到它的一个加性的时间/频率分解， 
而此波形和在时间和频率上的局部化与函数的原始结构相 匹配； 同样的，我们使 
用分别与一个特定时间和尺度有关的波形得到一个时间/尺度分解.用于某一目 
的的从一个大且冗长的集里抽取的波形，称作字典.这里我们在分析离散时间里 
观察到的时间序列的情况下，考虑这种方法. 

和通常一样，设 X 是一个含有时间序列{ X , : « = 0,…， N -1 丨的元素的 N 
维向量.我们希望将 A ■扩展到包含一个“字典 ”1) 里的向量的线性 组合： 

d= {d r ： y e r}, 

其中尖 =[<。， 心，…，各称为是一个“字典元素”.角标 y 通常是 
一个连接 A 与时间和频率（或时间和尺度）的参数向量，而 r 表示这些参数 
的所有可能值的集合，且为简单假定是一个有限集（例如，如果心是离散小 
波包变换的基向量中的一个，那么/将是一个三维向量[)，《, G T ， 前两个 
元素将映射到频率，而最后一个元素将映射到时 间）. 每个字典元素规范化 
使得 

ll^ll 2 = S ： 4, = 1. 

/-0 

进一步，假设 D 中元素的某个子集能用来形成 N 维向量空间的一个基，这里 
假定 X 是空间一个元素.因此，最小的可能字典 DSR V 的一个基，但字典是高 
度冗 余的： 冗余性允许在构造与 X 的时间/频率或时间/尺度结构十分相匹配的 
扩展时，有增人的自由度. 

匹配追踪是一种算法，用正交映射到 D 中元素来逼近兄对任 一 我 
们将 X 映射到这个向最来形成逼近 


^ <X,d yo )d ro 

(和通常一样，< • , • >表示内积).然后，我们构造残余向虽 

只⑴ 三 X - X 1 、、 所以 X = X ⑴ +!«(” = <X,d yc >d yo +R (1> - 
下面的练习表明事实上这可以产生一个正交分解. 
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练习 [240] 证明 （ X u > ， R ⑴ ）=0, 且因此 

llxll 2 = [ x-IP + llu - l 2 = |< x , d yo )| ? + ||^ , MI 2 . <3 

为了最小化 |兒”〖 2 , 我们选择使得 

\{ X , d 7 >[= max |< X ,< f y >|. 

rer 

下一步是 l ? ( ”，将它映射到与 K u > 匹配得最好的 D 中的 向量： 

R n> = </? <n , d 7] ) dy x + K ( 2> , 

其中丨 <於"， d ri )\= max \( R n \ dy )\. 这就导致了分解 X = X ⑵ + R ⑵，其中 

(设1?^在X) 

1 

X ⑺ = X <n -\-< R ( l \ d ri ) d ri = Yj {Rli) ^ d r k )d rr 
我们重复这种迭代，经过 m 步后，得到 

相一 1 

X - X <m, +1? … ，其中 X (m, = 2 <R<n) ' d y . ) d K ' (240) 

n-0 

能量保留了，因为 

|| X || 2 = 21<« < " ， ^^>^| 2 + I l ?( m ， l 2 = El <« < n > ^ r n >| 2 + ll « ， m ) H 2 . 

11-0 

随着 m 的增大，残余能置 ||^ w > || 2 不能增加.随着別的增大， | K ‘ m > || 2 减小到0, 
这一条件在 Mallat and Zhang (1993) 和 Mallat (1998) 中讨论过了. 

• 离散小波变換和其他正交字典 

作为字典 D 的第一个例子，我们考虑九层的部分离散小波变换，为此我们 
必须假定 N = 92 ;( >， 其中 J 。 和都是正整数.和以前一样，令 VW 表示定义这个 
离散小波变换的 NXN 阶规范正交矩阵，且设 VVX 是离散小波变换系数. 
如果我们令是 VV 的第）行元素组成的列向量，我们可以写为 

x= 2<x,w r > W 7 . = ^w, Wr, 

其中 W , 是 IV 的第 J •个元素.因为 vv 是一个规范正交变换，我们必定对所有的）， 
有 IIW ,. U Z = 1. 离散小波变换字粤 D < dw ° 因此能取为 N 个向量，）= 0，…， 
N - l . D Uw ° 中的向量形成 R 、 的一个基，且在 D ( dw 0 中没有 冗余. 在第一步，匹配 
追踪算法只是从 ！> ( dwt > 挑选出与 | % | 对应的最大向 M ; 在 w 步，挑选出了对应第 
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m 大的向量 I | . 这个相同的模式对任何正交变换都保持，因此，对这样的变 
换，匹配追踪算法只是根据变换系数的大小在向量里增加构成的.也可以证明，如 
果我们直到 N 步一直运用匹配追踪算法，就一定有|妒 1 '°| 2 =0(这是习题[6.11]的 
部分). 

• 小波包表格字典 


作为冗余字典的一个例子，我们考虑一个包含了以特定小波滤波器为基 
础的用来产生直到/。层的小波包表格的所有基向最的字典.注意基 T 小波的向 
量集合与在最好基算法里考虑到的那些是完全一样的.例如，当7。= 2时，这 
个字典是由包含在尻， A ], BjAj , 和«的 2 N 个列向 M 组 

成的. 


虽然匹配追踪和最好基算法都包括了相同的基向 M ， 但最后的结果是完全不 


相同的.再一次用7。= 2的例子，最好基算法将根据下列五个规范正交变换中的 


一 个描绘 X 而 结束: 


- B ) - 

0 (1) = = ^ O i3) = 

1*4, 」 


' S, * 


AzBr 


B 2 Ai 

,o (i) = 

B 2 Bx 

,o <5) 

-•42*4]- 


-A\ 



AzBr 
BzB x 
BzAx 
.^Az -4i - 


如果被选择的变换是，臂如(9^，那么我们就能利用里的 m 个最大 
值的系数来逼近 X ( 这与字典里将运用到匹配追踪算法的⑺步是等价的）. 
因此，对 X 的遥近将会完全根据0 (5) 转置里的 N 个向敏给出. 相反，如果我们 
用相同的小波包表实行匹配追踪算法，就将以从的转置中及从的转置 
中选一些向童来结束 • 我们现在有两倍多的逼近向量可以选择，这个事实表明 
对 X 的 m 层的匹配追踪逼近应该比从最好基算法提取的相似逼近有更小的残 
余（与用 II 2 衡量的一 样）. 这点将在 Bruce and Gao ( 1996 a ) 的10_ 4节中更 
深入地讨论，且给出了一个匹配追踪确实优于最好基算法的例子. 

• 结合的小波包表格和正交离散傅里叶变換字典 

这里我们通过将正交离散傅里叶变换 ( ODFT ) 里的基向童算到以前的例子里来增 
大字典，这在 3.4 节中已被 讨论. 这些向量的包含开辟了简洁地表示具有宽-一或 
窄 一 带时间/频率特性的时间序列的可能性.因为正交离散傅里叶变换是复值的， 
故如果我们想要逼近尤就需要轻微地修改匹配追踪算法，因此冗余穿 w> 是实值 
的.相应地，假设在 ”+1 步最大化 I <^ n > ’ 毛>1的向 MAGI ) 是正交离散傅里叶变 
换向量/ V ,且这个向量是与满足0</*<1/2的一个频率有关的.如果我们 
令三 < J ^>, 7*. >且回忆限制 * = F *， 我们可看到，如果选择 4 = 7* •最大化 
| , d y >| ,那么4 =，卜*..这表明我们应该包含基向量以使式 （240) 里对逼近 



242 


第 6 章 


JT 0 的第《项是由 


<!?“>， 7*. >，*. + < R (n) , T N - k .) / V *. 

给出的，它必然是实值的（参见式 (50) 和练习 [50 a ]). (注意如果最大化的向量是 
JT 。. 或只彳.，那这个修改就没有必要了，因为这两个都是实值的 .） 

• 极大玄叠离散小波变换字典 

虽然 X 能根据被小波系数 W=W X 加权过的 VW 的（转置）行确切地表示出 
来，但我们在 5.1 节里已经看到这些系数主要与为时间序列假设的起点有关.而 
且，我们希望能很容易地处理一个长度不必要是2次幂的倍数的序列，因此我们 
这里考虑用建立在第5章里讨论的极大重脅离散小波变换基础上的一个字典 
因此，经过小波滤波器和人层的选择后，我们定义 D ( modwt > S ( A + l)N 

个向 M 的集合，这些向量是由像下边所确定的用一个合适的重新规范化的你,，> = 
】，•••，人和的行转置给出的.式 （171 c ) 表明里的每个行向量，在以长度 
iV 为周期迸行周期化以后是由从极大重叠离散小波变换小波滤波器里挑选 
出的元素构 成的. 现在这个滤波器的宽度由一 l )( h _ l ) + l 给出.如果 
L 必 N ， 那么周期化的滤波器就与有相同的非零元索，故我们就可用 
事实 


hU = 1 

来再一次规范化 vv , 的行以得到单位范数——事实上，这个 
重新规范化绝对引导我们转向了离散小波变换滤波器.如果我们选择人满足 
/%< N ， 即 

或者，等价地 ，•/。< log 2 (^^-f 1) , (242) 


那么重新规范化 VVj 和的行就是一个平凡的任务.如果我们选人满足对某些 
有 L ,〉 N ， 那么如果 N 是一个 顺从） 层离散小波变换的抽样值，我们仍可 

用2, 2 来乘以重新规范化 W , 的行（这是因为，经过重新规范化和一个可能的循环 
平移以后，极大重叠离散小波变换矩阵 W , 里的每一行就与离散小波变换矩阵 
W , 的某行相同，对此，我们有 VV , W , T 二如果 N 不是这样的，那我们仅有 
的求助就是明确地计算 

Q = 2 [ 匕 ] 2 

J-0 


且用 


7^ 


乘以的行（当时，类似的论断对 h 。 仍保持). 
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6.9 例子： 子潮海平面 


这里我们通过用字典来分析 5. 8节里讨论的子潮海平面的涨落来阐述匹 
配追踪的观点.这个时间序列(在图246的底部被绘出）有 N = 8 746个观察值，这 
些观察值是以 A /-1/2 天间隔开的且覆盖了近12个全年.与第4章和第5章讨论 
的一样，离散小波变换和极大重叠离散小波变换假设一个循环时间序列使得，例 
如，第一个观察值兄被认：为是先于最后一个观察值；的.因为子潮海平面涨落 
有一个强大的年度成分，所以他们被认为——至少在某程度 t —— 作为一个循环序 
列，如果抽样的数目包含了在这里近似正确的年的一个整数.抽样尺寸是2的乘方而 
不是4的乘方，因此只是层 A 〗的部分离散小波变换是可能的离散小波变换的标准 
的阐述.极大重叠离散小波变换不要求这样的限制.另外，因为我们可能又很容易地 
看到开始和结尾的数据，背如，是六月而不是一月，故我们的分析对假设的起点相对 
不灵敏.给出这样考虑和事实，即子潮海平面涨落是由作用在不同尺度范围上的时间 
无关现象所影响的，极大重叠离散小波变换是这个序列结构分解的一个合适的架构 • 

像在 5.8 节中，我们用 LA (8) 小波滤波器来进行我们的分析，闪此 h = 8. 
假设 J 。 是满足不等式 （242) 的最大整数，即 

Jo = 卜 g2 ( 2 H- l)J = 10. 

这个选择推出）层的极大重脊离散小波变换字典向量的非零元素是从离散小波变 
换滤波器 Up}，j = l ， …，或中挑选出来的（当我们重新规范化极大重 
瞀 离散小波变换滤波器以得到单位能量时，这些就是我们所得到 的〉. 此字典因 
此包括了从你，和的（•/。+ 1)~ = 96 206个重新规范化的行.和通常一样，我 
们将的行与实际尺度以上的平均值的变化联系起来且将 P /。 的行 
与实际尺度 A / = 512 天的平均值联系起来. 

用匹配追踪算法选择的前20个基向景在阁2彳4和245中表示出来了•在 
图中向量的高度已被调整使其填满了现存的范围一一没有用〈纪"、加权，因 
为需要在式 （240) 中形成 ； 然而，每个向鷇已通过内积符号被十1或 1 所 
乘，以使得很容易地看到在 X 中什么特性能被提取岀来.前10个向量都与范围 
从 rgA , = 64 天上的变化到 A,oAf = 512 天平均数的大尺度 有关. 第一个选择是一 
个大尺度的平均值，它将我们的吸引力转到一个在波动变化范围〗982〜1983上 
的一个长的向上的增加•前20个选择向里中的7个与实际尺度 t 9 A / = 128 天上 
的变化相联系，这有必要解释 下 季节性的变化 • 这些中的两个（《=3和 ” = 8) 
相对于其他的五个被倒置了.解释《 = 8的倒置是有问题的，因为这个向董明显 
地利用了循环假设，但《 = 3的倒 S 与1981，1983, 1985, 1987和1988年（”分 
别等于 2, 1， 18, 6和 11) 的春天里快速下降相比较，指出了 1984年春天在涨落 
中的一个更逐渐下降.这种异常在阁186里极大重叠离散小波变换多分辨分析的 
成分及 7 的细致研究中也是很明显的.与在 Percival and Mofjeld (1997) 中讨论的 
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图244用匹配追踪算法应用到子潮海平面涨落，选择出的前10个极大重叠离散小波变换向 
鐶. 字典是用 LA (8) 小波滤波器构造的每个向量根据它与的内积符号用 
+ 1或 _1 来乘，因此能与原序列进行直观相互作用.每个向撤的标准化尺度写在它 

的阁的右边 （ W , 中向《的标准化尺度是而歹 t 。中的是 A , 0 > 

一样，3/4月份海平面上的这些下降是由于北太平洋东边上空气中的春季转变， 
接着的高压区域海平面是由于低空气压力和向北吹 的风. 也注意到，在后10个 
被选择的向量屮（图245)，有6个与 r 5 ~ = 8 和 r s ^ = 16 天的尺度上的永久变化 
有关.这些都是在冬天或春天里被寻找的且可归因与每年这个时间的暴风雨 
体系. 

图246的上部 分表示 出了前20个被选择的向量为基础的对 X 的逼近 X <2< » 
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1980 1984 1988 1991 

年 


图245用匹配追踪箅法选出的第11到20的极大重叠离散小波变换向董（详情参见图 244) 

( X 本身在图底部表示）.除了特有的3/4月份的下降和暴风雨相联系的特性，这 
个逼近还指出了 1989〜1990的子潮涨落，与这20年时间的其他年相比是相对平 
静的. 如果我们基于50 个向量升级到一个逼近 X <s °>， 我们 就可以看到两年周期 
里出现的某种结构.图246的最后两个图表示出了 m = 200 阶的逼近 X <200> 和相应 
的剩余 K <2 ° Q > . 注意这些剩余比原序列更均勻（然而，这仍是一个显著的季节相关 
可变性）. 

这种逐步的匹配追踪方法清楚地允许我们评论这个序列是怎样构造的，且尤 
其强调了序列的不同部分构造中的差别.它传递了与一个使用极大重叠离散小波 
变换多分辨分析收集到的不同信息（参见 5. 8节）. 










用极大重叠离散小波变换宇典里的 m ==20, 50和200个向最，对子潮海平而涨落 
凡配追踪逼近，相对于 X <2 IW 的剩余 H ' 2 _ 在图 X 的上方表示 
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6. 9节的评论与扩展 


[ l]Walden and Contreras Cristan (1998 b ) 为子潮海平面涨落的较短的一段 （5 
年）提供了一个补充的匹配分析.这个较短的一段的值是关于比我们这里研究的 
序列的更大参考海平面来测量的.海平面上的这种变化导致了一个与序列波动相 
比更大的抽样均值（图246 中对 X 的抽样均值很 小〉. 作为结果，他们通过 放人一 
个简单的常数向童来增大字典,这个简单常数向董是其 中元素 均等于 
l / v /反 的一个向童.如果我们假设1是元素均为1的一个向量，那么常数向量就 

为 ^^ 1 ，所以我们有 ^_1 j -^!_1 ~ X 1 1其中 X 是 X 的抽样均值.注意因 

为这个向量在循环平移下是不变的，连同使用它产生具有主要特性的一 
个整体字典，如果一个向最在这个字典里，那它所有可能的循环平移也在这个字 
典里. 常数向鐘的包含在保持这种主要特性时，以一种自然灵敏的方式扩大了超 
定的基.有了这个增大的字典 ， Walden and Contreras Cristan ( 1998 b ) 用匹 配追 

踪算法为它们的比较短的序列求出了第一个向量选择是 » 即第一个逼近恰 


好是抽样均值，且相应的剩余是抽样均值的偏差 • 

[2] 由于在子潮海平面涨落中的突出的每年的变化，.如果考虑一个由 D <modw ° 
结合正交离散傅里叶变换中的向量构成的字典，我们似¥对这些数据能得到一个 
更好的匹配追踪逼近.使用这种增大字典的分析表明，虽然第一个被选出的向量 
与图244中表示出的向 M 是一样的，第二个向量来自正交离散傅里叶变换且有一 
个于每年一周十分相近的相关 周期； 然而，如果我们直到步 m = 200 继续运行匹 
配追踪算法，那接下来198个向量中只有3个是来自正交离散傅里叶变换-剩 
下所有的都是自 D <_ dw ”（另3个正交离散傅里叶变换向量是在步 m = 84和 

192挑选出的且分别与0频率， 26. 7周/年和 36. 2周/年相关-这后边的两个可 

能归因于一到两周的尺度上的天气模 型）. 对讲= 20，50和200的逼近，尤"°在图 

248 a 中表示，且看起来与图246中的十分相似-主要差别是年变化在图 248 a 中 

更被完全提高.另外，图 248 b 表示了利用（粗曲线）和用正交离散傅里叶变 
换向量增大的这个字典(细 曲线) 作为 w 的函数作出的平方的规范化剩余和 I K(m) II 2 / 
|| X | 2 . 虽然当正交离散傅里叶变换向量在第二步中选出时，我们得到了一个重要 
的简化，但逼近 D ( modwt > 接近与步50左右的间隔.因此，这个序列中特性的大部分 
比全部频率变动更适合根据局部的时间/尺度变动来描绘. 

6. 10小结 

令尤是一个包含实值时间序列的维向量，此序列的抽样值 n 对某个整数 
J 。 来说是2 7 。的整数倍.对于0<)<人， X 的）层的离散小波包变换是一个规范 
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m 248 a 使用 m = 20, 50和200个向童，对子潮海平面涨落 X 的匹配追踪逼近 X — ，但现在 
是从由极大重*离散小波变换和规范正交离散傅里叶变换向馕组成的字典电 



图 248 b 在匹配追踪逼近里，使用极大: t * 离散小波变换字典 (粗 曲线）和这个宇典与 
规范正交离散傅里叶变换的向量结合的字典（细曲线）作为项数 m 的函数的平方的 
规范化剩余和 II 史 " IVIIxK 2 
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正交变换，它能产生一个系数的/ V 维向 M ， 能分配为 

〜- 2 

I ， 

I ^,.0 J 

其中每个州^均有维数，并且标称上与频率区间2^,»三|^^7， 

有关(这 汐个向董一 起将标准区间[0, 分划成2> 个相等宽度的区间，因此与 

每个第）层离散小波包变换系数相关的带宽是 l /2〃 q . 实际上，一个 j 层的离 

散小波包变换可以用 4. 2和 4. 3节中定义的小波和尺度滤波器和 {幻丨 通过滤 
波一个 J - 1 层的离散小波包变换来形成（我们通过定义 ）= 0 层的离散小波包变 
换为时间序列本身来初始化这个循环递推方案，即 WVoeAO . 如果我们令 
是 W ,.„ 的第/个元素，那么我们可以写为 

L-J 

= ^ 2H-l-/n»od.V ; _, f f = 0，…， N ) — 1 _ 

1 = 0 1 J 

其中 

_ jg , n mod 4 = 0 或 3; 

Mn,< ^ \ h , nmod 4 = 1 或 2. 

并且如果 n 是偶数，那么就是 f ——否则是 ¥( 上面的公式是式 （214 a ) 和 

(214 b )). 注意从 j _ l 层的变换到）层的变换时，每个“双亲”向量州^以被滤波两 
次(一次用小波滤波器， 一. 次用尺度滤波器），产生两个标记为 ” = 2//和 ” = 2 n ' + l 
的“孩子”向量然而，小波滤波器当 rnnod 4 = 2 吋产生这些“孩子”向量的第一 
个(标记为偶数)——如果是】时，那就产生第二个“孩子”向撤（标记为奇 数). 也注 
意到，每个孩子都是其双亲长度的 一半. 每个孩子中的系数覆盖了原序列 X 的整个 
时间范围，但由于小波和尺度滤波器的局部化性质使其在时间上被局部化（这一事 
实支持了这一论点，即与每 个第） 层离散小波包变换系数相关的时间宽度是 2> ). 

j 层的每个都是滤波运算独特的有序集的结果，且此运算是应用到层为 
0, 1 ，…， j — 1 的系数子集 上的. 如果我们用0作为尺度滤波器的标号且1作为 
小波滤波器的标号，那我们就能决定一个次序.按照这个次序，我们需要通过观 
察长度）的二进值向 Me ,. „的元素应用这些滤波器来构造一个给定的 W ,.”， 如下 
构造.当）=1时，我们定义一维向量<^.。= [0]和 (^ = [1]. 当 >〉1 时，我们 
根据 j — 1层的向贵通过在十 j 末端添加 0( 如果 《 mod 4 = 0 或 3) 或 
者添加 1( 如果 nmocl 4 = ： l 或 2) 这个简单法则来构造心”.假定我们已经知道了 
Cj ^ ——这对于 j = 2 是正确的，但对于 >〉2,我们根据一2层向量再次应用 
这个^单法则来得到它（如果）一2层和更小的是未知的等等）.作为例子，这个 
构造步骤产生了 】，0, i ] t , 它告诉我们先用 {/ U 滤波 X 以得到 W ,., 

(经过下抽样第二步，用{心}滤波 W K 1 得到 W 2 . 2 i 第二•步，用{幻）滤波你 2 , 2 得 
到 VV 3 , <; 最后，用滤波 W 3 . 4 得到 
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尽管在实际中，一个）层的离散小波包变换通常是根据低级的离散小波包变换 
循环计算的，但有意思的是的元素.，能经由式 (215 a ) 直接从久得出，即 

L 厂 I 

州;2 t ^ 0,1，…， N , —1， 

其中{«^}是传递函鈹 i 

‘(/ 卜 nu "/) 

(这就是式 (215 b )) 给出的滤波器的脉冲响~应°序 列； 这里 M (•: >= G (0 和 M , (•: 

(即{沿 } 和的传递函数，而^.^是 b 的第 m 个元素). 

我们也可以根据矩阵运算来阐述离散小波包变换.因此，我们有 
j Aj ^, nmod 4 = 0 或 3; 

W;， " « mod 4 = 1 或 2. 

这里八和疚是 N , XN ,_, 阶矩阵，它们的行包含着分别周期化 U /} 和 { A ,} 为长度 
恥―所形成的元素 (4. 12节概述了怎样构造这些矩 阵). 我们可以递推应用上式以 
得到直接联系外、和 X 的一个矩阵表 达式. 为此，我们只需考虑的 元素. 如果 
Cj . n . m —0, 那么我们用从 w -' l 层到 w 开始；另一方面，如果我们用 
B m . 例如，因为。, 9 = [1，1, 0, 1] T ， 我们可写 W ,. 9 = 6., 儿氏沉兄 
因为离散小波包变换是一个规范正交变换，故我们可以用它由 

\\xv = S H 

分划 X 的能董，其中||狄,.„|| 2 可以被解释为由于带: T ,.„ 里的频率引起的对能姻:的 
贡献. 类似地，因为 X 可从离散小波包变换系数综合，故我们可以用2> 个向量 
的加法来表示 X ，这其中的每一个向量都是与一个特定频率带乃."相关的 
(式 (208 b ) 表示出了 j = 2 的一个分解）. 

因为一个）层离敗小波包变换是通过在 j 一 1层离敗小波包变换得到每个“母” 
向1且从中创造出两个“子，，向量来形成的，故我们可以将所有）= 0， i ， …，九的 
离散小波包变换组织成一个小波包表格，对九= 3的一个例子，在图 212 a 中表示 
了出来.在这个表格里形成离散小波包变换系数向量的角标数对(）， ”) 可集合 
在一起形成集 YeU )，《): j = 0， …，/。，《=0，…， 2^-1}. 每个(）， n ) ej\f 
均与一个频率区间，即： T ,. n 有关. 小波包表格 nj ■用来形成以非相交二进分解著称的 
规范正交变换的一个大集合.通过定义，每个这样的分解都与满足两个性质的属于 
Y 的偶子集(替如 C ) 有关.第一，对于每个0， n ) ec , 所有频率区间 2：，. n 的交集 

恰恰正是区间 fo , 第二， 如果 ( j ， «) 和(/， 〆 )是 C 中两个不同的元素，那么 

乃.„和: ZV . V 就没有共同的 频率. 非相交二进分解包括层）的离散小波包变换（对此 
C = U )， 0)， （ J ，1), …，0, 2>-1)}),和）层的部分离散小波变换（对此 c = 
{◦•，0)，（），1)， 0 — 1* !)♦ 0 — 2，1)，…，（1， 1)}). 
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因为如此多的非相交二进分解可以从小波包表格里提取出，故对一给定的时 
间序列 X ，可很有意思地定义一个“最优的”离散小波包表格变换.最好基算法就 
是尝试这样做的，它根据形式为 

1=0 

的加性价值泛函分配给表格里每个向量个‘‘价值”这里 m (0 是定 
义在 [0, oo ) 上有 w (0)=0 的实值函数.讲（0的三个例子在6.3节里给出.与在 
这一节里所讨论的一样，这个算法能选择出非相交二进分解 ce AT 使对任何其他 
非相交二进分解 Y 均有 

U ， n)€C (厂 

这对离散小波变换是正确的，离散小波包变换对时间序列的假设起点也是灵 
敏度很高的.就离散小波变换而言，这种研究导致了极大重脊离散小波变换的定 
义；对于离散小波包变换，我们导致了类似的“极大重叠”的离散小波包变换（极 
大重叠离散小波包变换）.用极大重脅离散小波包变换滤波器 



我们可以定义第>层极大重叠离散小波变换系数，其经由 


Wj, n , t = 2 W>, a ,/X t -/modN » r = 0»1 ,N — 1 

i -0 

直接根据时间序列这是式 (231 a ))， 或者经由 

〜 L * _1 〜 

2 u n . t W 卜 4 十 j • 卜 2 /-Wv ，t = 0,… ， N- 1 
循环地根据以前确定的 ）一1 层系数，其中 WVweX , (上面的是式 （231 b ). 如果 


我们将这些系数放在一起成为 N 维向贵那么就能将所有）= 0，1，…，/。 
的极大重叠离散小波包变换组织成一个极大重叠离散小波包变换的小波包表格， 
对《/。= 3这样的一个例子，在图232中给出. 

作为对极大重叠离散小波变换是正确的，极大重鮝离散小波包变换对一个时 
间序列 X 既导致了能贵分解又导致了加性分解.我们可以经由 


w 2 = 2 2nu 2 

将 X 中的能量分划开，这里与离散小波包变换情况相似，||斤,_”|1 2 可以被解释为 
由于带：1,,„的频率引起的对能量的 贡献. 我们可以用“细节”向量形成 x 的加 
性分解，它的第 f 个元素是 

L -I Z f -i 

D ; .„, = 2 V ，从这里我们得到 X = 2 办… 

1^0 m=a ° 
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向量污与频率区间:有关且根据零相位的滤波器滤波 X 时有一个可选择的阐 
述 这允许我们简单地将云〃里显著的宽带特性与原序列的特性联系起来.极 
大重叠离散小波包变换系数化.„本身没有这个性质，但是和 6.5 节里讨论的一 

样，如果我们用最接近对称或 coiflet 滤波器，然后经由 T 1 〜循环提升系 
数，这里 •由式 （230) 给出，我们就能将这些调节到与零相位滤波器的近似输出 
相适应. 

最后，我们得出匹配追踪算法，它被设计用来通过从具有单位范数、大—— 
但有限一的向量集里选出的一小部分向置的线性组合来逼近一个时间序列.这 
个向量集被称为是一个宇典且用 D 表示.尽管在目前章节的上下文里，一个明显 
的字典将是一个小波包表格（或极大重叠离散小波包变换翻 版〉， 事实上 D 可由种 
种来源形成，包括一一但不被限制——从离散小波变换、极大重叠离散小波变 
换、离散小波包变换和极大重疊离散小波包变换和规范正交离散傅里叶变换的 
(可能被重新规范化）向量的各种组合.为了能用 D 中的 m 个向量的线性组合形 
成对 X 的一种逼近，替如我们随着相关的剩余物形成了一系列逼近 
X (n) t «=(),•••, m - l . 逼近尤 10 是以 D 中的/ I 个向量为基础的（我们定义三 
X )， 且剩余向量是久这样的.给 定第” 次序的逼近，我们通过计算 
和每个向量 rf y eD 之间的内积来得到次序为71 + 1的逼近（角标 y 用来将一个 
向量与时间/频率或时间/尺度联系起来一一例如，如果 D 包含着与极大重叠离散 
小波变换相联系的向量.那么 y 将对勾特殊化尺度和在时间上的位 置）. 为了形 
成 X <" +1> , 我们选择任一向称它为 <满足 

| < K (B, , d 7n >|< I ( R (n) , rf ,> I ,对所有 rf , 6 D 

(通常只有一个满足 t 式的向量，但这里没有只有一个的原 因）. 新的逼近是这样 
定 义的： 

X (”… = x in> ^-<R (n \d rii )d 7n , 

且我们 令硭” +1> == X _ X ( ” + U . 经过这样的 w 步后，我们有逼近 
x (m, = § 〈只 u> O n , 

连同能量分解 

II x || 2 = f |< u ( U 2 + ||史1 2 

n 0 

(因为丨 d 7 m )\ z ^ l < R ，n \ d 7 n ) d rn \\\ 我们把上式加法的第”项看作是与 
X 〜中第《个逼近向量有关的能 tt ). 
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6.11 习题 

[6.1] 证明，式 （208 a ) 给出的变换是规范正交的. 

[6.2] 假设我们在计算直到 J 。 层的离散小波变换时，偶然交换了小波和尺度滤 
波器卩和借助于层的小波包表格，这将会导致什么变换呢？ 

[6.3] 计算并绘出基于 D (4) 和 LA (16) 滤波器的《 = 0,…，7平方增益函数 
| L / 3 .„(-)| 2 的阁，将这些图与图217表示的 LA (8) 的情况进行比较. 

[6.4] 为了得到在标称频率区间内，表示 X 里涨落的离散小波包变 

换系数 W 0, n , 我们需要对时间序列 X 实行滤波运算的是什么序列？基于 
LA (8) 滤波器，计算并绘出相应等价滤波器的脉冲响应序列和平 
方增益函数 IR . JOI 2 的图. 

[6. 5] 图216显示了）= 】• 2和3层的二进值向量 c ,," 的内容.对于 > = 4和5 
层，确定这些向量. 

[6.6] 假设我们计算具有抽样均值 X 的一个时间序列 X 的第） 层离散小波包变 
换«==0,…，汐一 1. 证明 W ,.。 的抽样均值等于 2〃 2 X . 当 ”>0时， 
撕,.„的抽样均值是0,这必定是正确的吗？ 

[6. 7] 如图225和226,将最好基算法运用到图224的小波包表格中的离散小波 
包变换系数，但是现在用 ( a )/>= l 的匕信息价值泛函， （ b ) 小波包表格中 
所有系数绝对值的中间数的阈值集及的阈值价值泛函（包括 > = 0层，即 
W 0 . o = X ; 这种设置5的方法在 Bruce and Gao ， 1996里用到）.通过这两 
个价值泛函与用一夕 log / 2 范数所求得的相比较，怎样选择最好基算法？ 

[6. 8] 对于 ）=1 到3,表230列出丫要求平移滤波器(基于 LA (8) 小波滤 
波器）的前移 k .- l . 因此，它有近似零 相位. 图235用那个图里的标号 
7 ■■- 1 v " 1 Wu 给出了对于 ” = 0，…，6的丨 V ，.，丨 • 对/ = 4戾，计箅剩 F 的 
前移即 I ，《 = 7，…， 15. 

[6.9] 类似于图115和124中对所做的，绘出滤波器” = 0，…，7, 
的相位函数图；即对这些图中每个基于 Daubechies 或 coiflet 小波滤波器的 
来说，计算并绘出这个函数被调整前移 k .” l 以后在标称通带 I ”上 
确切的相位函数图. 

[6. 10] 不用前移 II ，给极大重叠离散小波包变换系数你^绘一个与图 235 
类似的图形，怎样将这个图形与图235和238进行比较？ 

[6. 11] 假设我们有一个长为的时间序列 X ，我们希望用匹配追踪算法来 
分析.证明，如果使用任何离散小波变换字典，应用这个算法的 N 步， 
那么最后一步的剩余必定满足||皮》0| 2 = 0 .类似地，证明如果用任 
一基于 J 。 层的极大重叠离散小波变换字典，应用这个算法（/。+ 1)~ 
步，那么最后一步的剩余必定满足 I 纪 ll 2=0 - 
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[6.12] 对4个点的时间序列 [2, 4, 8， 10] T ， 基于哈尔小波的人=2层的 
极大重叠离散小波变换字典应用匹配追踪箅法4步.特別地，对 
于 m = l ， 2, 3和4计算逼近 X (m> 和相对应的剩余 
[6. 13] 使用由向量 

•[>[： 

组成的字典 D ， 将匹配追踪算法应用到两个点的时间序列 X = [5, 3 ] T 
上.为得到具有零范数的剩余向量需要多少步 m ? 

[6.14] 利用式 (224) 的8个点的时间序列，对于> =1，2和3层的哈尔离散小 
波包变换，用由所有基向量组成的字典.应用到匹配追踪算法的三步 
中.在每一步，此算法能挑选出什么样的向量？在每一步， || l ? ( m 1 2 的 
值又是多少呢？ 





第 7 章 

随机变量和随机过程 


7.0 引言 

在前面3章中，我们导出了离散小波变换和与之相关的变换（包括极大覆盖 
离散小波变换和离散小波包变换）的基本理论.我们描述了这些理论是怎样应用 
在时间序列（ X }上的，其中到 g 前为止，我们假设序列中的每个义都是实值变 
M . 我们已经证明这些变换产生了十分有用的并且是可加的分解，它可以将序列 
重新表示成其他一些小的序列，其中每一个都是与有物理意义的独立变量相关的 
(例如说离散小波变换和极大覆盖离散小波变换情况时的尺度和离散小波包变换 
情况下的频率区间）.我们还可以使用任何一个变换将时间序列的样本方差 
分割成与同样的独立变量相关的片断.虽然潜在地十分有用，但是这种可加的分 
解和对方差的分析事实上是本质的描述，没有考虑到样本方差的重要效果.例 
如，图192是描述尼罗河年最低水位的序列用极大覆盖离散小波变换得到的那个 

可加的 分解. 我们用眼目可以容易地发现从办和 A 开始的方差 增加. 但是，如 
果我们没有意识到这个序列背后的历史，就会提出一个很好的 问题： 这种样本方差 
的增加是不是仅仅是自然的随机的或者是偶然的.为了回答这类问题，我们必须确 
定时间序列中的随机方差是如何影响小波变换的，并能定最地从变换中计算出来. 
这就要求我们关于时间序列的观念发生改变：我们现在必须将它看作是一个随机过 
程{兄}的实现(这种观念将在 7. 4节中定义).如果我们使用这种过程对时间序列建 
模，就幵始了对基于小波的时间序列分析中样本方差效应的评佔任务- 

利用统计模型提出时间序列中的问题，这样一种研究方法在上半个世纪中获 
得了蓬勃的发展（这个主题的一些经典的教科书 包括： Anderson ， 1971； 
Blackman and Tukey ，1958; Bloomfield * 1976; Box 等， 1994; Brillinger , 
1981 * Fuller , 1996; Hannan , 1970; Koopmans ，1974; Priestley ，1981) .在 
接下来的 3 章中我们将研究利用小波协助统计模型进行时间序列分析（作为补充， 
参见 Ogden ， 1997, Carmona 等，1998; Vidakovic , 1999). 为了对这些讨论做 



256 


第 7 章 


一些准备，这里我们简要地总结概率、统计、随机过程理论中的一些主要结论. 
我们的目的只是做概要性的叙述，并且只打算限制在接下来的几章中所需要的内 
容中.对统计和时间序列分析有一定基础的读者可以只是浏览一下本章，主要是 
熟悉我们书中的符号和定义.希望获得关于统计分析的更多细传的读者可以参 
阅，例如 Casella and Berger ( 1990 )， Mood 等 （1974 )，Papoulis ( 1991 ) 或 
Priestley (1981). 

7. 1 单变置随机变量和概率密度函数 


一个实值的随机变董 （ RV ) 是一个从随机试验可能结果的样本空间到实轴（或 
者其子空间）的函数或者映射.令 X 表示一个随机变量，令 x 表示任意可能的输 
出或者实现，也就是样本空间中的特殊的值.如果 * r 可以假设只是一列离散值 
(例如，整数值），我们就说 X 是离散随机变量.对这样的随机变量，我们用 
= 表示事件 X 取值为 I 的概率.与之相对应的是，如果随机变量取连续 
的值（例如整个实数轴），那么这个随机变 M 就是连续随机变量（在本书中我们主 
要就是研究这种连续型随机变量）.在这种情况下，谈论事件 X = x 的概率是没 
有意义的，所以我们的兴趣集中在求事件落在指定区间内的概率，例如 PO<X 
< xH - A ] = / x ( x ) A , 其中 / x (0 是 X 的概率密度函数 （ PDF ), △是一个无穷小 
黾.概率密度函数有两个基本 性质： 必定是非负的，并且必定是积分为1的. 
•均值和方差 

如果 X 是一个连续的随机变量，它的均值或者期望值是如下定义的 常数： 
E{X) = I x/x(jr)dx 

(这里及在本章任何地方，我们都假设必 要量的 有限存在性.在这种情况下，我 
们假定上面的积分存在并且是有限的） • X 的函数贫（ X )的均值是常数 

E { g ( X )} = | g (, jc ) f x ( x ) dx . 

X 的方差是由 

var { X } = E {( X -£{ X }) 2 } = | ^ ( x - E { X }) 2 / xU)dx 


给出的常数. 


• 高斯概率密度函數 

最著名的概率密度函数是高斯密度函数（或正态密度函数），它有如下的 
形式： 

fxUifi . a ) = , - oo < (256) 

V 2tc<t 


其中 p 和 ( T 分别是位置和尺度参数（尽管它们在某些方面有些类似，但是概率密 
度函数的尺度参数应该与小波滤波中的尺度仔细地区分：前者告诉我们假定的随 
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机变量的定位参数的值的范围；而后者则告诉我们时间上的有效范围，这些滤波 
器形成局部加权平 均）. 函数 / x ( • ; //， （ T ) 定义一个对称的钟形曲线（参见图276 
中的粗曲线）.注意 / x ( • ;户， d 常常简写为八 （•）， 也就是说将参数省略掉. 
如果 X 是高斯随机变贵，我们实际上就有和 vaH ；0=( T 2 . 可以将“随 
机变量 X 具有均值为^和方差为 a 2 的高斯槪率密度函数” 简记为 

X = (257 a ) 

这就是说 X 和-个具有参数^和^的高斯随机变量具有同样的分布（我们将 
a 2 ) 解释成这样的随机变量）；上面这个式子读作“ X 在分布上等同于 

心， a 2 r\ 由 z ==9 定义的随机变量称为标准高斯随机变量或者标准正态 
随机变 M , 它具有零均值和单位方差. 要注 意的是 P [ Z < z ]， 其中 


A 令 

\Z2n 

函数 0(*) 称为高斯累积分布函数，它是2的增函数并且对所有有限的 z 满足 
0<少(2)<1.这个函数有一个很好定义的反函数 少 _1 (•)，使得对所有的 OSpg 1 
满足 0( 中― l (P)) = P. 我们有 

P [ Z <0 '(/>)] = p. (257 b ) 

值少 Up ) 称为标准高斯槪率密度函数的户 X 100% 百分点，在表263中最下面一 
行中我们选择性地列出一些/»对应的值，高斯概率密度函数在下面章节中将会经 
常使用，尤其是参数= 0时，此时它是关于原点对称的钟形曲线. 

•一些另外的对称概率密度函数 

拉普拉斯 （ Laplace ) 概率密度函数或双边指数概率密度函数关于其局部参数" 
是对称的，但是是尖状的，并且具有形式 


4>(z) = P[Z < «] = / x (xtO,l)dj：= [ 

—ck.* J — 55 






— oo<x ， /i<°° ， v 〉 0. 


(257 c ) 


X 的均值 方差 v ar { X } = l / v . 

高斯概率密度函数和拉普拉斯概率密度函数都属于广义高斯类，它们都有如 

下形式的概率密度 函数： 


f x u t ^ a ^) = (in 1 〆， _00< - r ^ <00ta ^ > ° , (257d) 

其中， r (.) 是伽马函数，例如参见 Abramowitz and Stegun ， 1964, 第 6 章.这 
里是形状参数，并且当《 = 2的时候这个概率密度函数就是高斯概率密度函数， 
当(》=1时是拉普拉斯概率密度函数 • 广义高斯概率密度函数在均值 P 处取得峰 
值，并且随着 a 趋于零而增大 • 

自由度为 t ? 的/分布的概率密度函数为 


/ x ( U ) = 


rcrt? + i]/2) 
no/ 



— oo<ix<C. OQ ^d'>0. 
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这个概率密度函数可以进一步推广为包含位置参数;/和尺度参数 / c 的形式 

仙― + 穿广， 


rW 2) y / TZK Z d 


(258 a ) 


— oo < x , fi < oo , / c 〉0 和 t ?>0. 这个概率密度函数关于 // 是对称的并且在 "处 
平滑地取得峰值点.如果 X 是具有这个概率密度函数的随机变量，如果 t 9〉 l ， 
有幻；如果占>2,则 var {；0=^ tVW -2). 上述这个分布是所谓的推广 
了的柯西 （ Cauchy ) 分布类的一个特例（例如，参见 Johnson 等，1994， p . 327). 
U 和拉普拉斯概率密度函数将在 10. 4节和 10. 5节中使用）. 


•随机变量的变换 

假定 !/(•) 是一个可微的单值函数，它的反函数是 ”（•）； 即对于所有的： T ， 
都有 T ；( M (: r ))= x . 给定随机变童 X ，假定我们构造 y =«( X )， 如果 X 的概率密 
度函数由/ 〆 •）给出，则 Y 的概率密度函数为 

/ V (: V ) = | J ( y ) | • / jf ( v (« y ))， (258 b ) 


其中， Jb ) 三函数 J (.) 称为（逆）变换的雅可比 （ Jacobi ) 行 列式. 例如， 
假定 Y = X 3 , 其中 X 是标准高斯随机变量，则又=乙这里有 《( J ：)= a ： 3 , v ( y ) = 
y l / \ 所以雅可比为|， 2/3 .我们有 




「 /x(V /S ) 


(练习 [7. 1] 给出了应用式 (258 b ) 的第二个例子 •） 


7.2 随机向量和概率密度函数 


令 X 。和 X, 是两个实值的连续随机变量 . 令八。 （ • ） 和 /&(•) 分别是 X 。和不的 

概率密度函数 . 记它们在点 ( 办， a) 处的联合概率密度函数为（办，々 ） •函数 
/ Xo , Xi (• , •) 在整个实平面 ( 也就是其定义域 ) 上是非负的，并且 /x 0 .x, ( . • • )在这个平 
面上 的二重积分是 1 . 

• 边际概率密度函数和独立性 

义。和兄的单独的概率密度函数称为是边际密度函数.每一个边际概率密度 
函数都可以通过对联合概率密度函数中的另一个变量积分得到： 

/ Xo (j ： o) = J fx Q .x l (jCo*x l )dx li /x, (x,) = J^/v 〜 （如， 11) 心 0. 

根据定义，如果联合概率函数是边际概率密度函数的乘积，即对 任意工 。和々均 
有 J\. Xi U 0 , x l )=f Xo ^o)fx l M^ 则随机变量 X 。和是独立的 • 

• 两“机变量的函教的期望值 

令是具有两个自变量的函数，我们用它和不及兄构造新的随机变 
量，即片（ X 。， X,)( — 个简单的例子是 g(X 0 ， X 1 ) = X 0 + X 1 ), 则函数 
g CX 0 , X ,)的均值或期望值是 

£{g(X 0 »X,)} = f [ g (^ 0 )/x 0 .x, (x 0 )dx 0 dj： 1 . 

J —oo J —on 
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•协方差和相关 

假设 X 。和及的期望值是£：{不}=@和根据定义， X 。和 X , 
的协方差是 

cov { X 0 » X | }= £"{( X 0 一 f / o )( X ] 一 )} 

厂 J 一 J & ( 工 0 — 戶 o )(:】~ fi\ >/x 0 .x 1 (x 0 »^i)djr 0 dx,. 

注意 cov { X 。， Xjl ^ covIXi , Xo ). 如果我们用这两个随机变量形成一个向量 
x =[ x 0 , x ,] T , X 的期望值和协方差矩阵定义为 

fE { X 0 }1 = fvar { X 0 } covU 。 ， X ,}' 

{ }== Le{X 1 }J ， x == Lcov { X ,, X 0 } var { X ,} 」， 

其中， var < X 。} 是 X 。的 方差： 

var { X 0 } = cov { X 0 » X 0 } = E { ( X 0 — ^ t 0 ) z } = < jI 
(类似地，令 dEvaHX ,}). 因为 cov { X 。， X 1 }= cov { X 1 , X 。}, 所以协方差矩 
阵是对称的.随机变量 X 。和 X ,的相关度是标准化后的协 方差： 

_ cov { X 0 » X ,} 

P= ~~ “ ~ • 

协方差的其他一些性质可以通过练习 [7. 2] 得到. 

•联合高斯随机变量 

随机变量 X 。和 X ,称为联合高斯（二元高斯）随机变量，如果它们的联合概 
率密度函数具有如下形式：对一 oo < x 。， X 】，舛， < oo ； ao » 的>0和_1< 
p < l ， 有 

/x 0 .Xj ( 工 0 *Xi ifio *^l *(fo *ffl *p) 


27t<To(Ti \/(l 一 〆 ) 

Xexp (~2 Cl ^ 


我们可以有 


「 ( J 0 ~~ 
7 )L ^^ 




一 1 p 


(■ T 0 — fAo ) ( J 




> 丄 （A ~ ju ) 2 


Ooffi 




A 


E { X } 




和 

^ _ f<To aoO \ p ~[ 

2 . 

LaoO\p 0\ 」 

要注意的是，如果联合高斯随机变量是不相关的，即 P =0 ， 那么联合密度概率密 
度函数变成 

1 I (x 0 — «o) 2 ( 工 1 


ixp (― 


丄)= / x 。 (工 0 ;户。，。。)八〖(工〗 


ifXi »CT) ) f 


2 耐， 2al 2a\ 

其中，概率密度函数 / Xd ( . ; 办）和 / x ,( • ; w 仍）由式 （256) 给出.因为 
联合概率密度函数可以写成边际概率密度函数的乘积，所以 X 。和 X ,是独立的. 
(值得注意的是，如果 X 。和 X ,不满足联合高斯概率密度，则不相关并不意味着 
X 。和兄是独立的 .） 
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•条件概率密度函教、均值和中值 

另一种定义独立性的方法是借助于条件概率密度函数.给定后随机 


变 ft 兄> 的条件概率密度函数定义为 


/x 0 x, C^o) 


( 260 ) 


fx 0 . X t ( j^o ♦■ r l ) 

— /xTcxT - 

符号 “ I ”应该读作“给定”（或“在……的条件下”).所以定义了给定 
的条件下 AT, 的概率密度函数.利用式 （260) 有： ：V。 和尤 的独立性意味 


着 f Xn ，…' (A) 和 /w,。 U ,)= f Xl (x,), 也就是说一个随机变董 

的取值不影响另一个随机变 M 的分布.要注意的是，二元概率密度函数可以通过 
边际槪率密度和条件概率密度函数 获得： 


/jf 0 .x, (工"：1〉= fx n \X l ^» l (-^1 ) » 

或者根据对称性，有 


/x 0 _ 〜（工 0 ,Xi) = /x! ix 0 =， o (A )/x 0 ( 工 0 ). 

与条件分布的槪念相联系的是条件均值或条件期望（以及条件方差）.给定 
X,=^, Xo 的条件均值是 


E Xo . X ] { X 0 | X , 


| Xofx a \ X } ^ x l (: Eo)d J ：。. 


同样可以得到给定；^=工。的X,的条件期望.可以证明 
E Xi { E XniXl {Xo I X ,}} = EiXo ) 


和 


Ex n {Ex 1 ； x 0 {X, I X 0 }} = EIX,}, 

即，如果我们求条件随机变 M 值的条件均值的平均值，就可以得到（无条件）均值. 
当条件均值很明显的时候，我们常常将 E X() ! Xl {X。 | X, =1, } 写作 EU。 丨 X,=^}. 

下面是条件均值的一个重要的应用.令不 和足 是两个相联系的随机变量, 
并且只能观测一个，如 x n . 假设我们希望通过兄对 X。的依赖关系来逼近不可 
观测的随机变 MX,. 令 U Z (X。） 表示一个新的随机变量，其中 t； 2 (0 是某个非线 
性函数.假设我们用均方差£{(足 一 L / 2 ( X 。）） 2 丨来度量不可观测的 X , 和 
U 2 ( X 。） 的逼近程度.我们可以断言： 当以 2 (兄>)=£{不 丨 兄>}( 也就是给定 X 。 后 
A 的条件期望）的时候， EKX, —l/ 2 (X。）） 2 } 取 M 小值. 为了看清楚这一点， 


注意 

E{(X, -L/ 2 (Xn)) 2 } = f f (X! -(JCo)) 2 /x 0 ,x t (-To.J ： 1)dJodjCi ? 

J — oo J —on 

然而， fx 0 . X t (^0 * JOl ) =/ x , ! X ,- x 0 CXi )/ x c ( x 0 ) » 所以有 

E{(Xi - Uz ( Xo ) ) 2 } = J fx 0 (-^o ) (:i - K ( 工。 ) ) 2 八 , ix 。-:。 ( 工 1 )dj：i ■ 

和 fx J .) 一样， 方括号中的积分是非负的，所以上述期望达到最小值当且仅当 
对每一个可能的结果: r 。， 积分 I 都尽可能 地小. 

对给定的 X 。，这个积分是条件概率密度函数 / x , 1 %=々（•）关于常数1^ 2 (工。）的二 
阶矩. 
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练习 [ 261 ] 假设X是随机变量，它的概率密度函数是 / x (*). 如果 u 是常 
数，证明 

E{CX — a ) 2 ) = J (o' — a) z /x(x)dr 

当 a = E {；0 的时候取得最小值. < 

所以，用常数通近一个随机变量，当这个常数等于随机变 M 的期镇的时候， 
均方误差取得最小值（物理解释是，重心 的惯黾 矩要比其他点的惯量矩都要小）. 
练习 [261] 的结果意味着 

ju , - E { X r I X 0 =xa}) 2 /x ! ix fl .x 0 (x l )dr 1 < J(x, - U 2 (x 0 ) ) 2 /x, ix 0 -,, Ui )cLr,, 

所以，正如我们所断言的那样，选择以 2 (工。），£{足 | Xo ^ xo )， 即1/ 2 (乂。）= 
E { X x | X 0 }, £：{(不一1/ 2 (义。）） 2 }取得最小值.为了进一步使用，我们将 
E{X, | 叉。==^。丨是关于 t/ 2 (：r。） 的如上所述的积分取得极小值写成如下的形式： 

E{X| | X 0 = x 0 } = arg min J(x, — U 2 ( jc 0 )) 2 (^i )d-ri. (261a) 

条件均值估计童就是在最小化均方误差的时候出现的.我们还可以选择最小 
化绝对平均误差丨 X .- U . CXo ) I }. 在这种情况下，估计童以“乂。）是条件中 
值而不是条件均值（参见，例如 Van Trees ， 1968, p . 56). 当义。=々的时候， 
我们需要求解 

J /x, x 0 -^ 0 Cxi )dj-j =0.5 (261b) 

来确定 IAU。）. 

• 随机变量的变换 

以处理依赖于一个以上的随机变量的变换，这里我们推广式 （258b ). 假设 
〜（•，•） 和 ★(•,•) 是两个自变量的可微单值函数.这就推出，如果:«。（工0, 
工…和力二“〆：!：。， ), 则存在反函数巩（，，*)和奶（•，•），使得1。=1；。（3>。，3»，） 
和々=切0。，％).假设我们使用随机变量X。和X,来创建随机变董的变换 

y 0 = u 0 (Xo*x,)* y, = uj(x 0 fXi). 

如果(逆）变换的雅可比 •/(•，•） 是非零的，则我们可以容易地根据 X 。和 X | 的联合 
槪率密度函数 / x 0 . x , (•，•）得出 h 和 y , 的联合概率密度函数 / y 0 . y , (•，•）.因此， 
如果 

a Vo ( ： yo ，： yi) 3 vo^yp ， ji) 

5 y 0 d yi 

B v x (y 0 ，ji ) 3 Vj (y 0 y yi ) 

3 y 0 3 y] 

d v 0 (yo *yi ) # 3 vi <yo *y \) _ 3 . 3 v \ *y \) 

d > • 3 y\ ^ 3 yo 


J(yo *yi )= 


^ 0, 
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则 

/y 0 .v, *3^1) = I J^yo ，: yi ) 丨 • fx 0 .x, (vo(^o »3^i ) ，％ ( ： y 0 *>])). 

•和的概率密度函教 

现在让我们利用上面的结果來求两个随机变敏的和的概率密度函数的表 
示式. 

练习 [262a] 证明，如果 Y 0 = X 。 和 y ,= X 0 + X , ，贝 IJ 

fy a .Y t = /x 0 .x, (^0 »3^1 — y。）. < 

我们要求的概率密度函数 / y , (•) 恰恰是上述联合概率密度函数关于和 K 的 
边际概率密度函数. W 此 

/v, (y\ ) = J_ /v 0 .y, (: y 。 ，％ )djy 。 = J /x 0 .x, (^o *yi — ^o)d^ 0 . 

另外，如果 X 。和 X , 是独立的，则 / j ^. x , ( y。，yi — > )=/ x 0 ( yo )/ x , (yi —>)» 
所以，我们有 

/v, (: yi) = fx 0 (3>o)/x, (yi — 3 ^o)d>. (262a) 

即，如果两个随机变量是独立的，则它们和的概率密度函数是它们概率密度函数 
的卷积. 

•多元随机向量 

二元随机向量的结果可以自然地推广到高维随机向量 X =[ x 。， 不， x 2 ，…， 
Xv -. J '-, 我们介绍几个我们感兴趣的结果. 

令人(是一个 MXJV 阶 矩阵. 则的均值是 

fxy = E{Y} = ME{X) = Mfix ， (262b) 

它的协方差矩阵是 

Sy = A1 T . (262c) 

练习 [262b] 假设其中 G 是规范正交变换（因此是 NXN 阶 的）. 
证明在下述意义下全方差是不 变的： 

.V-l N-1 

y] var{Y,} = ^ var{X,}. < 

|ssO 1*0 

另外，如果我们假设 x 中的 N 维随机变量是多维高斯型随机变量，则 M 维 
随机变也是多维髙斯型随机变量.因为对于髙斯型随机变董不相关意 
味着独立（反之也成 立〉， 则下面的练习表明一列独立同分布 （ IID ) 的随机变量有 
零均值的高斯型随机变 M 的规范正交变换产生了一列新的独立同分布的随机变 
贵，并且具有 N 样的联合分布. 
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表 263 


7 

0. 005 

1 

0. 000 04 

1.5 

0.001 5 

2 

0.010 0 

2.5 

0. 032 1 

3 

0. 071 7 

3.5 

0. 130 1 

4 

0. 207 0 

4.5 

0. 301 3 

5 

0.411 7 

5.5 

0. 537 0 

6 

0. 675 7 

6. 5 

0. 826 8 

7 

0. 989 3 

7.5 

1. 162 1 



_ P _ 

0.025 oTo5 0.95 


0. 001 0 
0.013 1 
0. 050 6 
0. 118 6 
0.215 8 
0. 338 9 
0. 484 4 
0. 649 4 
0.831 2 
1.027 8 
1. 237 3 
1.458 4 
1. 689 9 
1. 930 6 


0. 003 9 
0. 033 2 
0. 102 6 
0.210 8 
0. 351 8 
0. 520 1 
0. 710 7 
0. 920 1 
1. 145 5 
1. 384 5 

1. 635 4 
1.896 7 
2. 167 3 

2. 446 3 


3.841 5 

4. 980 2 

5. 991 5 

6. 928 1 
7.814 7 

8. 665 1 

9. 487 7 
10. 288 2 
11. 070 5 

11. 837 6 

12. 591 6 

13. 334 3 

14. 067 1 
14. 791 2 

1. 644 9 


-1.960 0 -1.644 9 


0. 975 0. 995 

5. 023 9 7. 879 4 

6. 275 8 9. 331 0 

7. 377 8 10. 596 6 

8. 392 3 11. 753 8 

9. 348 4 12. 838 2 

10.262 1 13.869 6 

11. 143 3 14. 860 3 

11. 998 5 15.818 3 

12. 832 5 16. 749 6 

13.648 6 17.658 3 

14.449 4 18. 547 6 

15. 236 9 19.420 1 

16.012 8 20. 277 7 

16.778 3 21.122 2 

1. 960 0 2. 575 8 


注： < 分布的 &分点 Q ,( P ), 以步长为 0.5 将 ？ 从1取到 7.5. 最下面一行给出了标准高斯分布的百 
分点 fKp ). 


练习 [263] 假设 0 是规范正交变换. 证明： 如果 X 是独立同分布有零均值 
(也就是 ；/； r = o , 0是零向量）的高斯型随机向 M 并且协方差是 // jv ， 则 
同样是独立同分布零均值的高斯型随机 向量， 协方差也是也就是说 y 和 x 
的统计特性是一样的.这个结论对；成立吗？（你可以假设上面的结论是成 
立的，也就是说 X 中的随机变量是多元高斯型随机变量，然后证明 V 中的随机 
变量也是如此 .） < 

• X 2 随机变量 

下面我们总结一下 X 2 随机变量的性质，它可以通过独立同分布标准高斯分 
布的随机变量 A ，厶，…，的平方和来引入，即 

(263 a ) 

随机变董乂称为是服从具有々个自由度的/分布 .以 的概率密度函数具有如下 
形式： 

…”卜 2 ^ 72 )^ 9 X> °^ > 0 (263b> 

(证明参见习题 [7. 3]). 对所有的7> 0 ，上面的函数都是非负的并且积分为卜 
所以我们可以通过它来扩展/随机变量的定义导出具有不同于非负整数的自由 
度的 X 2 随机变董 • X 2 ,的均值和方差分别是 = ” 和 varU 2 ,} = 2 ? . 
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令 Q ,(/0 表示 Z 的概率密度函数的 pX 100%百 分点： 

P[X 2 , <Q,(/>)] = p. 

在表 263 中列出了对于自由度 7 从 1 到 7. 5( 步长为 0.5), 要求置信度分别为 
90%、95%和99%的百分点，这些值将在 8.4 节中用到.当^较大的时候， 
Q 7 (/>) 的值可以用下面的近似式来计算 （ Chambers 等， 1983)： 

= 7(1 — 義十少 、 P ) (義广)、 (264) 

其中是表中最后一行给出的标准高斯分布的 fiXlOO % 分点.对所有的 
^8,在表中所列 p 的所有六个值的相对误差 I Q ,(/>)- Q ,(/>) I / Q ,(/0 都小于 
0.05. 对任意的7和/>，高精度的计算 <5,(广）的算法由 B es t an dR 0 b er ts (1975) 给 
出，它也是上表中数据的来源. 

x 2 分布经常作为高斯随机变量的平方的非负线性组合的逼近部分的均值. 
将在 8. 4节式 (313 a ) 邻近的讨论中给出如何阐述这种逼近的一个 例子. 

7.3 —种贝叶斯观点 


也许总结一 些后面（第〗0章） 所 需要的贝叶斯 （Bayes) 想法和术语的最简单的 
方法是通过下面的途径.假定我们观察到随机变量 X 有依赖于(？的概率密度函 
数； 即0为概率密度函数的一个参变 M . 例如，假定 (9 是一个方差为1的高斯随 
机变 M 的均值.从一个频率论者或经典统计学的观点来说，这可以表示为（参见 
式 (257a)) 

X = Af(dA), 

其中 (9 为固定的未知量.然而，从贝叶斯的角度来看，在我们对0的值有一定概 
念（即先验 信息） 的情况下，0被认为是随机的，这种模型象征性地表示为 

X | AfiSA). 

因为此时0被看作是一个随机变量，它自然就有一个概率密度函数，称为先验概 
率密度函数，例如 

这里4是先验分布的一个参数——贝叶斯文中的一个超参数.（这些观点很自然 
地扩展到多变量随机向量 X ，其中 X 的联合分布包括一个超参数向量 •） 

• 方差混合 

在贝叶斯观点下，拉普拉斯 （ Laplace ) 概率密度函数作为高斯分布的“方差混 
合，，而出现，这个方差具有一个（单边）指数概率密度函数（参见 10.4 节和 10.5 
节）.令 


X u 2 = 
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并且假定随机变有指数概率密度函数 

f a l (<To ;v) = ve~^ v y v 〉 0 ， 

这里 w 是一个超参数.那么高斯型分布的 液合方 差可以通过对所有的 d 的值积 
分而得到，并由下式 给出： 

U ; v)dal = (265 a ) 

( Teichroew , 1957). 这个积分精确地给出 了当; / = 0时式 （257 c ) 的拉普拉斯概率 
密度函数或双边指数概率密度函数.如果髙斯分布是以^而不是以0为中心对 
称，就恰好得到式 （257 c ) 的准确值.从式 （260), 我们可以将上述积分解释为随 
机变量 X 和^的联合概率密度函数，因此这个积分给出了 X 的边际槪率密度函 
数，即拉普拉斯概率密度函数. 

• 贝叶斯风险和贝叶斯规则 

基于结果>：=工，假定当 <9=氐时，决策 dCr ) 导致了损失 ^( d (: r ), 汰）•如 
果我们对 X 的所有可能的结果都取期望 (0 取固定的<?。），就得到一个风险函数 

r d ( d u ) — E X \9^ t 0 { Hd ( X ) ,0 o )} = yd 0 ) fx \9=9 n ( x ) dj ：. 

与^ •) 有关的贝叶斯风险札是 q ((9。〉 的期望 （(9。 取所有可能的 值）； 也就是说， 
风险函数是 <9的先验概率密度函数/“*)及其加权积分. 

练习 [26 S ] 证明 

R d = E e { r d ( d )) ~ J fdo ) fe \ x ^ x ^ o)ddo )/ x ( x ) dx . < 

圆括号中的积分称为是后验期望损失——这个工的函数被概率密度函数/*(*)加 
权而获得了贝叶斯 风险. 根据定义，贝叶斯规则就是选择合适的以1)以最小化 
贝叶斯风险. 当以 X )的选择比较恰当，以至于对所有的 JT 后验期望损失都取得 
极小值的时候，风险最小. 

贝叶斯规则可以用来寻找 <9的点估计，即从数据中导出的单个数值.贝叶斯 
决策规则在这种情况下称为是贝叶斯 估计. 让我们考虑平方误差损失的贝叶斯估 
计； 即八 Ax ), e ) = icKjo )- d ) 2 . 此时，后验期望损失是均方 误差： 

| Hd(.x) ,9o)f8x=A6o)ddo = j (Ai)—0 o ) 2 / tf ix” （此）抵 . 

练习 [261] 告诉我们当 d ( x ) 等于具有概率密度函数的随机变童的期望 
值的时候，上式右面的积分取得最小值.所以，贝叶斯规则（记作艮（*))为 

B 2 ( x ) 三 | X = : r }. (265 b > 
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在平方误差损失的情况下，0的贝叶斯估计是的后验均值.要注意的是，如果 
我们将 X 和0看作是二元随机变 M , 类似于式 (261 a ) 中的 X 。和 X ,，则氏（1)是 
给定 X = x 的条件下0的条件均值. 

作为第二个例子，让我们考虑绝对误差损失的贝叶斯估计量， 即八以 们= 
\ U ( x )~ d \, 则后验期望损失是平均绝对 误差： 

厂 Hddx )^) Ux ~ M ) de Q = T I d ( x )- d , I Ux ^ Ad ,) ddo . 

J —oo J oc 

极小化 1： 面式子的 W 叶斯规则戊0)是 

r ⑺ / m -, (乳）抵 - 0.5 (266) 

J —oo 

的解.所以这个例子中的贝叶斯估计 M 就是0的后验中值.同理，如果我们将 X 
和0看作是二元随机变量，类似 T 式 （261 b ) 中的； C Q 和兄，则月 〆 ：!：)是给定 X = 
x 的条件下0的条件中值. 

贝叶斯统计有很多很好的教科书.常见的有 Box and Tiao (1973), Lee 
(1989) 和 Gelman 等 （1995) 的书. 

7.4 平稳随机过程 

现在令{ X ,: £ =…，一1，0, 1,… } 是一个离散参数的实值随机过程，按照 
定义它是以整数为下标的一列随机变童（当独立参变量取值范闱为整个实数轴的 
时候，我们称这个随机过程是连续参数的）.如{ X ,}的过程可以作为一些物理现 
象一系列观测的随机 模型. 我们假设这些观测以步长为以记录了下来，假设这 
个步长具有一定的物理意义，比如说是秒或者年. 

•平稳性和自协方差序列 

过程彳 X ,}是(二阶)平稳的，如果它满足如下 性质： 

[1] 对所有的整数 N 都有 E { X ,}==； u X » 也就是说，过程的第 f 个分量 
X ,的期望值是一个有限的常数/^，它不依赖 Tf . 

[2] 对所有的整数 z 和 r ， 都有 cov { X ,， X < + r } = 5 X . r? 也就是说，过程<兄}的 
第 f 个和第 Z + r 个分量的协方差是一个有限的常数它只依赖于两个分量的 
指标 r 与指标《 + r 之间的间隔 

性质 [2] 的一个重要的推 论是： 平稳过程的第 i 个分 MX , 的方差是一个 
与 f 无关的常数，因为 

var { X f } = cov { X , * X ,> = E { ( X , — jux ) z } — * x . o . 

序列 Ux .,: r = …， 一1, 0, 1， 叫 称为是自协方差序列 （ ACVS ). 这个序列关于 
r =0 是对称的，即对所有的 r 都有如果我们令押 , r = s x , r / s x .。， 就得 
到了一个相关系数序列这就是自相关序列 （ ACS ). 
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•谱密度函教 

在物理学中作为模型、感兴趣的许多实值平稳过程，包含在{ X ,}的自协方差 
序列中的关于 X 的信息可以利 用讲密度函数 S X (_)( SDF ) 重新表示出来，它还 
常常称为是功率谱（有时候简称为谱).如果自协方差序列是平方可和的，即 

(267 a ) 

一 oo 

我们就有如下 关系： 

oo 

S x (/) = △ £ 2 1/ |< /, v = 5^7, (267 b ) 

f— —oo ^ t 

其中 / A , 称作奈奎斯特频率，并且单位是每秒几个周期（自协方差序列的平方可和 
是谱密度存在的充分不必要条件）.当〜取单位步长的时候，将上式与 （35 b ) 相 
比，可以证明 S x (0 是的傅里叶变换，甚至当的时候也是如此.谱 
密度函数是频率/的偶函数 （ S x ( — /) = S X (/)) 并且满足 

Sx (/) e i 2 ^ d /= 5 X . r , r = … ，一 1，0,1，… (267 c ) 

(如果是平方可和的并且以是1,这个关系其实就是傅里叶逆变换.但是， 
即使是谱密度函数存在但是无法用 （267 b ) 中的自协方差序列表示，上面的关系仍 
然成立）.特别地，当的时候，我们有一个基本的 结果： 

S x (/) d / = Jx.o = var { X ,} ? (267 d ) 

即按照频率， S x (0 分解了过程的方差.数量 S X (/) A / 可以看作是包含在小区间 
A /中的频率对过程的方差所做的贡献.实值函数 S x (_) 是抽样步长为以的实值 
平稳过程的谱密度函数的要求十分简单.仅仅需要对所有/，均满足 S x (/) 彡0, 

Sx( /) = S X (—/), 并且 0< f /A S x (/) d /< oo , 这个积分就是过程的方差（积分为 

J ~ f y 

零的例子是没有实际意义的). . 

• 线性滤波 

为了方便，现在我们令以=1,然后考虑一下对平稳过程 <足}滤波的效果. 
假设 i ==0， 1 ，…， M — 1} 是一个宽度为 M 的线性滤波器，其传递函数定 
义为 

M-1 

A (/) = XXe -邱. 
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如果我们构造 f 随机过程 

M -1 

U , = C 268 a ) 

那么，由此得到 { U ,} 是一个平稳过程， ' &的谱密度函数为 

S L! if ) = A (/> S X (/) ， C 268 b ) 

其中， <4(/)3 丨 A (/) 丨 2 为对应 A (0 的平方增益函数.因为谱密度函数的积分 

总是等于过程的方差，我们可以看到 

var { l /,} = [' 2 S u (/) d /= f ' A ( f ) S x ( f ) df . (268 c ) 

J -12 J -1/2 

式 (268 b ) 是 4. 2 节中我们讨论结果的随机 形式： 如果我们使用一个平方增益函数 
为 K (_) 的滤波器，去对一个有限序列<==0, 1， …， N —1} (序列变量是非 
随机的其离散傅里叶变换 为不 ： ㈣ ，…， N —1, 能量谱为丨尤 * 丨 2 / N ) 循环滤 

波，则滤波结果的能量谱为类似地，式 （268 c ) 是滤波的输 

•V— 1 

出序列的能量为 H r / N 的随机形式. 

只要式 (268 c ) 中的积分 var { L 7,} 是一个有限值，用一个有限长滤波器滤波一 
个平稳随机过程的结果再次产生了一个平稳过程. 

• 白嗓声 

一个特别感兴趣的平稳随机过程 是白嗓声过程 (又称为完全 随机过 程）. 
根据定义，是两两不相关的随机变量组成的序列，它们具有同样的均值（常 
常令它为零）和同样的方差因为不相关意味着对所有的 〖和 r 关0，都有 
cov { e f , e < + f }=0, 我们可以看到，对于 } 的自协方差序列是 

5 ,. r = cov { e ,， e ,— f } = 

因为这个自协方差序列显然是平方可和的，从式 （267 b ) 得到，对于丨/丨 </ Y ， 
{ e ,} 具有由 S r (/)-< f t 2 A / 给出的谱密度函数. 

• 自回归过程 

随 机过程{ X ,}称为是/>阶自回归 （ AR 〉， 如果 

X , - (268 e ) 

rt — 1 

其中， { e ,} 是均值为零、方差为 i 的白噪声过程 • 我们常常称之为 AR (/0 过程. 
如果自回归系数心,满足一定的约束条件(例如， Priestley , 1981， 3.5.4 节），则 
{ X ,}是一个平稳过程，并且其谱密度为 

S x (/>- -- ，I / 1< 八 • <2680 

»= 1 

我们将在 7. 9节讨论平稳自回归过程的情况. 


a \ » r = 0} 

[0, 其他. 


(268 d ) 
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7.5 谱密度估计 

谱密度函数的估计是很多教科书的主题（例如，参见 Blackman and Tukey ， 
1958 j Jenkins and Watts ，1968； Koopmans , 1974； Bloomfield * 1976; 

Priestley , 1981 ； Marple * 1987； Kay ，1988 及 Percival and Walden ，1993) .这 
里我们简要介绍一下这个主题，作为第8章到第10章的背景.我们首先总结周 
期图的性质，从它是谱密度函数的不相容估计童的意义上来说，它是一个“粗”估 
计量（也就是说，它的方差不会随着样本容量的增加而减少).然后，我们将简要 
介绍一下著名的利用沿着频率平均周期图（即平滑或者滤波）构造相容估计量的方 
法.所得到的估计量的特点是，它具有光滑的带宽，这可以用频率的有效范围来 
度量.在这个范围上周期图是平均得到的.这个估计量的缺点是，即使谱密度函 
数不同部分的频谱形状可能表现出不同的急剧或者缓慢的变化，但在整个谱密度 
函数 h 它具有固定的光滑带宽.然后我们讨论第二个“未处理”的谱密度函数的估 
计量，也就是多锥形估 计量. 这个估计量将在 10.7 节起到十分重要的作用，在 
那里我们将讨论令人感兴趣的基于小波构造更光滑可变宽度的方法. 

• 周期图 

给定一个时间序列，它可以看作是一个均值为零的实值平稳随机过程彳尤,丨的 
部分兄，足，…， X .、,-,的实现，它的自协方差是并且其谱密度函数 
&(•) 满足式 （267 b ), 我们利用所谓的有偏的自协方差序列估计置就可以对 
| r |=0, 1,…， N -] 估计出 5 X . r , 但是无法估计丨 r | 的 .、 x . r , 有偏的自 
协方差估计量是 

1 -V-lri-l 

■Sx.r = ~kt X) r¥ \ t . 

(这里明显地使用了过程的均值为零的假设).自然地，对于丨 r 丨 < N -1, 我们可 
以将式 (276 b ) 中的仏 ^用〗汜代替，并且将求和指标限制在土 （ N —1)， 这也等价于 
定义说彳=0, | r I 现在，通过两层求和中的变童变换，我们就可以得到 

•V-l N-l AMrl — 1 

△ f j ] S X . X.^e ^ 

f r =-( iV - l ) 卜 0 

N-l V-l 

^ j = 0 ^=*0 

=2 X 严 t 叫 2 安旁， （/) ， (269 a ) 

上面定义的函数今/(*)就称为是 周期图 （尽 管它是频率的函数而且不是周期 的）. 
和 &(•) 一样，它定义在区间[一/.、，/.、]上.可以证明（参见 Brillinger ， 1981， 
5. 2 节）， 在一定的高阶矩有限的条件下，当 oo 的时候，渐进地有 

处。</<〜 (269 b ) 

Is x (/) X ；, / = 0 或 / v . 
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其中，如 7.1 中所说，忒表示具有自由度为 7 的 / 分布的随机变量 . 注意，因 
为 £<^} = 7 , 由上面得到，对于大的 N 有 £ ： { 卽 >(/)} 〜 S x (/) ; 也就是说，渐 
进地周期阁变成了谱密度函数的无偏估计，因为它的期望与我们要估计的量是一 

致的 . 进而，对于 0</</</<, ^^(/) 和兔〜（ /) 是渐进独立的.利用结果 
var{^}=2 7 , 我们有：当 N—oo 时，渐进地 

var{S^(/)} = 

cov 你 (/)， 卸 l (/M - 0, 0</</</ v , 

( 对于有限的样本数以，如果特定的约束满足，这些渐进的结果是十分有用的逼 
近，参见 Percival and Walden, 1993, p. 232). 

周期图看来具有一个明显的主要缺点和一个明显的主要优点 . 因为，一般情 
况下 S x (/) 〉 0 , 所以 （ 270 a ) 证明当 N-oo 的时候， 今 / (/) 是不会减少到零的， 

也就是说匆 " （ / 〉变得任意接近它的期望的概率是零 . 正因为如此，^^(/)是 
S x (/) 的不相容估计置 . 另一方面，周期图中任意两项的渐进独立性，使得理解 
沿着频率平滑周期图构造的谱密度函数估计 ft 的采样性质成为可能 . 

周期图的第二个 —— 并不是最明显的-一优点是，我们能很容易地将随机变 

最免 f p) (/) 变换为一个新的方差不依赖于未知的谱密度函数的随机变最（式 （ 270a) 
表明周期图本身没有这个性 质 ). 借助于下面的讨论，从式 (270a) 可以导出一个结 
论： 对于周期图的 “ 稳定方差 ” 变换恰好就是这个算法 . 因为当 0</</ 、 , 的时候， 

令 /(/) 和心 (/)%/2 有同样的分布，由此得出 log ( 卽 >(/)) 和 1 叩 ( 心（ /)%/2)= 
log(S x (/)/2) f bg(X 〖） 有同样的分布.因为一个随机变量加上一个常数的方差 

等于这个随机变量的方差本身，所以 varUog ( 旁 /(/))} = varUog(y)}. 基于此， 
Bartlett and KendalK 1946) 证明了，对于 0</<C / A •，有 

var{log(S^(/))} = EUog ( 处 >(/))} = log(S x (/)) - 

D 

其中 y = s =0. 577 21是欧拉 （ Euler ) 常数.因此，对数周期图是“稳定方差过程”.对 
于0</</、.，随机变量 

(270b) 

具有零均值且方差为 d=n 2 /6 ; 进而， 

e(f) ▲ log(xI > + y — Iog(2) 


S 2 X (/), 0<f<f yi 
.2 努 （/)， /=0或者/ =八, 


(270a) 


(270c) 
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(练习 [7. 5] 中的验证）.如果令 

y (p, ( /> = iog(sr (/>) + /. 

那 么对于 0 </</ A .，有 

r p> (/) - log ( S x (/)) + e (/). (271 a ) 

所以，对数周期图（加上已知的常数 y ) 可以写成一个“信号”（准确地说，是谱密 
度函数的对数)加上具有零均值且已知的方差为 W = ir 2 /6 的非高斯噪声. 

•传统的周期图平滑 

谱密度函数的相容估计量可以通过周期图的纵坐标在一定方式下的组合产 
生.例如，这个问题的传统的方法是在傅里叶频率域 /,=)/( N 以)计算周期图的 
平滑 （光滑）.所得到的 LN /2」+ l 个随机变量 

^ (/ 。 ） ，卽 > (/,) ，…，矣产 (fimj) 

当 N 充分大的时候，都是近似两两独立的；即 


coviS ^ (/*)} ^0, ) 关是且0 < ) ，是 <L N /2 」• 

因此， 

S ( / (/ >) = Sx (/>) l / ; , j = 0，1 ，…， L W 2 J ， (271 b ) 

其中) = 1，…， L(N —1)/2」，是渐近的独立同分布; d /2( 作为对比， t ；。 和 
U N / 2 ——如果 iV 为偶数一的分布都是 K ). 另一方面，如果我们用式 （270 b ) 定 
义 e (/,)， 那么 U (/,): ()</><// 组成了一族近似地具有零均值和方差为 
tc 2 /6 的独立同分布随机变量（注意 K 和 e (/,) 都不是髙斯分布）. 


假设 N 充分大，使周期图忌/(，）是 S x (0 的无偏估计，并且在傅里叶频率 
兑中是两两不相关的.如果 s x ( o 在乂邻域内的变化很缓慢，那么对于某个整 
数 M >0, 有 

S X ( 乂 -M ) 〜 …勿 (/, )«» …勿 Sx (/ >+ m ) » 

因此 

Srcfi-K, ) ，… ，卽 （/,) ,… ，紗 （//+M ) 

是由 2 M +1 个数组成的对同一个量 S x (/,) 的一族无偏的和不相关的估 计量因 
此我们能够取它们的平均以产生估计量 

K ’) = (’「'〉• (2?1C> 

在我们的假设下，利用式 （270 a ) 并且为了简单起见假设 /,- M 〉0 和 
则有 

E { S X (/ >)} ^ S x (/ y ) 


和 


var { S x C />)} & 


SHf ,) 

2M+1 


variSrCL)) 

2 M +1 
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表 272 

r— 1 

c=2 c = 3 c=4 


2. 521 628 1 
16. 077 882 8 

31. 804 626 5 

32. 786 109 9 
18. 743 209 8 

4. 722 631 9 


一 4. 771 535 9 
— 20. 634 334 6 
-34.007 137 3 
-30. 286 123 3 
-14. 571 768 8 
一 2. 680 792 3 


7.919 991 5 
25.053 152 1 
34. 770 027 2 
26. 710 935 6 
10. 717 774 4 
1. 339 130 6 


-11. 976 921 1 
-28. 873 813 6 
_34. 315 132 1 
-22. 883 831 0 
一 7. 532 219 4 
一 0.516 712 5 


注： AR (24) 过程 （ Gao . 1997) 的 系数彳: n = l , •••• 24}. 第 r 行第 r 列的系数是 r . 这些系 
数 坷以在本书的网 5( 上找到. 

现在，如果我们考虑增加样本容董 N 和下标）保证 _；7( iVAO ==/; 是一个常 
数，那么可以令 M 变大，并且我们可以断言， vaHS x (/,_)} 可以任意小，于是 
5 x (/,) 是 S x (/,) 的相容估计 M . 上述结论的一个明显的推论就是在式 （271 c ) 的求 
和中使用非均匀的权重（这种和其他的一些改进可以参考 Cleveland and Parzen , 
1975； Bloomfield ，1976; Walden , 1990 及 Percival and Walden , 1993. 

Wahba (1980) 使用了不同的方法，它研究了利用光滑样条对对数周期图的平 
滑. 这种方法使用了式 （271 a ) 中的信号加噪声模型，然而，回忆一下噪声具有 
log (； d ) 分布，所以这个模型很复杂. 

对数周期图的平滑和样条平滑都有如下特征：都有平滑的带宽，它度童了在 
多大的带宽上潜在的谱密度函数估计进行平滑处理而构造相容估 计量. 例如，均 
匀周期图平滑将相邻的 2 M +1 个数进行了平均，而每一个数本身也是 1/( NA /) 
上的平均，所以带宽是 （2 iVf + l )/( NAi ). 对特别的谱密度函数，常常以一种满 
意的方式确定带宽，通过平滑引起的偏差和满足要求的方差的折衷来确定它的带 
宽.尽管如此，在整个谱密度函数上的带宽是固定的，并没有随着谱密度函数的 
局部特征而有任何形式的改变，例如，急剧的尖峰值或者凹谷需要窄带宽平滑以 
避免平滑引起的优势偏差，而谱密度函数变换缓慢的区域使用宽带宽的平滑就可 
以大幅度减少 方差. 正如我们将在 10. 6节和 10. 7节中看到的那样，一种产生自 
适应平滑谱密度函数佔计 M 的方法，就是使用小波将谱密度函数中各种不同分辨 
率（尺度）中的信息融合起来. 

• 多锥谱密度函數估计 

如我们能够由式 （269 b ) 推出的，统计理论认为，对于大的样本容量 N 的平 
稳随机过程，周期图是真正的谱密度函数的近似的无偏估计童.然而，重要的是 
意识到，根据所谓的漏泄现象对于有限的样 本容置 的过程，这种逼近是十分无力 
的.图273通过比较一个长度 N = 2048的时间序列的周期图（细的锯齿状线）和 
真正的谱密度函数（粗的平滑线）演示了漏泄效应，这个时间序 列是氏 2 = 1，系数 
为表272所列的 AR (24) 过程的一个实现（这个过程在第10章和 Gao (1997) 
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m 273 长度 N =2 048 的时闻 序列， AR (24> 过程的实现（参见表272中定义这个过程的 系数〉 
的周期图（锯齿状细线）和真正的谱密度函数（光滑的粗线）.周期图和真 it 的谱密度函 
数都绘制在分贝尺度的阁 t . 周期阉的高频中的泄漏是显然的，这里的偏差变得大约 
有 40 dB (即4数歎级〉 


中也用到了.生成自冋归过程的实现的细节，参见 7.9 节）.周期阁和真正的谱 

密度函数都绘制在分贝 （ dB ) 尺 度上； 即绘制的是10 • 10&。（今，（/))作为/的函 
数图像.泄漏的表现是，在高频的地方周期图和真正的谱密度函数的偏差很大. 
一般地说，对谱密度函数分布占据较大范围的随机过程（也就是说谱密度函数最 
大值与最小值的比值大于40或50分贝，比如说这个 AR (24) 过程的比值接近90 
分贝）来说，周期图的泄漏现象是十分危险的. 

一个公认的减小由于周期图漏泄导致的偏差的过程是在计算频谱估计量前对 
时间序列进行数据锥（窗）处理，这就产生了所谓的直接频谱估计量.直接频谱估 
计量比周期图具有更好的小样本偏差小属性；但是，当接着对频率域进行平滑的 
时候，渐近方差要比周期图平滑后要大.多锥频谱估计的基本思想是，用计算少 
贵的 K 个不同数据锥分别计算直接频谱估计然后求尺个估计董的平均，这样构 
造的频谱估计的方差比较小（丁 homson ， !982； Percival and Walden , 1993，第7 
章）.如果所有这 K 个锥两两正交，并且恰好阻止了泄漏，根据减少偏差和方差 
来说，得到的多锥估计就要比周期阁好，尤其是频谱的动态范围比较大并且/或 
者频谱变化快的时候.多锥估计在研究，例如二氧化碳与全球温度的关系 （Ku0 
等，1990)，血浆波动紊乱 （Riedel and Sidorenko ， 1995)，以及海浪高度 （Walden 
等， 1995) 中取得了成功. 

和前面一样，令{兄}为一个零均值实值平稳过程.令£ = (>，•••， N —1}， 
„ = ()，•••， K — 1 表示 K 个不同的数据锥，用于形成多锥谱密度函数佔计量.这 
些锥都是规范正交的，即 

^ _ jl , n ^ 

A 一叫0，其他. 
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m 274 当 N =1 024 时，阶数 n =0, 〗• 2和3的正弦锥 } 

每一个锥的基本任务是产生一个偏差不超过周期图的谱密度函数估计量.最 
简单的多锥谱密度函数估计量是 K 个直接频谱估计量（特征谱）的平均，所以取 
如下 形式： 

矣 = 紙 ( f )， 

其中 

S ( xTJ (/> = ^ | Sa^.Xee-* 2 ^ ^ | 

/«0 

求均值运算的基本作用是将可能丢失的但是在某单个锥中使用了的“信息”恢复出 
来； 第二个作用是稍微减少周期图带来的变 异性. 

容易计算的规范正交锥是正弦锥，第《个正弦锥的形式是 

(^r)'' in ( ( m 一 ，…， N-i. (⑽ 

图274表示当 N = 1 024 ， n = 0， 1，2, 3时，这些锥的样子.这些简单的锥是 

Riedel and SidorenkcK 1995) 引人的，而我们将在 10. 7节中使用.估计量匆 《>(•) 
有一个伴随的标准化的带宽 （K + l)/(N + l)(Riedel and Sidorenko , 1995; 
Walden 等， 1995). 如果谱密度函数在这个宽度的带宽上没有急剧的变化，则特 
征谱是近似无关的，这就产生了一个逼近（对于大的 N 是正确的） 

Sr ^/) = Sx ( 2 K~ f 0</</ A ‘.. . （274 b ) 

如果 K 按照合适的比例随着 N 的增加而增加，则多窗估计量可以做到是相容的. 
但是，典型的 K 都是固定的小的数 （10 或者更小）.因为 K 是固定的’所以 
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图275长度 N=Z 048的仿真时间序列 AR (24)( 对应的 周期阁参见闬 273>的多锥谱密度函数 
估计 ^^(0( 锯齿形细线）和真正的谱密度函数（光滑粗 线）. 多锥估计是基于 K = 10 
的正弦锥.和真正的谱密度函数绘制在分贝尺度的图上.图像上左半部分的 
十宇形符号的宽度给出了 的带宽（即土 0.005 4)，在 10* log 10 ( Sx </)) 

的情况下，其高度给出了 95%置信区间长度 

^^(•)是不相容的谱密度函数估计量；然而与周期图不同的是，多锥估计量的 
偏差较小并且具有 2 K 的自由度 （ K 个特征谱中的任意两个求平 均）. 多锥估计方 
法的背景和更多的讨论参见 Thomson ( 1982 ) , Percival and Walden ( 1993, 
第 7 章). 

如图275所示，细线表示同样的 AR (24) 时间序列的谱密度函数多锥估计量， 
这个时间序列的周期图如图273所示（在这两幅图像上，粗的平滑曲线表示真正 
的谱密度函数).这里我们使用 K =10 的正弦锥，产生了自由度为 2 K = 20 与带 
宽为 （K + 1)/( N +1>^=0.005 4的估计量.在图的左边，我们用交叉线的宽度描 
述带宽，交叉的高度给出了真正的谱密度函数置信度为95%的长度，单位为分 
贝（这些都基于的分布的百分点，利用式 （264) 可以近似地计算 出来； 构造和 
解释这些置信区间的方法，详情参见 Percival and Walden , 1993， 6. 10节）. 

如我们注意到的，对于周期图的一个事 实是： 对数变换稳定化多锥谱密度函 
数估计量的方差 . Bartlett and Kendall (1946) 关于随机变量 log ( xL <〉 的性质的结 
果可以用来证明，对于 0</</ V ， 有 

£{log(Sjr 0 (/))} = log ( S x (/)) +0( K ) - Iog(K) 

和 

var { log ( S ^°(/))} = ifUK ) ， 

其中， 〆 •） 和 /(•) 分别表示 r 2 函数和 A 函数： 

^ U) = dlogaX 5 )) t (275) 
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m 276 具有相问均值和方差的 log (¥) 随机变量的概 率密度 Bfl 数（细线）和高斯随机变量的概 
率密度闲数（粗线）的比较.自由度 7 从左到右分別为10、12和 16( 它们是与多锥谱 

密度闲数估计量分别是 K = 5, 6和8的数据锥，相关的自由度）.竖直线 
标出了 log ( h ) 随机变量的 均值一 从左到右分别是 ^(5)- HogC 2)= s =2. 199, #6) + 
log (2)^=2. 399, ^ C 8) + log (2)=2. 709. 对应的方差的平方根分别是 x //(5)+0. 470, 
^(6)=0.426, 7^(8) ^0. 365. (练习 [7.1] 涉及到 log (<) 概率密度函数的导出 . > 


如图276所表明的，比较概率密度函数 logCtLc ) 与有着相同期望值和方差的 
高斯概率密度函数，我们发现当的时候，按照 Bartlett and KendalK 1946) 
的说法，它们是很符合的.对于 0</</ A .， 由此得到随机变景 

O log ( 嘗薪 卜 0 (K) + log(K) 

是均值为零、方差为 〆 （ K ) 的近似髙斯分布. 

如果对于 0</</ A .， 我们令 

Y ln ° (/) = log(Sy-° (/)) 一 〆 K) + log(K), 

则 

y <m,, (/) = log(S x (/)) + 7(/). < 276 ) 

所以，对数多锥谱密度函数估计量(加上已知常数 log ( K )_^( fO ) 可以写成一个信 
号（真的对数谱密度函数)加上具有零均值和已知方差的近似高斯噪声. 

如果我们求式 （276) 在傅里叶频率 /* = A /( NAO 上的值，就会有一个近似的 
结果， 对于 0< f t < f y ，有 

7(/*) ▲ jV r ( O ，0'( K ))， 

但是，这些随机变量是相关的.下面我们研究 ？(/) 在频率域中的协方差结构. 
为了符号上的方便，我们取所以 / a =1/2). 对于固定的/和 v ， 满足0< 
/<1/2和 0</+ v < l /2, 让我们定义 

s ,( v ) = cov { iy (/) ，7(/+ V ) } = cov { iog ( VX /)) ’ Iog ( VX /+ i /))} * 

其中 


V (/> = 


s ( x m ° (/) 

Sx (7> • 
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图277对于； V =2 048 和 K = 6, 8正弦锥，作为 v 的函数自协方差； ',(>/) 的闬像.每个竖 

线标明了相联系的多锥谱密度函数估计量的带宽 


如果 log ( V (/)) 和 log ( V (/+ v )) 是确切地联合严格髙斯分布的，我们就有 
cov { log ( V (/))， log ( VX / + p ))} = log(l + cov { V ( /) » V (/+ v )}) 
(Granger and Hatanaka , 1964, 3.7 节）；因为它们是近似地联合髙斯分布的， 
上面我们能合理地近似，所以 

^ log(l + 5 V (v>) » 

其中 

5 V ( y ) = cov { V (/), VC / + v )}. 

根据我们的假设，谱密度函数在局部上的变化是慢的，所以对比较小的 
S x (/) 〜 S X (/+!/) 成立，我们有 

5 v ( v >^ S ZCOVIS ^ C /),^(/+.)}. 

在对 &(•) 做同样假设的条件下， Thomson (1982, p . 1 069) 证明了 

N-l 

coviS ^ C /) , S ^ (/+ v ) } ^ S ^(/)| 2 | 2 , 

f=0 

这个近似式忽略了频率/接近0或者1/2的时候才显著地依赖于/ 的项. 所以， 
我们有 

K-l K-l N-1 

5 v ( v ) J V ( v ) = ^2 2 2 I 2 I • 

八 /-0 f=0 

因此，上面的结论给出了 5 ,( l /) s » S ,(|/) = log(l+5v(v)). 

图277绘出了当 iV =2 048, K = 5, 6，8个正弦锥的时候作为^的函数？ ,( v ) 
的图像.当 v >( K + l )/( AT + l ) 的时候，： i ,( y ) 非常小以至于可以忽略，其中 
(K + 1)/( N +1) 是正弦多锥估计量的标准化带宽，且在上图中用竖直的直线标 
记出来.自协方差图中的直线形状在其他的 N 和 K , 的时候也是如此.回忆~(0)= 
^和使用 ( K +1)/( N +1) 〜 （ K + l )/ N ， 因此我们能陈述一个非常简单和方便的 
模型，即 

…)* 1 -盟)，丨以盼賴 （277) 

lo , 其他. 
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图 278 太阳物理时间序列（这个序列 N = 4 096 的值绘制在图 222 和图 235) 使用 K = 10 的 

正弦锥得到的多锥谱密度函数估计在分贝尺度上）.竖直排列的点将频率区 
间 [0, 12 周/天]分割为 16 个小区间，如同图 220 中 > = 4 的离散小波包变换或者 
图 236 中极大覆盖离散小波包变换）.图像中左下半部分十字形的宽度给出了 

s ] r ° (•) 的物理带宽（即 （ N + Y ) A - t ~°- 064 4 周/天一一这里 △ 1 = 1/24天），在 
10* 1呢,。（5以/))的情况下，其高度给出了 95%置信区间长度 

7. 5 节 的评论 与扩展 

[1] 作为谱密度函数的多锥估计量的第二个例子，图278展示了 6.2 节中描 
写过的太阳物理时间序列（这个时间序列具有 N = 4 096个数据值，在图222和 
图235的底部绘出了这个时间序列的 图像〉 的 （K = 10 个）正弦多锥估 计量. 这个 
估计有 2 K = 20的自由度，相联系的带宽为 0.064 4周/天（通过标准化带宽 
(/C + 1)/( N +1) 和 1 MP 24 的乘积计算得到，其中以=1/24天）.图278中左 
下角的交叉的宽度就表示这个带宽，而交叉的高度就以置信度为95%给出这个 
时间序列假定的真正谱密度函数的值.竖直的点线将频率区间分割成了 16个小 
区间，对应着 ）= 4 层的离散小波变换或者极大重叠离散小波变换（图 236). 

对于时间序列的这个或者另外的谱密度函数的估计的局限性在于，我们认为 
在太阳物理时间序列中观测到的与时间相关的波动与具有时间不相关性的随机过 
程的实现是一致的（特別地，这就意味着在任何时候观测到的爆发的概率是一样 
的）； 但是，基于 6. 2节所讨论的物理考虑，要使用与时间相关的随机模型.所 

以，估计董矣 TH *) 虽然告诉我们各种频率在时间序列的全局傅里叶分解中的相对 
重要性.但是它不可能告诉我们局部的时频关系（离散小波包变换和极大重叠离散 
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小波包变换可以实现时间局部化，但是它是以增大带宽到 0. 75周/天为代价的). 

7.6 长记忆过程的定义和模型 


假设是平稳过程，它的谱密度函数用 s x (_) 表示（为/方便，我们假设 
以=1，所以始终有 / a , = 1/2). 我们称{ X ,}是一个平稳长记忆过程，如果存在常 
数 a 和 C s , 满足 一 l < a <0 和 C s >0, 使得 

= u (279a) 

( Beran , 1994, p . 42). 换句话说，平稳长记忆过程的谱密度函数 S x (•) 满足 
S x ( f )^ C s I / I %当/趋于0的时候逼近程度更好.另外也可以根据{足}的自 
协方差序列 { s ；^} 来定义.我们称{ X ,}是一个平稳长记忆过程，如果存在常数卢 
和 C ,, 满足一 和 C ,>0, 使得 

!^卷 =1 ， 

其中芦与式 （279 a ) 中的《有关，卢=_ 0 _1(根据 B era n (1994) 的定理 2.1, 这个定 
义和式 (279 a ) 是等价的）.标准的时间序列模型，比如说平稳自冋归过程，对于 
大的 r ， 其自协方差满足〜 C #, 其中（:>0, | ^ ( <1. 对于一个长记忆过 
程，当 r 较大的时候我们有〜 C , 〆 . 在这两种情况下都有：随着 r — oo , 
5 X . r -0. 但是，对长记忆过程而言衰减到零的速度是非常慢的，也就是说时间序 
列中距离很远的两个数，仍然有不可忽略的协方差（以更吸引人的术语说，当前 
观测保留有久远的往事的一些“记忆”). 

在文献中提出和研究的平稳长记忆过程有若干不同的模型，下面三个是特别 
重要的. 

•分形高斯嗓声 

长记忆过程的第一个完整的模型是 Mandelbrot 和 van Ness 在1968年提出来 
的，这就是分形高斯噪声 （fractional Gaussian noise ， FGN ). 根据定义，如果 
{足}是一个分形高斯噪声，那么它就是一个平稳过程，其自协方差序列是 

s x . r = °f(\ r+1 | 2H -2 I r | 2W +| r-1 | ZH ), r = …，一 1 ， 0,1 ，…， 

(279 b ) 

这里 d = var 彳； 是一个任意正数， H 就是满足 0< H <1 的所谓的 Hurst (自相 
似)参数.分形高斯噪声可以看作是参数为片的分形布朗 （ Brown ) 运动 （ FBM ) 
0< f < oo } 的 增量； 即 

X t = BhU + I ') — B H it ) , t = 0， l ，2, …. 

分形布朗运动的精确定义，例如，在 B e ran (1994) 中给出的，由书中我们注意到 
B „(0)=0； 对于/>0，是零均值、方差为的高斯随机变量；并且当 
时 cov { B „ ⑴， B H Cs )- B H iO }=0. 因此，我们可以建立离散分形布朗 

运动 （ DFBM ) 的样本，而用累积求和{ X ,}，得到 

卜1 

B t = = >: ， t — 1 ， 2 ,… 

«=0 
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(参见本节的扩展与评论，那里将明确地解释啟和方„(0中的对于 B „( i ) 的 
谱密度函数可以取为 

Sb h <„(/> = fJpSTT * 一 oo </< oo ， （280 a ) 

其中 C „ 三 r (2 H + l ) sin (7 rH )/(27 r ) 2H+1 ( 参见 Mandelbrot and van Ness (1968); 
Flandrin (1989)； MasryC 1993)). 所以， S B ⑴ （/)oc | / 丨-卜 2 ' 从滤波和混合 
的考虑出发（见 Percivaland Walden , 1993, 3. 8节），得到{找}的谱密度函数由 

Sa (/) = a \ C H 2 ! f + ) | 2W+ i - (280 b ) 

给出，因此对于小的/， S B ,(/) oc 丨/丨近似成立，而{ X ,}的谱密度函数由 

Sx(/) = 4gxCHsin 2 (7r/) I y +'• I 2H+I ，- + 

给出 （ Sinai , 1976； Beran , 1994, p . 53, 式 （2. 17)). 对后一个结果，注意 
B l + l ~ B ,, 所以，除了为了符合下标的习惯而进行无关紧要的单位平移外，( X ,} 
是{汉}的一阶差分.对于差分滤波器的平方增最函数是 P (/> = 4 sin 2 (7 r /) (参见 
练习 [105 b ])， 并且结果由式 （268 b ) 得到.利用欧拉-麦克劳林 （ Euler - Maclaurin ) 
求和公式 （Dahlquist and Bj 6 rck , 1974), 我们就可以利用有限的 2 Af +3 项的求和 
来逼近上面的无限项求和： 

M 

Sx (/) ^ i & xC H sin 2 ( nf ) ( ^ | jzh+i 

▽ 「 1 (2 H + l )(2 H + 2)(2 H + 3) 

十 A 丄 2 HU / + M + 1 ) 2H 720(// + M + l ) 2H+4 

, 2 H-hl _1_1\ 

十 12(// + M+1 ) 2 而 2(// + M+l) ZH+l 」’ 

(详情参见 Percival 等， 2000 a ). 在实际中，取100产生足够的精度.对于较 
小的/，我们近似地有 S x (/)^ | /| *- 2H , 所以当一 1<1_2 H <0( 也就是当 
1/2< H <1) 的时候，分形髙斯噪声满足式 （279 a ) 中平稳长记忆过程的定义 • 

图282最上面一行用线性/对数和对数/对数(左右两个图分别绘出）两种坐标 
轴展示了 H = 0. 55, 0. 75, 0.90， 0. 95的 S x ( •) 的图像.因为对于小的/， 
Sx ( f)ocf 2 \ 当 1/2< H <1 并且 H 增加的时候低频成分显著地增加，这种 
模式与图中的曲线是一致的.在 5 x (/)°^/ — 2 "近似成立的正频率上，我们有 
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log.o ( S x ( f )) oc ( l -2 H ) log l0 (/) ,所以右边描绘出的曲线的线性状态表明对于 
低频，大约小于/=0. 2,逼近是十分好的. 

图283中第 -- 和第四个图分别展示了 H = 0. 55和 H = 0.95 的分形高斯噪声 
的实现（这些仿真的时间序列是使用 Davies - Harte 方法建立的参见 7.8 节）. 
注意与它们的谱密度函数的性质相符合：与 H = 55的时间序列相比较 ， H = 
0. 95的时间序列具有成比例较强的低频成分. 

当 H = l /2 的时候，分形高斯噪声就简化成了白高斯噪声（即这种情况下， 
式 (279 b ) 具有式 （268 d ) 的形式）；当 0< H < l /2 的时候，过程（又丨的特点是具有 
高频振荡并且低频部分的能量不足（对这些过程，实际上有 S x (0) = 0). 

• 完全幂规律过程 

我们称离散参数的随机过程{足）是完全幂规律 （ PPU 过程，如果它的谱密度 
函数具有如下 形式： 

Sx (/) = C s I / I % -去</<+， 

其中 C s >0. 这些过程可以分为两类，分别对应着平稳过程和非平稳过程.第一 
类对应着 一 1<«的情况，过程是平稳的，并且它的谱密度函数具有标准意义.对 
应的自协方差序列可以通过下面的公式 得到： 

5 X . r = r S x (/)#〜/= 2C s f 1/2 /* COS (27t/r)d /， 

J -1/2 J 0 

一般地说，这个式子没有简单的显式表达式，所以只能通过数值积分得到.对于 
- l < a <0, 完全幂规律过程显然服从式 （279 a ) 的定义，对于平稳长记忆过 
程——四个这类过程(《=—0. 1, —0.5, _0.8和一 0.9) 的谱密度函数绘 制在图 
282的中间 一行. a = —0.〗和_0.9时，完全幂规律过程的仿真序列在 
图283中绘出（第3和第5幅图像）.对于 a = 0, 完全幂规律过程变成了方差为 
G 的白噪声过程. a >0 时的完全幂规律过程都是平稳过程.这些过程的低频成 
分不足，这可以 US x (0) = 0 看出来. 

完全幂规律过程的第二类应用是当的时候.这类完全幂规律过程可 
以理解为一类可以通过适当的差分算子变成平稳过程的非平稳过程.在 7. 7节中 
给出了这方面的细节，其中解释了它们的谱密度函数的意义.因此，完全幂规律 
过程在整个实数轴上都有 定义. 

对实数轴上一些 a ， 满足式 （279 a ) 的过程常常称为“1//型过程”，所以平稳 
长记忆过程是一 i < a <0 的1//型过程，同时 <2< — 1的1//型过程有时称作非 
平稳长记忆过程. 

• 分形差分过程 

对于平稳长记忆过程{ X ,}的一个很流行的模型是分形差分 （ FD ) 过程’这个过 
程是由 Granger and Joyeux ( 1980) 与 Hosking (1981) 分别独立提出的.这里彳 X ,}与均 
值零、方差 W (典型的高斯过程）的白噪声过程忪,>联系在一起 ： U — 
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阁282分形高斯过程、完全幕规律过程和分形差分过程的谱密度函数（分别对应着从上到 K 
每一行)分别用线性/对数和对数/对数坐标绘制（分别对应着左右两列）.每个谱密度 
函数 s x (o 是规范化的，满足 S x (0.1)=l. 下面的表给出了所绘制的曲线的各个 
参数 


过程 

粗实线 

点线 

短线 

细实线 

FGN 

H = 0 . 55 

H =0. 75 

H ^ O . 90 

H =0. 95 

PPL 

a =~0. 1 

a = —0. 5 

a — —0. 8 

a =~0. 9 

FD 

在 =0. 05 

衣 =0. 25 

汐 =0. 40 

<5=0. 45 
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FGN 
H = 0.55 

PPL 

or = —0.1 

FD 

«5 = 0.05 




图283分形高斯过程、完全幂规律过程和分形差分过程仿真实现.图282中的粗（细）线展示 
了上面（下面)三个时间序列的谱密度函数.这些谱密度函数只有在高频部分是明显 
的.我们使用 Davies - Harte 方法（参见 7.8 节）形成仿真 X 。，…， X S11 . 这个方法是 
通过变换内噪_过程的部分，2。，…， Z J0 »， 实现获得的（乙的值在本书的网页上给 
出〉.为了通过可比较的 a , <5说明分形髙斯过程、完全幂规律过程和分形差分过 
程的相似性，我们使用同样的乙来创建所有这六个时间 序列. 尽管上面（下面）三个 
时间序列看起来是相同的，它们谱密度函数估计显示出高频部分的差异，这与理论 
上的谱密度函数是一致的 

其中 B 是向后平移算子（例如 ， = -1/2<8<1/2 ; 并且 

(1 一 解释为 

(l-By = 


所以 
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其中 


内 = 幻 = m+i) 

\kf~ k\(s-k)\ ~ r(k-\-vri$-k + i) 


( Beran , 1994, 2. 5 节）.对分形差分过程的谱密度函数由 


Sx(/) 




[4 sin z ( ic /) 2* 




(284 a ) 


给出.对于小的/，我们近似地有 S x (/) oc 丨/|-'所以当 一 1<一25<0(即 
0<8<1/2)时，分形差分过程是平稳长记忆过程.我们使用短记号 “ FDG )” 表示 
带有参数的分形差分 过程. 当$>0的时候，我们有时候称8为分形差分过程的 


“长记忆参数”. 

图282中最下面一行展示了四个分形差分过程（3 = 0.05， 0.25, 0. 40, 
0.45) 的谱密度函数.从式 （284 a ) 可以看到，谱密度函数的对数与 I sin (7 r /) 丨的对 
数是线性相 关的. 事实上，因为对于小的/， sin (7 r /)^ rr /, 在许多频率的倍频 
程上频率/的对数也是近似线性相关的.图282 表明： 当/>0.1时，这种线性 
关系就破坏了，但是对于 /e(o, 0 . 1 ]，逼近是非常好的.因之，这个模型与 
1//型过程的框架相 吻合. 参数 8=0. 05和 5=0. 45的分形差分过程的仿真序列 
在图283中的第二和最后一幅图中绘制出来. 

当5=0的时候，分形差分过程变成了白噪声 过程； 当一+<衣<0的时候，分 
形差分过程低频部分的能量是不足的，因为有 s x ( o )= o . 当— ■的时候，我们 


还能用式 (284a) 定义平稳过程，并且当的时候，我们可以定义非平稳长记忆 
过程(对于后者，参见 7.7 节) • 通过这种扩展，我们可以说分形差分过程的参数5 
在整个实数轴上，当 *1 •的时候保持平稳性质，当8 >0的时候保持长记忆性质. 

因为分形差分过程是由两个参数3和 W 完全确定的，并且因为 W 不决定谱 
密度函数的水平和它的形状，我们把具有上面谱密度函数的过程称为 FD (5) 过 
程.对于参数5不是整数的任一平稳 FD (们过程的自协方差序列由 

g« 2 sin(n^)r(l ~ 2 占) f*(r + 在) (284b) 


给出.置 r = 0, 得到了过程的方差 5 Jf ， o = var { X ,}， 此时上式简化为 

alri\- 28 ) 

5x *° = 产（1 一扪 _ 


(284 c ) 


这个式子对所有的平稳(即当&分形差分过程都成立 • 
方差序列的剩余的项可以简单地通过下式迭代 计算： 


旦茨*.。确定，自协 

(284 d ) 


(上式对所有的&<+ 成立； 自协方差序列向负的延伸可以根据得到， 
这个式子对任意实值平稳过程都是成立的). 
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分形高斯噪声、完全幂规律和分形差分过程都同样依赖于两个参数，其中一 
个控制当 f 一0 的时候逼近的幂 指数； 另一个参数是过程的方差（或等价地谱密度 
函数的水平).这些参数的适当选择产生了分形高斯噪声、完全幂规律过程和分 
形差分过程，对于较小的/它们的谱密度函数事实上是不可区分的.尽管有这些 
相似性，分形差分过程有若干优点： 

D ] 对于分形差分过程的谱密度函数和自协方差序列都容易计算. 

[2] 有一个分形差分过程的自然扩展包括具有平稳向后差分的非平稳过程（参 
见 7.7 节) • 

[3] —个分形差分过程可以认为是自回归、分形整合、移动平均 （ ARFIMA 〉 
过程的特例.这个模型具有更多的参数，从而模型具有更大的 A 由，允许时间序 
列的高频部分具有更多的内容. 

分形差分过程的性质和它们的扩展的充分讨论可以参见 Granger and Joyeux 
(1980) 及 Hosking (1981) 的研究文章和 Beran ( 1994) 的书. 

表286中总结了分形高斯噪声、完全幂规律过程和分形差分过程的参数范 
围，上述过程的形 式为： （ a ) 平稳长记忆过程， （ b ) 白噪声过程， （ c ) 平稳过程（但 
不是长记忆的）， （ d ) 非平稳长记忆过程.自相似 （ Hurst ) 系数 H ， 频谱斜率 a 和 
分形差分参数$的关系在图286中说明，其中为了区分离散分形布朗运动中和分 
形高斯噪声中的两个参数 H ， 以后我们用 He 表示前者，用表示后者.它们 
之间的关系通过式 (279 a ) 得到，这个式子让我们将 H 和3与《联系起来. 

7. 6节的评论与扩展 

[1] 分形高斯噪声{足}可以通过连续参数的随机过程，著名的分形布朗运动 

0<£< oo } 的抽样和差分得到.注意 X ,中的只是无单位的指标，表 
示{ X ,}的第/个元素；而中的 4 V ，是具有物理意义的单位（例如秒、年等 
等）.所以，当我们创建了抽样过程并且做差分取形式— 
B , 后，和{兄}的抽样间隔 以都等 于单位长度，所以以的单位就同〜⑴中 
对‘‘/，，一样的单位(例如，当⑴中 z 的单位是秒的时候 △ Fls ). 

[2] 应当注意，我们这里定义的平稳完全幂规律过程是离散参数过程{又： 
…， 一 1，0, 1,…},这就部分地意味着它们的谱密度函数定义在丨/丨< 

1/2上(在我们的假设 F 抽样步长 △ r 是单位长度，所以奈奎斯特频率是 1/2). 
连续参数的完全幂规律过程 — oo <0< oo } 在文献上更经常提到，并且这 
些过程的谱密度函数定义在整个实数轴上 • 这些过程应该小心地处理.例如，注 
意到，对于一 l < a <0， 因为随着 I /丨一°°，1/丨 9 缓慢地衰减趋于零，我 
们有 

f " I / l * d /= oo . 

J —on 
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表 286 

过程 

非平稳、长记忆 

平稳、长记忆 

白嗓声 

平稳、非长记忆 

FGN 

一 

t <h<1 

H== y 


PPL 

a < — 1 

- l < a <0 

a=l 

a >0 

FD 


0<衣<+ 

孑=0 



注： 每个命名了的随机过程的参数范围，这些随机过程分别是 （ a > 非平稳长记忆， （ b ) 平稳长 记忆， 


( c 〉 内噪声， （ d > 平稳但是非长记忆. 



S 



Hg H b 

图286谱斜率<*、分形差分参数 S 和 Hurst 系数 H (分形高斯过程和离散分形布朗运动）的关 
系.无色的、浅色的和深色的区域表示的参数值分别对应着平稳但不是长记忆、平稳 
长记忆过程和非平稳长记忆过程（高斯白噪声过程发生在无色和浅色区域的交界与粗 
线的交叉点〉.仅仅在这个图中，为了区别离散分形布朗运动和分形髙斯嗓声中的参 
数 H ， 在前一种情况下我们使用但在 后一 种情况下使用 H c . 记住，《和5的范围 
是整个实数轴，但是对于离散分形布朗运动和分形髙斯嗓声，都有 0< H <1 

因为这个原因，为了获得相应于一些连续参数的平稳过程的谱密度函数，我们有 






随机变量和随机过程 


287 


必要引人类似高频截止点的概念.从而，假设我们定义了一个有限带宽的完全幂 
规律过程它的谱密度函数为 

Sxu > (/) = 

其中 0</,< oo 是高频截止点.现在，如果定义 = 重要的是我们必须意 

识到除非/, = + ,否则不会得到一个离散参数的完全幂规律过程.根据阶梯效 
应，对于<兄}和的谱密度函数事实上通过下面的式子联系在一起： 

SxC/) = |]Sxa,(/-|-j), 1 /!<y. 

j sm —C« 

这一点在很多文献上被忽视了（参见下一节的评论与扩展的第 [1] 条）. 


fC s 1/1% I /1</,? 
[0, 其他， 


7.7 非平稳1//型过程 


正如 7.4 节中提到的，积分为非负有限数的任何非负偶函数5*(0都可以作 
为某个平稳实值过程的谱密度函数.平稳长记忆过程的谱密度函数 s x ( o 使得， 
当 />() 时， S x (/)- oo , 而这个函数在/=0是奇异的，但是当 一 l < a <0 时， 
由于谱密度函数的低频部分具有 S x (/)oc | / I * 形式，所以这个函数是可积函 
数.我们可以定义一类有趣的非平稳过程，它们有积分为无限值的明确定义的谱 


密度函数. 

假设{兄}是一个随机过程，它的《阶向后差分 

y, = ( 1 — BYx t — 2 (:)( - 1)*(—* 

是谱密度函数为5 〆 .）、均值为 w 的平稳过程.这里 d 是非负整数，这与分形 
差分过程中的3是不一样的.与前面一样， B 是向后平移 算子： BX t = X t -^ 

以 = 例如我们有 

rX f , d = 0 i 

Y , = J X f — X ,_ i » d — \ ; 

lx, 一 2X/-i + X,~2 » d = 2i 

等.如果{兄}本身是谱密度函数为 S x (.) 的平稳过程，则由式 （268 b ) 得到的引 
证告诉我们乂（，）和 Sy (*) 通过 Sy (/) = S X (/)!>*(/) 联系在一起，其中 ！>(/) = 
4 S in 2 (7 r /) 是一阶向后差分滤波器的平方增益函数；如果彳是不平稳的，那么 


&(•) 通过下式定义: 


S x (/> - 


Sy(/) 

2>(/) 


( Yaglom , 1958). 注意如果3=0，那么丨 X , } 必须是平稳的，在这种情况下 
{ x ,} 和是相等的.当是具有参数 < j ]> o 和 一+<#<•! ■的分形差分 
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过程时，且因此它们形如具有式 (284 a ) 右端项决定的谱密度函数，那么{足丨的谱 
密度函数是 

Sx(/) = [4 sin 2 ( n /)]^ U> * 

当 d >0 时，我们可以认为上式是具有长记忆参数非平稳分形差分过程 
的谱密度函数. 

让我们考虑几个具有不同阶数平稳向后差分的非平稳过程的例子.我们的第 
一个例了-是以下述方式定义的随 机游走 过程.令 { e ,} 是均值为零、方差为 W 的白 
噪卢过程，它的自协方差序列为由式 （268 d ) 给出.注意因为是高斯型的和不 
相关的，它还是一个独立同分布序列.利用 U }， 能够定义在一 oo < a < oo 上的随 
机游走过程{ X ,} 如下： 


X , 


«i:i 

0 , 

I/I — 1 

- S - 


/ > i , 

/ = 0 , 


(288 a ) 


练习 [288 a ] 证明， （ aMX ,} 是非平稳过程 ，•（ bMX ,} 的一阶向后差分是均值 
为零的平稳过程； （ c ){ X ,} 的谱密度函数的低频部分近似于幂规律过程，也就是 
说当/靠近零的时候， S x (/)oc | /丨 •， 其中，幂规律指数《的确定也是这个练 
习的一部分. <3 


注意当/>0时，随机游走过程和参数 H = +的离散分形布朗运动是一样的 • 


上式的一个变形是令彳 ej 具有某个非零均值内，此时它的一阶向后差分是均值不 
为零的平稳过程，而二阶向后差分是均值为零的平稳过程（参见练习 7.6). 
m 289 中第一列上面两个图分别是随机游走和修改后的随机游走的实现的例子. 

为形成式 （288 a ) 的随机游走{ X ,}，对零均值的过程 { e ,} 累积求和.假设对随 
机游走的累积求和生成了 一个随机跑动 过程： 


X , 


SE¬ 


ES- 


/ >0， 

t = 一 1 ，一 2 , 
t ^ 一 3 . 


(288 b ) 


练习 [7. 7] 证明了上面定义的过程是非平稳过程，这个过程的一阶和二阶向后差 
分分别是随机游走过程和均值为零的平稳过程.图 2 肋中第一列中第三个图就是 
随机跑动过程的一个实现的例子. 

作为最后一个例子，假设是均值为零、谱密度函数为 s〃（o 的平稳过 
程.构造其中如，〜关0为实值 常数； 是线性趋向和 


平稳过程的和. 

练习 [288 b ] 证明， UHX ,} 是非平稳过程； （ bHX ,} 的一阶向后差分是均 
值为 a , 的平稳 过程； （ c ){ X ,} 的二阶向后差分是均值为零的平稳过程. < 
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m 289 具有各阶(第一列）平稳向后差分的非平稳过程 彳不} 的仿真实现与它们的一阶向后差分 
{(1 一 B ) X ,} (第二列）和二阶向后差分 {(1 一 (最 后一列）.从上到下，过程分别 
是 U ) 随 机游走 t ( b ) 修改 的随机游走，通过具有均值片= 一0.2的白高 斯噪声 序列获 
得； < c ) 随机跑动； （ d ) 通过将线 一0.05/ 和具有参数 $ = 0.45 的平稳分形差分过程的 
仿真求和形成的过程 

利用归纳法，上面的练习可以很容易地推广，如果 

尸 

X/ = apt p ~h U , ， 

其中， ap ^0( 即{ X ,}是尸次多项式和一个平稳过程的和），则{ X ,}的 P 阶向后差 
分是一个均值非零的平稳过程，而 P +1 阶向后差分是一个零均值的平稳过程 
(这是练习7.8〉.图289中第一列最下面一个图给出了定义为 X ^ ao + a ^ + U , 
的过程的实现，其中彳 LU 是参数 5=0. 45的平稳分形差分过程. 

7. 7节的评论与扩展 

[1] 正如上一节的评论与扩展中第 [2] 条中所说的那样，这里我们强调的是离 
散参数的1/7型过程{ X ,}而不是连续参数的过程后者的一个例子是分 
形布朗运动它的谱密度函数由式 （280 a ) 给出.注意这个谱密度函数具 
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有完全幂规律的形式，所以具有 参数一 3< a < — l 的非平稳的完全幂规律过程可 
以认为是 H --( a + l )/2 的分形布朗运动.如果我们对分形布朗运动抽样获得 
了离散分形布朗运动，所得到的过程具有由式 （280 b ) 给出的谱密度 函数； 按照阶 
梯效应，这不是离散参数的完全幂规律过程的谱密度函数.这个简单的事实说明 
离散分形布朗运动的谱密度函数对应着 * 个完全幕规律过程，但是这个事实却常 
常被很多文献忽略. 

7.8 平稳随机过程的仿真 

假设有一个用它的谱密度函数 s x ( o 或自协方差序列描述的二阶零均值 
特征的高斯平稳过程{兄丨，并且我们希望创建一个时间序列，使得它是这个过程的 
一个实现.如果我们能在计算机上生成一列伪随机数，使得能够认为是标准高斯随 
机变量的独立实现，我们就可以使用本节中描述两种方法中的一种实现这个目的. 
第一种方法基于自协方差序列，并且是一种“精确”的方法，但是这种方法不是通用 
的方法(对某些过程，这种方法实现不了）；第二种方法基 r •谱密度函数，这是一种 
逼近方法，但是让我们感兴趣的是，对于大部分情况，逼近都是十分精确的. 

我们将“精确”的方法称为 Davies - Harte 方法 （ DHM )， 因为它是1987年 
Davies 和 Harte 在一个统计文献上提出的 （Davies and Harte ，1987) ；然而，事 
实上，这个方法在他们提出以前就已被熟知（参见1994年 Johson 的讨论和参考 
文献）. Wood and Chan (1994) 研究了 Davies - Harte 方法，并且认为这个算法在 
某种意义上来说是“精确”的（他们的核心论据参见练习 7. 10的注 解）. 方法假设 
的自协方差序列很容易得到（例如，对分形高斯噪声和分形差分过程也是正 
确的；但是如果不用数值积分，这一点对完全幂规律过程是不正确的）.为了从 
这个过程仿真 X 。， X ,，…， X v -, 的实现，我们必须采取下面的步骤： 

[1] 令 M =2 N ， 并且计算实值序列 

M M ^ 

S* = ( 2 ^.re- i2,,/ * r 4 Yj 

r =0 r-^+1 

其中二 A / M , ^ = 0, 1, J . 注意 S * 能够从下面长为 M 的序列的离散傅 
里叶变换 得到： 

Sx.O *Sx,l ， … ， Sx.f-I ， Sx , 琴 

(参见式 (36 g )). 如果想要的样本尺寸是 2 的幂，则这个离散傅里叶变换可以通 
过快速傅里叶变换算法 （ FFT ) 快速计算（如果我们愿意，当 N =57 的时候，我们 
可以仿真一个长度为64的序列，然后丢掉前面或后面七个数 ）• 

[2] 对于所有的 h 验证 S *>0. Gneiting (2000) 证明了，参数 H 满足 

H <1 的分形高斯噪声总是满足这个条件；它的证明对参数为的分形差 

分过程也成立；对其他的过程，这个非负性条件也许并不满足，此时，不 能用这 
种方法. 
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[3] 令 Z 。， …，是零均值、单位方差的一列 ( M 个)独立同分布的高斯随 
机变 M . 计算复值序列 


M /*) 


Zq \/A^So 1 


^ = Oi 


i^k 


< 


M 


Zm-I - y / MS ^ 
V (/ah). 


M 




(这里， * 表示复共轭 .） 

[4] 最后 ，用离散傅里叶逆变换计算实值序列 


(291) 


y, S :V(/*)e i2 " / * , ， f = 0 ， ... ， M — 1, 

那么， y 。， …，就是 …， 乂^^的仿真. 

Hasking (1984) 描述了另外一种仿真分形差分过程和其他高斯平稳过程的精 
确方法.这种方法也假设自协方差序列很容易得到，并且有对所有的高斯平稳过 
程都可使用的优点，但是这种算法的复杂度是 0( N Z ) (作为比较，对于 Davies - 
Harte 方法中执行快速傅里叶变换的复杂度为 0( Nlog 2 ( N ))) ，因此计算速度很 
慢，即使是对 / V=l 024这样大小的样本容量. 

当非负性条件 [2] 不满足，或者谱密度函数容易但是自协方差序列无法得到的 
时候，我们可以使用基于离散傅里叶变换的近似仿真算法，仿真平稳高斯过程（参 
见 Percival ， 1992，详见其中参考文献).我们称它为高斯频谱合成方法 （ GSSM ). 
假设谱密度函数 s x ( o 给定，并且在整个频率域上都是有限值.为了生成序列，令 
M 是正偶数.从高斯白噪声(独立同分布)序列<2。， …，二 - J 构造 
Z 0 ^MS x (0) t k = 0 ； 


2 (/*) 


(^2 k-l ^2 k ) 






■ m / msJ }) 


k 


^ ^ < M — 


0,… ,JVf — 1. 


z- (/，*)， 

最后，利用离散傅里叶逆变 f 算法，计算 

2 , 

当 M 比较大且样本容董时，这种逼近频率域的方法给出了十分精确的仿 
真 （ Percival , 1992). 置 JVf= 4 N 是一种很好的选择 • X 。 ，…， X N _, 的仿真由 
Y "。， …， Yn-i 给出. 

为了使用高斯频谱合成方法从平稳长记忆过程仿真一个序列，我们面临一个 
问题，因为谱密度函数在/=0点是无限的.我们能够对此进行调整，重新定义 
Z (/ o ) 为 


1- 娼⑽ 
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这个式子假设自协方差序列也是可以知道的.如果自协方差序列不知道，则上式 
中自协方差序列求和可以用包含谱密度函数的积分代替 

㈣ “河， 

而这个等式右端可以用数值积分计算（关于高斯频谱合成算法的细节，参见 
Percival 等， 2000 a ). 


I 


s X.t 


2 


7. 8节的评论与扩展 

[ l ] d 阶平稳向后差分过程可以很容易地通过对潜在的平稳过程的累积求和来 
仿真.例如，如 果彳； O 是非平稳过程，它的一阶向后差分过程 Y ,— 是平 
稳的，我们可以用本节讲到的方法之一生成…， Kv -, 仿真，由此，我们形成 


lo, t = 0. 

类似地，如果{ X ,}是非平稳的，而它的二阶向后差分过程— + 
又- 2 是平稳的，我们可以首先仿真…， y . v - i ,然后构造中间序列 

t 

V, = t = 1 ， .“ ， N — 1 ， 

最后形成 


X ,= 


1 


t = 1 .N— 1, 

t = 0. 


7.9 平稳自回归过程的仿真 


在上一节中，我们考虑了两种根据它的谱密度闲数或自协方差序列，仿真髙 
斯平稳过程的两种方法.这些方法涉及到频率域中的技术，一种是精确算法，另 
一种是逼近算法.对一些平稳过程的类，我们可以使用精确时间域技术有效地生 
成仿真序列.这里我们给出一种利用时间域方法仿真高斯平稳 AR (/0 过程（详情 
参见 Kay , 1981). 

假设彳; U 是式 （268 e ) 所描述的平稳 AR (/>) 过程. 令厶，…，厶- i 是一列 （N 
个)独立同分布具有零均值和单位方差的高斯随机变量.为了生成 X 。， X ,，…， 
；^-,的实现，我们首先计算/ >—1 个序列 {心 - u : ” = 1，…， />-!). {^-2.,： n = 
1，…，户一2}，…，«=1， 2} 和{(,}，对于走=/>,户一1，…，2,第一步计算 

l < n < 卜 1. 

1 — ? k.k 

第二步，令构造 

<?*-! = Z ~~ ai j 2 ♦ ^ = />，户 一 1， …， 1. 

1 — 九 .* 
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第三步，生成 X 。，兄，…， X,- 1S 
Xo = Oo ^0 
X,= <f> lA Xc+a l Z l 
X z =KiX l ^^, 2 Xo+a 2 Z 2 

^fr- 1 ^p-l,2^^—3 I ~ (Jp—\ Zp—\ • 

最后， 计算剩下的 N —/> 个数， 

X t == ^^ p . n X,- n -\-a p Z t , t = p ，…， N — l. 

上面简要列举的…， X ,-,的生成提供了平稳过程的初始值，其余数据 
的生成是通过式 （268 e ) 中的 AR (/0 过程的定义实现的. 

7.10 练习 

[7.1] 假设； f 是自由度为^ 的 〆 随机变 M ; 即它具有式 （263 b ) 中的概率分布函 
数.利用式 (258 b ) 确定 y ^ log ( X ) 的概率分布函数 / y ( • » 7). 绘出 
10, 12，16时八(力 7) 关于 〆 0 < J < 4 ) 的函数图像，验证图276中细 
线绘出的图是正确的. 

[7.2] 这里我们考虑协方差的一些基本 性质： 

( a ) 如果 X 是随机变量是常数，则 cov { X ， c }-0. 

( b ) 证明，丨 covU ， V } | 2 < var { X } var { y }. 

( c ) 假设 X 和 Y 都是随机变量，至少有一个的均值为零，证明： 
cov { X , y } = K { XV }. 

( d ) 给定两个随机变 董的有 限集合{ X ,}和 { y *} 及两个相应的常数的集合 

和 {6 山证明 

cov { ， ^]b k Y k j = ^y]ajb k cov{ Xj>Yk)- 

[7.3] 令乙，&， …， Z , 是独立同分布零均值和单位方差的高斯随机变董.证 

明： + + …+ 4具有由式 (263 b ) 给出的概率分布函数. 

[7.4] 令 X 。，…， Xv -, 是具有自协方差序列为 bx ,,} 的平稳过程的一部分，令 

是样本均值.证明 

var{X} = T7 2 ( l ^H ^) Sx ' T， (293) 

[7.5] 基于 7. 5节给出的周期图的分布结果，验证式 （270 c ). 

[7.6] 令是高斯白噪声过程，使得假设我们利用这个非零过 
程构造式 （288 a ) 描述的随机游走过程彳 X ,}. 证明： 
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的一阶向后差分是具有非零均值的平稳 过程； 

( b ){ X ,} 的二阶向后差分是具有零均值的平稳过程. 

[7.7] 令{又}是式 （288 b ) 定义的随机跑动过程. 证明： 

是非平稳 过程； 

( b ) { X ,} 的二阶向后差分是均值为零的平稳 过程； 

( c ) {； U 的一阶向后差分是随机游走过程（式 (288 a )) ; 

( dHX ,} 的谱密度函数的低频部分近似是-个幂规律过程，其中幂规律指 
数 a 的确定也是这个练习的一部分. 

[7.8] 令彳 LU 是零均值和谱密度函数为 SW *) 的平稳过程. 证明： 如果 

P 

x t = + 

声= 0 

其中那么{ X ,}的 P 阶向后差分是均值非零的平稳过程，而{ X ,} 
的 （ P +1) 阶向后差分是均值为零的平稳过程. 

[7.9] 利用随机数生成器仿真不相关的，具有零均值、单位方差的高斯（正态） 

分布的128个数据组成的乙，组成一个时间序列{乙：/ = 0, 127} 

(这个时间序列可以看作是长度为128的髙斯白噪声过程的实现）.计算 

{乙} 的单位尺度的 D (4) 极大重#离散小波变换小波系数1^，然后计算 

并且绘出斤，的旋转累积方差序列（参见式 （189)). 生成很多个的类似的 
白高斯序列；对于每个序列计算它们的旋转累积方差序列，并且绘出这 
些旋转累积方差序列的平均值关于 i = 0， …，127的图像.如果你重复这 
个过程至无限多，那么绘出的旋转累积方差序列平均值的图像会收敛到 
什么程度呢？ 

[7.10] 证明，式 (291) 的过程是零均值高斯平稳过程，它的自协方差下标 

r =0 , …， N — 1的项用 s x ,。，&.,,•••, , 给出（我们能够由这个结 

果得知随机变量 Y 。， …， Y . v -, 与随机变量 X 。，…，具有同样的统 
计性质). 

[7.11] 根据 7. 9节中定义的变量， AR ( p ) 过程的方差是多少？ 
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8.0 引言 


就像第4章和第5章所讲的，离散小波变换和它的方差、极大重叠离散小波 
变换的一个重要用途就是在尺度对尺度的基础上分解时间序列的样本方差.在本 
章，通过定义一个理论上非常著名的小 波方差 （有时称为小波讲），更深一步探究 
基于小波的方差分析 （ ANOVA ). 基于离散小波变换或极大重叠离散小波变换， 
这个理论上的方差很容易估计，且已经成功地用于很多应用上；例如，参见 
GamageC 1990 ) , Bradshaw and Spies ( 1992 ) , Flandrin ( 1992 ) , Gao and Li 
(1993), Hudgins 等 （ 1993 )，Kumar and Foufoula-Georgiou ( 1993 ， 1997 )， 
Tewfik 等 （1993), Wornell (1993), Scargle ( 1997), Torrence and Compo (1998) 
和 Carmona 等 （1998). 小波方差的定义和考虑其合理性将在 8. 1 节给出，随后 
在 8. 2节讨论它的基本特征，在 8. 3节考虑通过给定一个具有平稳向后差分的随 
机过程的长为 N 的一个部分时间序列，如何估计小波 方差. 我们研究小波方差 
估计贵的大样本统计特征，并讨论基于估计小波方差上为真正的小波方差确定一 
个近似置信区间的方法 (8. 4节）.之后，在 8. 5节描述小波方差的佔计如何转化 
为谱密度函数 ( SDF ) 的估计.在总结结论 (8. 10节)之前，我们考虑原子钟的频率 
平稳性、子潮汐海平面涨落、尼罗河最低水位和海洋垂直切变，小波方差会告诉 
我们这四个时间序列的分析 (& 6节到 8. 9 节）. 


8. 1小波方差的定义和理论基础 

如 5. 4节，令 •• /==0， ••• ，一1}是一个具有尺度7*,三2广 1 的第）层极 
大重桑离散小波变换的小波滤波器，其中 L ,^(2>-1)( L -1) + 1 是滤波器的宽 
度（这里 L = 是 5.2 节描述的单位尺度滤波器心=纟,.,的宽度）.令{ X , : / 二…， 
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一】，0,〗，… } 表示一个离散参数实值随机过程，并且令 

W ,,, = 2 f =…,一 1，0,1，… （296 a ) 

/-0 

表示用极 大重番 离散小波变换的小波滤波器彳^., } 滤波彳 X ,}得到的随机过程（密切 

注意上面的与式 （196 a ) 定义的伶,., 比较： 上面包含滤波一个无穷序列，然而伶 
来自循环滤波一个有限序列）.如果它存在并且是有限的，尺度 n 上的与时间有 
关的小波方差定义 为诼， .，的方差；即 

vx . t ^ r ,) = var { W ,. r }. 

在本章，我们限制在过程彳 X ,}以使 A .,( r ,) 存在，有限且与/无关（在下一节中将 
给出足够的条件以使这些叙述成 立）. 这些限制基本上说明尺度 q 上的{ X ,}统计 
特征是随时间不变的，因此，可以通过 与时间无关的小波方 差有效地概括 

v 2 x ( r> ) = var { W ; . t }. (296 b ) 

虽然在发展此理论过程中，通过限制以产生与时间无关小波方差，我们将会通过 
8. 7到 8. 9节的例子详细说明小波方差适用于处理有着与时间有关的小波方差的 
一些过程. 

我们通常提供三个理由来说明为什么小波方差是有意义的.第一，小波方差 
在尺度对尺度的基础上分解一些随机过程的方差，因此，相当吸引那些思考按照 
变化控制一系列不同尺度的物理现象的科学家.第二，小波方差与谱密度函数的 
概念紧密联系，并且在这个函数有一个相当简单的结构下提供了谱密度函数的一 
个简单总结（在物理学科中常常是正确的）.第三，小波方差是一个过程方差的有 
效替代品，此过程有无穷方差；类似地，小波方差的估汁量是过程样本方差的有 
效替代，此过程样本方差不能很好地表现样本 特征. 现在让我们详细考虑每一个 
理由. 

•方差分解 

假设是一个有定义在频率区间[一+，上的谱密度函数 &(•) 的平稳 

过程.如式 （267 d ) 所注意的（为方便起 见用以 代表单位），谱密度函数的一个基 
本性质是 


「 Sy( f)df = ffy = var{y f } I (296c> 

J -1/2 

即谱密度函数通过频率分解过程方差.对于小波方差，这个基本结果类似于 

y] 1^ (r>) = ffy (296d) 
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(参见本节评论与扩展第 [1] 条）.因此，就像谱密度函数通过频率分解 〆 ，小波 
方差关于一个离散无关变量也就是知道的尺度，分解 4( 为了简化我们的讨 
论，本章大部分内容处理标准尺度 r > ， 但是当处理实际应用时，我们必须将它们 
转向物理尺度粗略地说，为 （ r > ) 相当于过程{1丨的两次加权平均，第一次 
包含宽度为 r ; 的区间内的值，而第二次包含围绕这个区间附近的数据（或者是在 
哈尔小波情况下接近它）一这些加权平均的差异越大，彳 （ r ,) 就越大.作为 q 
的函数的 ) 图显示了哪些尺度对过程方差是重要的（注意以上类似离散小波 
经验功率谱 Pw ( r >), 它通过尺度分解样本方差——参见式 （62)). 

让我们专门研究小波方差的最简单的例子，即基于极大重桑离散小波变换的 

哈尔小波滤波器 { + , 上的 例子. 如 8. 6节所讨论的，小波方差与能很好测 

试原子钟性能的 Allan 方差成比例.作为 r , 函数的 Allan 方差的平方根绘的图自 
从 1960 s 就常常用于描绘钟在不同时间段是如何很好地保持时间；然而，就像将 
在 8.9 节中看到的， Allan 方差会误导解释某些物理过程，对于它，基于的 
小波滤波器更合适(参见 Percival and Guttorp ，1994). 

•语密度函数的有效替代 

小波方差还是很有意义的，因为它提供了一种调整谱密度函数的方法 • 就像 

在第4章和第5章中看到的，尺度 r , 上的小波系数与区间[_，士]上的频率联 

系在一起.由于仅仅是尺度 r , 上的极大重叠离散小波变换小波系数的方 
差，在一些合理的条件下，频率和尺度的记号之间紧密联系意味着 

ri/ 2 J 

^( r ,)^2 + S y (/) d / (297 a ) 

J l/2〆 1 

(其准确联系参见式 （305) ——注意积分前面的因子2是由于谱密度函数 S y (0 是 
区间 + , 上关于/的偶函数).小波方差通过每个倍频程频带内仅仅一个 

值总结谱密度函数中的信息，并且当谱密度函数在每个倍频程带内相对无特点时 
就特别有用.例如，假设是一个纯粹的幂规律过程《即它的谱密度阐数由 
Sy (/) oc 丨/丨 11 给出（参见 7.6 节）.如果使用 （297 a ) 中的逼近，可以看到近似地 
得到 

oc (297b) 

以 log ( r / ) 为横坐标的 logU y 2 ( rP ) 图的线性变化指出一个幂规律过程的存在性， 
并且直线的斜率能够用于推断幂规律的指数 a (参见 9. 5 节）. 对于这个简单的模 
型，由小波方差给出的总结没有遗漏任何信息. 

有趣的是，如果我们再一次研究哈尔小波方差 ， Blackman and Tukey (1958, 
18节）的试验谱和使用与 （297 a ) 的这个小波方差相同.试验谱通过 Blackman 和 
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Tukey 推荐为一个谱密度函数的“简单和便宜”的初步估计（参见 8. 5节评论与扩 
展中对试验谱的更深一步讨论）.小波方差基于不同于哈尔的小波是一个有用的 
推广，因为对于一些过程， （297 a ) 中的近似随着小波滤波器宽度的增加而改善. 

因为小波方差是谱密度函数的-个调整，小波方差的估计比谱密度函数的非 
参数估计更直接.假定目前有一个长为 N 的时间序列，它能够认为是有未知均 
值的平稳过程的一部分 …， 的实现，如 7.5 节所描述的，离散傅 
里叶变换产生 S y (0 的一个基本估计称为周期图，由 

(/*> = 1 1 § - y)e- B *v | 2 

给出，其中 /* e 々/ N ， 且 biVyN 是 y , 的样本均值.周期图满足式 (296 c ) 的 

1 = 0 

抽样方案，即 


. L.V/2J , N-1 

h S 卽 )(/*) = 

* 二 - LN/2J+1 i-0 

(这里 Lz 」 指的是小于等于 Z 的最大整 数）； 然而，如 7. 5节所讨论的，周期图在 
有用性上有限，因为它是5 〆 *)的一个不一致估计，且因为它对于通常统计学家 
认为的大样本会严重偏离（像图273演示的 N = 2 048). 我们必须克服周期图的 
简易性去获得一个有用的谱密度函数 估计. 

作为对比，第5章中描述的 Y 。， …， y . v -, 的极大重叠离散小波变换直接产 
生在尺度 r , 上的小波方差的一个有用估计量，即 

1 

vy(r；) = y] Wy, t . 

如能够从式 （171 a ) 和练习 [171 b ] 立即看到的，上面导致式 （296 d ) 的下述抽样 
方案： 


+ — ?) 2 = 是 E (U 2 . 

另外，尽管周期图会严重偏离，可以在不受边界条件影响的基于识，.，项上容易构 
造4(。）的一个无偏估计最（参见 8.3 节）； 对此陈述的防止误解的一个说明，见 
下面评论与扩展的第 [2] 条.进而，鉴于周期图是不一致的，在 8. 3节我们将为 
这个无偏估计量建立一致性.对于相应的无特征谱，小波方差是一个吸引人的代 
替描述，易于解释和估计. 
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•过程方差的有效代替 

平稳过程{广}的一个基本特征是它的方差如果对于 { y ,} 过程均值~已 
知，那么 

是 w 的一个无偏估计贵，因为 

E{ff 2 y) = jj^EUY,-^) 2 ) =a 2 Y . 

另一方面，如果 M 是未知的，并且由样本均值7估计，方差4的通常估计量是 

N-1 

a\ = _?)2 - (299 a ) 

练习 [299] 证明 

E{5 2 y ) ^ ai-vari?}. (299b) 

<1 

由于 var { F }>0, £：{^}必定是非负的，我们一定有 

0< E{a 2 y} <^ y (299c) 

(这是极好结果的一种特殊情况，归于 David ， 1985). 因此，一般来说，不能用 
衫过髙估计如果随着 r - a ， 外. r —0( 对于具有一个谱密度函数的平稳过程 
通常是正确的），时 间序列 分析的一个标准结果 （ Fuller ， 1996 ， 推论 6. 1.1.1) 表 
示，随着 N — oo , var { Y }— 0,由此可以得出，随着 / V — °°， E{a 2 Y }-*<rY * 即对 
是4的一个渐近无偏估计 • 

样本方差的偏差只不过由于缺少对过程均值的了解，而的的渐近无偏性将 
提供方便，如果样本尺寸 N 足够大，一切会变得很好，事实上，存在产生样本 
方差的 的平稳过程，此样本方差对于非常大样本能够是4的一个严重偏离估计 
量.这些过程不是病态的，而对于许多通常在物理科学收集到的时间序列是非常 
合理的模型：事实上，它们是 7.6 节中的平稳长记忆过程.我们可以用这些过程 
去支持以下的结论（看起来是不可容忍 的）： 对于每-•个样本尺寸和每一个 
£ >0,存在一个平稳过程，使得 

£ ^ L 1 < e< (299 d ) 

Oy 

总之，不管我们取的样本尺寸 N 是多少，总有一个平稳过程，对于它，样本方 
差的期望值可以是真正过程方差的任意小的比例 • 为了建立这个结论，假定 
是分形髙斯噪声 ( FGN ), 由定义，它是一个有由式 （279 b ) 决定的自协方差序列的 
一个平稳过程，即 

5y . r = ^(| r +1 l 2H ~2 | r l 2H +l r -1 l 2M ), r = …，一 1，0山…， 

其中 ff 是 Hurst 满足 0< H <1 的 参数. 
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m 300具有自相似参数 H = 0.9 的分形高斯噪声过程的实现，近似样本均值为0.53，真实 
的均值0由细的水平线表示 


练习 [300] 证明 


var {?} = rfN 胸. 


(300) 


AT 2W _ 2 , 


提示： 使用归纳法. 

由式 （299 b ) 我们有 

a 2 y 一 

对于 e < l 和 N >1， 这个结论通过取 H ， 使 

" 、】 ■ log(l 一 e ) 

H>1+ 21 og "( NY 

(情形直接由式 (299 c ) 得到，而 N =1 是平凡的，因为此时对 = 0). 

注意对于小的 e 和大的 N , 任何使式 （299 d ) 成立的 分形高斯噪声有-个 


Hurst 参数仅仅小于 1. 对于一些小的8>0，记 H =1 —*1，我们看到式 （300) 变 
成 vaHF }= a (/ N *. 当是一个白噪声过程时，这能够与 var { F }= A / N 比较 
(对分形髙斯噪声，当 H == +时这 是真的）.因此，对于有一个 H 接近于1的分 


形高斯噪声， vai ■{巧减小至0的速度比对于无关联的观测值的;^慢得多. 


作为例子，图300展示了一个来自〜= 0, 4 = 1和 H = 9的分形高斯噪声 
过程的长为 N =1 000的时间序列的实现.这个时间序列的样本均值是 ^=0. 53 
(在图中由一条细的水平线表 示）. 如果我们用知道的/^ = 0去估计过程方差，得 
到衫+0.99,非常接近真实方差；另一方面，如果我们不假设知道 p 而代替使 
用我们得到的+0.71，它低于估计的真实值4，且接近于我们期望得到的， 
因为幻妗}士0. 75. 事实上，对于这个特殊的分形高斯噪声过程，我们需要以= 
10 ] 。或更大的样本，以使4 一 01，即为了使真实方差的偏差为1或小 
于 1. 

从此讨论获得的信息，由于用样本均值估计过程均值的必要性，对于一些平 
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阁 301 —个随机过程的实现，它的一次向后差分是一个有着自相似参数 H =0.1 的分形高斯 

噪卢过程.根据它的确切定义，这个过程的方差要么对于所有的 （是 无穷，要么依 
赖丁时 间，随养 I / I — CO 增加至无穷 


稳过程，样本方差具有很小的偏离特性（当一个平稳过程用于作为一个可观测到 
的时间序列的模型时，^难得先验知道）.另外，也有一些具有平稳差分的不平 
稳过程（参见 7. 7节），对于它们，样本方差不 是一个 特別有用的统计量，因为一 
个过程方差不能定义得既冇限又是时间不变的.尽管如此，由这些过程实现有限 
部分，能够像一些在物理科学中可以观测到的时间序列且粗略看起来像平稳过程 
的实现（参见图 301)! 

小波方差对平稳过程来说（和有着平稳向后差分的过程）通常是一个有用的概 
念，对于这些过程样本方差的效用值得 怀疑. 基本观点是用在某一尺度上通过样 
本方差为可变性作全局观测来代替可变性的概念.为了了解为什么小波方差是一 
个比过程方差更容易估计的量，再一次假设是一个有着未知均值外的平稳 
过程.由于随机过程{浓是通过用极大重叠离散小波变换小波滤波器滤波 
得到的，由此得到彳是一个过程方差是小波方差 4( r >) 的平稳过程（参见 
式 （268 a ) 和 （267 d ) 附近的讨论），然而 {} 的过程均值是已知的，因为 

L 厂 I 

E { W ht ) = 2 h ^ EiY ,-,} =外2 &•< = 0 
卜 0 /»0 

(参见表 202). 因为{兩,.,}的过程均值已知为 0( 本质上是由于嵌入在小波滤波器 
中的差分格 式〉， 容易得到它的过程方差的无偏估计量，即小波方差 J ( r ,) 的一 
个无偏估计 M . 

8. 1节的评论与扩展 

[1] 这里，我们证明对于具有谱密度函数 (•) 的任一平稳过程{广}， 
式 （296 d ) 成立.首先，我们定义 


\~ 1 

s X/ » 

/-0 
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它是使用极大重叠离散小波变换尺度滤波器滤波 { y ,} 得到的平稳过程.现 
在我们要求，对于任一整数九 

Jo 

var { V ,} = var { V ； o , f } -f (302) 

i-l 

闪为是通过用第 > 层极大重叠离散小波变换小波滤波器彳滤波平稳过程 
得到的，式 （268 b ) 告诉我们，是有着由 S / PeA / PSvC /) 定义的谱 

密度函数的一个平稳过程，其中吒 （•） 是彳 U 的平方增益函数.由于小波方差 
4( r ,) 是的方差且谱密度函数 S ,(0 的积分等于这个方差，我们有 

x4(r>) = F * Si(/)Sy(/>d/; 

J -1/2 


类似地，由于 &(•) 是的平方增益函数， 

var { V ； 0 ,,} — 2 § Jo (/) S y (/) d /. 

使用式 （163 c )， 对于所有的/，我们有3,(/) +兑（/)三 g (/) + W /) = l , 由此 
我们得到 

var { y ,} = f 2 S y (/) d /= \ 12 [§, (/) + Hx (/)] Sy (/) d / - var { V ,,. } + ^( n ), 

J -1/2 J-l/2 

因此 对于九 =1 式 （302) 成立. 

练习 [302] 通过证明，如果/。>2且如果对于 人一1 式 （302) 成立，就必定 
还对九成立，完成结论的证明.提示：研究表 202. < 

如果我们可以证明随着 J 。- 00 , var { V ； o .,}^0, 式 （296 d ) 的证明从 （302) 得 
到.直观地，我们希望这是真的，因为{%。.,}是一个有由丨/丨€[0, 1/2&+ 1 ] 
上给出标称通 带的彳 的一个低通滤波的结果，它的带宽随着人―减至0•为 
了组织形式上的一个证明，我们必须证明，对于任意的 e >0, 存在一个人，使 
得对于所有的 var { V ； o . 4 }< e . 首先，如果我们注意到 d 。，, = 1/2>。 （ 参 
见表 202), 帕塞瓦尔定理告诉我们 

nA (/) d /= 含我" = 土 

如果 s y ( o 是有界的，由有限数 C 界定，我们可以确定，对于所有的/。>人= 
log 2 ( C / e ) ， 

var { V ； 0 . ( } = |_ i/2 5 ； o (/) S y (/) d /< cJ_ i 2 § j o ( f)df = 兵 < e ; 

如果 S y (.) 不能被任一有限数 C 界定，则存在一个常数 C , 使得 

Sy (/) d /<+， 

JSy(/)>C f ^ 
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其中，现在必须利用勒贝格 （ Lebesgue ) 积分.因为对于在第4章所讨论的所有小 
波，以及所有的/, § Jo ( f )< U 对于所有的7。〉人=10治（(；/£) + 1, 

g , (/) S v (/) d /= [ +(* § ( f ) S Y ( f)df 

J -1/2 0 J .Sy(/»r J Sy(/xc t J o 

< f Sy(/)d/^c € f a (f)df 

JSy (/)> C f JSyC / X ^ 

< f + C « J _ J2 K (f)df < i + 务〈 e ， 

这建立了式 （296 d ). 

[2] 正确的是，由于泄漏现象周期图可能是真正谱密度函数的一个严重偏差 
的估计童（在图273中阐明），并且，用不受边界条件影响的极大重叠离散小波变 
换的部分构造小波方差的一个无偏佔计量是容易的（参见 8. 3节）.符合一个小宽 
度小波滤波器的小波方差会提供对泄漏形式有贡献的误导或无信息结果也是事 
实——作为进一步的讨论，参见& 9节.足可以说，小波方差中的泄漏本质上使 
小波方差和谱密度函数之间的近似联系 （297 a ) 不 成立. 在周期图中发现和排除泄 
漏需要利用技术，比如，预先漂白或逐渐减弱，我们仅仅需要增加相应的小波滤 
波器的宽度 L 来减小小波方差中的 泄漏. 

[3] 给定两个适当的有小波系数彳浓丨和{你的随机过程{足}和^}， 
我们能定义小波协方差 

^XY ( tj ) = cov { W x , j. t t W Y . j .,}» 

它产生一个 { 兄丨和彳之间的协方差的基于尺度的 分解： 

vxv cr >) = cov { X , , y ,}. 

小波协方差可以标准化以 产生一 个小波对射变换，即 

r 、一 covjW^^Wy^} = pxyCt,) 

^ v(r > )= ( vaHWx . wJvariWv .^})^ 2 ~ V x ( r ,) w ( r ))， 

其中 Mr /) 和 4( A ) 是{兄}和的小波方差.用与小波方差类似的方法，小波协 
方差和对射变换，可以用于研究在尺度对尺度的基础上两个过程是如何联系的 （这 
个方法的细节和应用例子，参见 Hudgins , 1992, Hudgins 等， 1993 f Liu , 1994; 
Lindsay 等，1996; Torrence and Compo , 1998； Whitcher ，1998； Serroukh and 
Walden , 2000 a 和 2000 b，Whitcher 等， 2000 b » 及其中的参考文献). 
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8.2 小波方差的基本性质 

假定{ X ,}是一个随机过程，它的^阶向后差分 

y , - a - B ) j x , = E ( f )(— 川叉卜* 

* «• o 

是一个具有谱密度函数 S〆 *) 和均值外的平稳过程.（详情参见 7. 7 节）. 回想 

L r l 

W ,., = 2 h iA X ,- i ， z = …， 一 1，0,1，… 

1 = 0 

表示用极大重 叠离散 小波变换小波滤波器丨滤波彳 X }获得的 输出. 然后，我 
们可以断言，如果是使的以 Daubechies 小波滤波器为基础的（如 4.8 
节所定义的），那么是一个平稳过程，其谱密度函数是由 

S ; (/) - H ； D ， (/) S X (/) (304) 

定义的，其中片 D > (.) 是与彳 U 有关的平方增益函数.为看到此对于 ）=1 是正 
确的，首先指出，因为 = 由式 （ 10 5 1^有 

1 舍 

n\ V) (f) = \ = sin L (ic/)X ； 

L /-o 

其中 

!>(/) = 4 sin 2 ( n /) ， Al ^ O ^ jr 

^ /-o 

因此，可以认为 {/*,.,} 等同于一个两级的级联滤波器（参见 4. 8 节的讨 论）. 级联 
中的第一个滤波器通过给定 X > l (0 获得一个平方增益函数，这与一个 L /2 阶的 
向后差分滤波器符合.令彳 CU 表示第一个滤波器的输出，我们有 

O , = (\- B )^ X t = ( l - B )^[( l - B ) d X 4 ]= ( l - B )^ d Y ,. 

因为由假设彳是一个平稳过程，由此得出，用向后差分滤波器反复 
滤波{八}，产生一个过程彳 CU , 它必定是平稳的（参见关于式 （268 a ) 与 （268 b ) 的 
讨论).第二级的滤波器有一个平方增益函数由构造，它相应于一个有 
限宽度的滤波器，因此，用一个平方增益函数为 ij ，） 的滤波器滤波彳 0 ，}得到的 

输出是一个平稳过程，它的谱密度函数由确定，图 
305显示的是一个滤波器级联的流程图，它是从产生而 { K } 和 { OJ 形 
成的中间过程. 

练习 [304] 建立）>2时的 结论.提示： sin 2 (2/) = 4 sin 2 (/) cos 2 (/). <j 


1 +/ 


cos 2/ (n/). 


1 +/ 


cos 2 、/) = vUf) J L (/), 
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— * | P rf ( ) I 一 • 1( 一 ► | P 今 . J — O f — * | Ai.{ ) | — * M i.» 

图305流程图描述了用 Daubechies 极大重叠离散小波变换小波滤波器 {&} 滤波{兄丨得到 
W UI . 实际的滤波器可以分解成一个含有 H 个滤波器的级联（如上显示的通过它们的 

平方增益函数炉（0、 P 含 "（•） 和由假设，彳兄丨的阶向后差分是一个平 
稳过程 同时小波滤波器 B ： 有宽 L >2 d ， 因此包含 L /2 向后差分滤波器 ZHO .当 
L = 时，过程 { y ,} 和 { O , 丨是相等的（滤波器！>°(«>是一个“什么也不做”的滤波器）； 

当厂>2^时，通过进行次逐次向后差分彳 y ,} 得到过程通过光滑滤 
波器的作用产生第一层小波系数过程 

练习 [305] 证明： 一方面如果乙 >2 c / 或 L = 且汽 = 0,那么 = 
0|另一方面，如果外尹0 ， L = 2 d , 那么£：{%.,}关 0. <] 

由于平稳过程的方差等于它的谱密度函数积分，并且由于{识, ,, 丨的方差是小 
波方差4(^)，则有 

1*1 >2 r\/2 

= $(/)(!/= 7 i ； D , (/) S x (/) d /, (305) 

J -1/2 J -1/2 

只要小波滤波器的宽度 L 至少为 2 d (为了将{ X ,}转化成一个平稳过程，我们必须 
应用两次向后差分).特别地，对于 ）=1 有 

v ^ Cr .) = P 2 W ； D > (/) Sx (/) d /-2 L ' w [ ，2 A L (/) sin ^( n /) Sr (/) d/ t 
J -1/2 J - l /2 

条件 L ^2 d 保证了被积函数中的正弦项界为 1 ，因而此积分是有限的 • 

注意当小波滤波器的宽足够大时，无论在平稳过程还是有着平稳向后差分的 
非平稳过程，小波方差都会得到很好的 定义. 对于平稳过程，任 一 ^满足；我们 
有£：{%.,}=0 ; 且在所有尺度上的小波方差的和等于过程的方差（式 （296 d )) •对 
于具有^阶平稳向后差分的非平稳过程，我们需要^>2次我们可以要求更强的 
条件以得到£：彳 ％,,}=0 t 而小波方差的和趋于无穷.典型地，统计就是 
设计平稳过程的工作（例如，不同的谱密度函数估计)对于平稳的向后差分的非平 
稳过程，需要特殊的方法，以便研究它们的特征（例如，偏离性和方 差）. 小波的 
一个优点在于理论应用对于两种过程同样适合 • 





306 


第 8 聿 


8. 2节的评论与扩展 

[1] 这里，为了简化本章更进一步的讨论，我们假设是由-个宽为 L 的 
Daubechies 小波滤波器构造的.因为此滤波器包含了一个嵌入 L /2 阶向后差分的 
滤波器.我们必须利用条件 L ^2 d 去保证此滤波器可以恰当地应用于有着平稳 d 
阶向后差分的过程.如 4.9 节所讨论的， coiflet 滤波器也包含一个嵌人向后差分 
滤波器，因此它们当然可以代替 Daubechies 滤波器.然而宽为 L 的滤波器和差 
分滤波器的阶数之间的关系是 L /3, 本节的结论在 L ^3 d 的条件下需要重新表示 
(它相当于简单地分别替代所有的 2 d 和 L /2, 而用 3 d 和 L /3). 

8.3 小波方差的估计 

现在假设我们给定一个时间序列，它能够认为是过程彳 X ,}的一部分:^，…， 
实现， 过程彳 X ,}的 d 阶向后差分形成一个平稳过程，我们想利用宽度为 
的 Daubechies 小波滤波器去估计小波方差 ^( r y ), 其中我们假定 L 足够 
大，以使识,参见练习 [305]). 在此假设下我们有 
Mti) = yar{W } J = E{(W itt - E{W Jtl )y) - 
因此可以将估计建立在平方过程上. 

如果注意不包括包含循环假设的极大重叠离散小波变换系数，我们可以基于 
X 。，…，^^，的极大重叠离散小波变换得到 / x ( q ) 的一个无偏估计量.为了把 
这一点解释清楚，回忆第5章给出的极大重叠离散小波变换 

1 •厂 1 一 

w „, = 2 , / = 0，1^“, N — 1, (306 a ) 

而在本章中，我们定义 

l r l ^ 

Wj, t = 2] /=»•, — 1 . 

卜 0 

现在，对于这些指标 h 使两〕,，的结构保持不变，如果我们想消除模 

运算，只需，一1，此结论都是成立的.所以，如果 N — LjSO ， 我们可以基 
于极大重叠离散小波变换建立一个的估计量 

㈣ 咳 <306b) 

其中兰 N — L + 1. 因为 E { G ( r y >}= A ( zv ), 可以将看作是小波方差的 
无偏极大重叠离散小波变换估计量. 

相反，我们将 

= 士 ( S %+ 黑，） 


(306 c ) 
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看作是小波方差的 有偏极 大重桑离散小波变换估计量（即使有些过程——例如， 
白噪声过程 使得由于极大重叠离散小波变换的方差分 
析特性（参见 5. 4节），这个有偏估计量可以引起一个样本方差的精确分解这当然 
是吸引人的结论（参见以下评论与扩展的第 [4] 条）.注意随着 N — c «， 两个估计 

置的项数比，即%，趋于 U 参见练习 [8. 5]). 下面，我们将集中论述无偏估计 

量 &(!•>). 

由于估汁置 G ( r ,) 是一个随机变 M ( RV ), 研究它接近于的程度是很有 
意义的.为了讲清这个问题，我们假设{%.,}是一个有零均值和谱密度函数 
&(•) 的高斯平稳过程，由的任何 N 个随机过程的聚集服从多元正态（或高 
斯) 分布. 下述基本结论成立 ( Perdval , 1983, 1995)： 如果几乎处处有 S , (/)>0, 
并且如果 

态= j ^ 2 2 S ;(/) d /< oo , (307 a ) 

那么式 (306 b ) 的估计量巧 （ r ,) 是具有均值和大样本方差为^的渐进正态 

分布（在实际中，术语几乎处处所说的是对于所有/, S ,(/»0, 则 s ,( o 可以在 
一个孤立的单个频率上为零，但不可能在一个频率区间恒为 零）. 因此，为对于 
大的 + 1 的一个好的逼近，我们有 

y ;’ 2 〜 (0 ,1 ) (307 b ) 

( 2Aj) 

(参见式 (257 a )). 

为了说明 （307 a ) 中的平方可积条件，我们注意到，因为是一个平稳过 
程，它有一个自协方差序列如果自协方差序列满足式 （267 a ) 中的平方可 
和条件，则{〜」— $(•);即自协方差序列和谱密度函数构成一个傅里叶变换 
对.由帕塞瓦尔定理（参见式 35 c ) 可得 

r §>=r> /)d/ . 

因此，只要的自协方 i 序列衰减的足够快以致于它可平方求和，则平方可 
积条件成立.事实上，如果 $(•) 不平方可积，由于在/=0的奇异性，它可以 
通过增加小波滤波器的宽度得以改善- 

为了得到上面的大样本结论是不是中样本的一个好的逼近，假设{兄}要么是 
一个平稳分形差分 ( FD ) 过程，要么是一个非平稳分形过程，其向后差分阶数 
1和 d = 2 形成一个平稳分形差分过程（详情参见 7. 6和 7. 7 节〉. 集合这些过程 
是一个幂规律指数 a 取遍 — 5< a < l 的1//型过程.仿真研究 （ Percival ，1995) 显 
示了式 （307 b ) 中的大样本方差是样本方差卩 2 x ( n ) 的准确衡贵，2%范围内， N 取 
得使=128对于 
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[1] 具有8=— 士，_|， 一 +，0，+，+，+， 1 和音的分形差分过程； 

[2] 宽为 L = 2, 4, 6 和 8 的 Daubechies 小波滤波器 

所有的可能组合（除了 L = 2 和$=|■组合外，在这种组合下， （307 a ) 所要求的平 

方可积条件失效），因此，大样本理论是相应的小样本理论的近似. 

8. 3节的评论与扩展 

[1] 我们也可以用离散小波变换代替极大重叠离散小波变换估计小波方差. 
在假设{ X ,}的样本大小 N 能用1整除的条件下，我们首先计算）层小波系数 

« t = 0， …， Nj 一1，和以前一样 ， Nj = 我们能够形成4 ( r ,.) 的一■个无 

偏估汁，而用通过去除边界系数（这些明确了用循环假设）和平均剩余系数的平方 
(重新规范化后，考虑离散小波变换和极大重乘离散小波变换的系数关系•即 
= 如 4. 11节所讨论的，边界系数的数目是 minU /， N ,}， 

其中 M 由式 （146 a ) 确定，不会超过 L —2. 在假设』乂〉 M 下，基 T •离散小波变 
换上的无偏估计量由下式给出： 

^ x(r/) ^ ( N , = 

我们也可以 基丁离 散小波变换定义一个有偏估计量 

如果样本大小 N 不能用2,整除，我们仍然可以得到基于离散小波变换上的 
一个小波方差的无偏估计量， 如下. 令 为被以 整除的2的任意次幂’构 
造一个新的长为 M 的时间序列{ X ! } ，通过对原序列添加 M - N 个0: 


(308 a ) 


(308 b ) 


X ； 


X, ♦ 0 ^ ^ N — 1; 

0« N ^ ^ M — 1. 


(308 c ) 


令 W 厶表示{ X !}的）层小波系数，它很容易计算，因为 M 能被 汐整除 •练习 
[8. 7] 的要点就是去证明基于用沙 2 的划分，这些系数的子序列，即 


W 


，州 K 


， W',. 


[ iH ] 


(308 d ) 


等于从无穷序列 { 上选出的随机变緻，因而需要的无偏估计量为 


^Cr>) 


1? 一 ijd 1 ) 2, ’ 
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其中— < + 1( 注意到这与以前的当 iV 被1整除时的结论相符合). 

为了得到无偏极大重叠离散小波变换和离散小波变换估 计董相 对指标的一些 
信息，让我们专门研究 A ( n ), 即单位尺度方差.在假设 { 兩,的自协方差序列 
U . r } 是平方可求和的，它对谱密度函数满足 S , (/)>0几乎处处成立的条件下， 

芯 （ ri ) 服从渐进正态分布，它的均值为 A ( r ,), 大样本方差为 

▲ J :】 2 “ S , ( f ) + S , ( f + +))、 

( Percival , 1995). 与这个结论相平行的极人重桑离散小波变换上面被积函数是 
子样本随机过程 

L-I 

2 1/z W,. 2<+ , = ^h t X Zt ^- n f = … ， — 1 ， 0 ， 1，… 

的谱密度函数的平方（参见练 _[°8. 8]). 现在我们将前者和后者的渐近相对效率 


( n ) 与进行比较： 




var { px ( ri )} 


fl/2 

s?(/)d/ 

J - l /2 


r{；2x(r,)) ri s? ( /)d/ +D , ( 作 1 (I + i) d/ 


(练习 [8.9] 验证了以上结论）.因为任意谱密度函数是非负函数，显然 
e (^ x ( r ,), G ( ri ))< l , 它意味着，给同样大的数据量，离散小波变换的估计 M 没 
有基于极大重叠离散小波变换上的估计景有效，感觉上前者的方差没有后者的 
小，然而，就下面的讨论似乎渐近相对效率应该十分接近于1，因为我们希望第 
二个积分接近于0,回忆 


S, (/) = H (D, (/)S X (/) 


|<丨/1<士 

0< I /1<+， 


其中近似值对于小波滤波器类似于一个半带高通滤波器是有效的.因为 &(•) 是 
有着单位周期的周期函数，由此得出 


去 ) 


o<i /i<4-. 


这对于所有的/产生近似 S , (^) s , 又暗示了渐近相对效率应该接近 

于 1( 如果小波滤波器是一个理想的高通滤波器就是 1). 通过这个结论，使用(计算 
快)基于离散小波变换的估计量代替极大重叠离散小波变换估计量的误差不会太大. 

然而，如果我们融合具体的不同宽度的小波滤波器对某个特殊的过程彳久,}计 
算渐近相对效率，就会发现，事实上，离散小波变换估计童效率相当低，更糟糕 
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表 310 

8 

L = 2 

L = 4 

L =6 

L =8 

- 1/2 





- 1/4 





- 1/8 





0 



|9 ' 


1/8 





1/4 

0.68 



圓驗 

1/2 





1 





3/2 






注：离敗小波变换估计 fpm〉 关于基于极大离散小波变换的估计 dn) 对于不同的分形差分过程和 
Daubechies 小波滤波器的组合的渐近相对效率 （AREs〉. 注意一个小于1的渐近相对效字意味着 

；^(|* 1 >有着比^4*' 1 〉小的大样本方差. 


的是，它的大样本方差是极大重叠离散小波变换估计量的两倍.这个事实在 
表310中说明.这个表给出了 S 从一 1/2到3/2, L = 2, 4, 6和8的分形差分过 
程的渐近相对效率.因为一个分形差分过程有一个谱密度函数与 I sin ( K /> I — «成 
比例，我们看到，将 L 固定，渐近相对效率随着谱密度函数的低频部分减小越来 
越明显.还注意到，将 S 固定，渐近相对效率随着 L 的增加而 增加. 这是合理 
的，因为渐近相对效率小于1是由于小波滤波器是作为一个理想髙通滤波器，小 
波滤波器有 其不完 全性，随着 L 的增加，小波滤波器成为此滤波器的一个好的近 
似.因此我们通过用极大重叠离散小波变换估计量代替离散小波变换估计董得到 
两个因子的大样本方差的简化. 

[2] 通过极大重 释离散 小波变换用塔式算法很容易得到无偏估计 

但是由于为了构造这个估计量抛弃了所有的边界系数，相对于真正需要的来说，我 
们会计算更多的极大重叠离散小波变换系数.采用极大重叠离散小波变换塔式算法 
是可能的，因此只 X 计算巧(以要用的系数，详情参见 Percival and Gutter〆 1994〉. 

[3] 假设 f =0, 1， …， N —1} 是一个长为 N 的幂规律过程 的一个部分， 
其中 _2< a <0. 最近， Greenhall 等 (1999) 证 明了，如果 {Xj 就像式 （140) 通过与反 
演序列 { X ,， / = N -1, N — 2, …， 0} 合并，扩展成一个长为 2 N 的序列， 长为 2 N 

的序列的哈尔小波方差的有偏极大重叠离散小波变换估计量在尺度上接近于¥时， 

比原序列的无偏估计量有着明 M 的均值平方误差.这个结果提示了通过构造一个 
特别 循环量 处理循环假设对于长的记忆过程有很多理论上的证明，并且有偏极大 
重叠离散小波变换小波方差估计量对于除哈尔小波外可能有很多重要的优点 （这 
两个问题现在普遍在研究）. 

[4」最近 Serroukh 等 （2000) 得到了广泛过程的极大重叠离散小波变换小波方 
差估计量的渐进分布，它并不必要是髙斯的或线性的，并且是 （ i ) 平稳的，或 （ ii ) 
不平稳但有平稳的^次差分，或 （ iii ) 全局不平稳但局部 平稳. 他们发现，在这些 
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(和附加）条件下，估计量 G ( r ,) 又服从均值为 4( rv ) 的渐近高斯分布，但是现在 
通过 S <(0)/ M , 给出大样本方差，其中是过程的谱密度函数（实际 
上，估 (•) 在/=0处的一个好的方是通过一个多锥估计 M ). 在小尺 
度下，用于4高斯时间序列的极大重叠离散小波变换估计量的方差的估计比在高 
斯假设条件下计算出的大得多.平稳过程丨的高斯假设导致一个大样本结论 
(式 （307 b )). 

8.4 小波方差的置信区间 


式 (307 b ) 的大样本结论主要用于基于 G ( r ,) 计算 4(0) 的置信区间，为了做 
到这一点，令少」 （/>) 表不标准高斯分布的 PX 100% 百分比（参见式 （257 b )). 高 
斯分布的对称特性意味着对于0< /><1/2， 

P [—由 - U 1 —/>) < -/>)]= \~ 2p . 


对于大的式 （307 b ) 告诉我们近似地 

P [- 少， 1 ( 1 - />) < M ;’ 2 ^ 2 A ^ X (必 < 少 -1 ( 1 -户) ] = l ~2 p . 


现在括号中的事件发生当且仅当条件 


— (1 — ^ 


(2^) 1/2 


和 


Ml ^ C ^ Cr ^- wKr ,)) ^ |(1 _ , 

(2 A J ) ,/2 ^ P 

同时发生；同样，这两个事件又分别等价于 

/ 2. A \ 

vx(ry) <d(r>) + 少 1 U - /0(<) 


和 

vx(r ; ) — ^ -1 (1 — />) ^ wx(r；). 

把这两事件结合起来等价于单一事件 

队)一 Vl — ZO ( 给 )* < 糾 ) d(ri)+f ( 1 D ( 给 ）’ 

它发生的概率为1一2/>.因此，我们可以说，以概率1一2/>，随机区间 

[ C 2 x ( r ,)-^ 1 ( l -/>)(^) ，2 ^ x ( r > ) + ^ , (1- P >(^ L ) ] (311) 
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包含真实值和为 4( r ,) 构造了一个 100 X (1—2/0%的置信区间. 

在实际中为了使用式 (311), 我们必须估计 S 〗（_) 的积分 A ,. 由于 A , 大部分 
由 s ,( o 的大值决定，并且，由于周期图可以在相对小偏差的情况下估计谱密度 
函数的大值，我们可以使用周期图作为 $(•) 的评 估值： 

一/> =忐 娜「• 

由式 （269 b ) 知，对于0< I /丨<1/2和大的 N , 比 

2 Jrifi± x i, 

Sj(f) A 

其中％是一个有2阶自由度的 X 2 随机过程（回想在 7.2 节中/分布的性质). 
练习 [ 312 ] 用大样本结果讨论 


A , = | J ^ 2 [ S ； p , (/)] 2 d / (312 a ) 

对于大的是的近似无偏估计. < 

由式 (269 a ) 可得 {5# 其中5#是6协方差序列通常的有偏估 

计，即 

把三士 ……0<| r (312 h ) 

并&，对于 I r t 有引用帕塞瓦尔定理（式 （35 c >)， 我们有 

1/2 [s ； p >(/)] 2 d/= 2 (^) 2 . 

，" 2 

因而，我们得到简便的计算公式 

A, = -1 ( 批 ) 2 . 

L r=l L r=l 

在式 (311) 中用 A , 代换 A , 导致了对于 J ( rj ) 的一个近似100(1-2/0%置信区间 

(以有效的假设为条件，估计量\接近于 A ,). 

式 (311) 给出典型的置信区间的一个难点是不能防止置信下界是负的，它是 
一个冗余，因为我们知道 v 2 x ( q ) 必定非负，而且因为我们经常想在对数尺度下为 
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置信区间绘图.现在与个零均值高斯随机变量的平方和成比例，每个 
高斯随机变量有着相同的方差.如果这些随机变 M 均不相关，式 （263 a ) 指出 
巧 （ n ) 能够重新规范化以服从自由度的 X - 分布，随后由它可以得到一个严格 
正的置信区间（它的形式与下面的式 (313 c ) 类似）.我们可以逼近用尺度化的厂分 
布得到有着零均值和相同方差的高斯随机过程相关联的的平方和的近似分布，这 
个 X - 分布有着足以说明随机变童间关联的自由度 （ Priestley ，1981* p . 466) .在 
这个途径下，我们使用逼近 

(313a) 

( Tj ) 

其中 7 是著名的“等价自由度” ( EDOF )， 且确定如下. 

练习 [313 a ] 在假设如忒 2 7 分布之下，通过解两个方程 

£ ： {^(r,)} = E{aX\) 

和 

va r{Cx(r>)} = var{ax]) 

确定《和 7 (等价自由度）.特别地，证明 

= 2(£{^(^)}) 2 
^ var{v^(r>)} 


利用大样本 G ( r ; > 的均值和方差的近似方法证明等价自由度由下式近似地 
给出： 


一 ^ 2 


(313 b ) 


式 （313 a ) 中的假设分布事实上当 M = 1 时很 精确， 并且当 N — oo 时渐近正确（因 

为当自由度趋于正无穷时 X 2 分布趋于正态分布）. 

练习 [313 b ] 在假设式 （313 a ) 成立的条件下，利用导出式 （311) 的类似论证 
证明 v 2 x ( r ,) 近似的 100(1 — 2 / 0 %置信区间由 


I- V C 2 x (r t l V C 2 x (r ± )l ( 313 c) 

给出，其中 Q ,( p ) 是 X 2 , 分布的户 X100 % 百分比点，即 户. < 
在实际应用中，计算上面置信区间需要的自由度 7 由下式估计： 





(313 d ) 
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另外一种获得 Ak ) 置信区间的方法是假设 s x ( o , 并且因此 s ,( o 用一常 
数相乘，即我们假定 S ,(/) = a C〆 /), 其中（： 〆 •）是一个已知函数， a 是一个未 
知常数.这个假设，例如，在 Gr een hall (1991) 为获得 Allan 方差的置信区间中使 
用过（参见 8 . 6 节).由于周期图与％.，的离散傅里叶变换的平方模成比例，应用 
帕塞瓦尔定理，得到 

N -\ 

S ^ = E 却， (/*)， 

/=L 厂 1 * = 0 

其中因此我们有 

M^-l L<M 厂 I"2J 

= 妒 (/*) 〜忐 S 妒 (/*)， (314a) 

其中 L ( M , —1)/2 」是小于等于 （ A 尤一 1)/2 的最大整数.上面的近似仅仅说明 
处>( 0 )/^(%.,的样本均值的平方)和耷 + 是可以忽略的. 

练习 [314a] 在通常的大样本近似下，对于 0</*<+， 


且式 （314 a ) 右边求和中的随机变 M 是相互独立的，使用等价自由度讨论要求，近 


似地有 


其中 


J ? 2 wx ( r >) 
v\ (r>) 


= Xvz » 


L(M 厂 1>/2J 

2 ( S Q (/*)) 2 

奶— _ tzl _ 

▽ 2= L<M ; -1)/2J 

2 cfc /*) 

卜 1 


(314 b ) 


<3 


v 2 x ( r ,) 的一个近似 100U _ 2 /)>% 置信区间由式 （313 c ) 用 p 代替 7 给出. 

一个更进步的简化是回想极大重叠离散小波变换小波滤波器可以认为 
是近似带通滤波器，它的通带是 l / 2 i+1 < I / I < 1 / 2 ^. 这个事实暗示在一些实 
际问题中假设 S , (*) 是带限的，并且恰好覆盖它的标称带宽是合理的（这个假设的 
有效性通过检杳 &(•) 的估计来评 价). 

练习 [314b] 证明等价自由度理论现在导致 

max < M ,/2 M }. (314 c ) 


如果样本足够大（在 Percival , 1995的模拟试验报告中显示 M ; = 128 通常已 
足够），用式(313心的 7 l 来估计基于具有 7 的式 （313 c ) 的置信区间是正确的，我 
们推荐这种方法.对于小样本，这个方法在有些情况下可以产生优化置信区间， 
在这些情况下若选择 (314 b ) 中的&或者 (314 c ) 中的％，则置信区间都是有用的检 
验，并且如果相对于选择％置信区间更宽，我们应该选择 % 和 ％ . 使用％要求对 
^(•)的形状有合理的猜测，如果这个猜测不是有效的，则等价自由度应该基于％. 

8. 4节的评论与扩展 

[1] 在实际中，通过周期图估计 $(•) 需要形成的{見 ., ： t = Lj-U 
N —1} 的离散傅里叶变换，这将是有问题的，如果序列长 M , = JV _ L , + 1 非常 
大.为了避开这个难点，我们可以用 s ,( o 的替换的估计量，它把此序列分成不 
相重叠的块，每一块都包含 N s 个邻接的小波系数，然后我们总共有 N b = LM ,/ 
N s 」 块.如果为每块计算一个周期图，平均 N fi 个周期图，我们会获得一个谱密 
度函数估计，它的形式是 

= (忐「自 - 叫). 

这个 $(•) 的分段平均估计可以认为是 Welch 重叠分段平均 （ WOSA ) 谱密度函数估 
计 ( Welch , 1967) 的一个特殊情形.关于 Welch 重叠分段平均的细节(包括选择一个 
恰当的块大小 N s 的指导），例如，参见 Percival and Walden (1993) ， 6. 17 节. 

现在我们可 以用匀"，（•） 代替匀 p> (*) 来估计但是需要如下面练习显示的 
那样来稍微调整式 （312 a ). 

练习 [315] 在一些合理的条件下，统计理论提出是作 

为一个有 2 N b 自由度的％随机变量的近似分布 • 用此结论对基于矣 ">(•)& A ” 
导出一个近似无偏佔计.随着 N B 的变大，这个估计 ft 将采用什么形式呢？ <1 

8.5 小波方差的谱估计 

现在让我们考虑小波方差的估计如何可以转化成谱密度函数的估计，假设 
{ X ,}是一个具有谱密度函数 5 x (0 和样本区 间以的 过程，它隐含了 Sx (0 是定 
义在区间[― / y ，/>] 上，其中 _ Av = 1/(2 A /) 是奈奎斯特 频率. 令 4( D ) 是物理 
尺度上的小波方差.如 8.1 节所述，极大重叠离散小波变换的小波 

滤波器彳的带通特性推岀 

仇）々2 S x (/) d / (315) 

J 1/(2^ 

(这是式 （297 a ) 考虑到不是1的样本区间的重新表 示）. 随着用于形成 {&. i } 的小 
波滤波器 {&} 的宽的增加，上面的近似改善 r ， 因为彳 U 变成了一个理想的带 
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通滤波器的更好的逼近（最引人注目的是标称通带外的频率取消，参见图 122). 
在假定选择 L 使式 （315) 成为一个合理的近似之下，我们可以用函数 Sx (-) 

估计 &(•), &(•) 是每个区间2^](> = 1, *.*, 九）上的分段常数， 
即我们假设 


其中 q 是一个常数，定义使得 

rj ri/<2 / Ar> _ n 

S x (/)d/= S x (/)d/= 5^-. 

J J »/c^ +, a/» 2 j At 

利用式 （315). 我们有 

因此我们可以使用 


Cj = 2 / ； 2 x ( r>)Af (316) 

来估计谱密度函数的阶.基于小波谱密度函数估计的两个例子将在图330中 
讨论. 

给定 G ( r ,)， _/ = 1，… ，人， 以上方案给出了区间 / v ] 上谱密 
度函数的“个估计，但是不适合于低频 / e [0, l /(2 ; o + 1 A /)]. 因为/。层极大重 
#离散小波变换尺度系数与这个频率区间有关，如果假设是一个平稳过程 
(参见式 (302) 和临近的讨论），我们可以在估计 vaH %。,,} 的基础上填好我们的估 
计 &(•). 如果我们知道幻足丨=0,继而还有丨=0,那么一个适当的估 
计是 

然而，如果是未知的，那么幻％。.,}也是未知的（在实际中，通常也是这 
样的）.那么我们必须用 

白七裏 ( U 。”， 

其中巧。是观察的％。.,的样本均值.如果彳足}是一个长记忆过程，那么它就是 
{ V , o ,}, 在这种情况下我们必须意识到，因为上述估计是式 （299 a ) 的形式，它会 
严重低估 vaH %。,,}. 因此，如果过程均值是已知的或者如果{兄}并没有展示长 

记忆特征，我们就应该可以通过采用 vTr {%。., 丨的适当估计和用它形成谱密度函 

数2』。阶 vTH %。., 丨〜去植盖区间[0， 1/(2^ △£)] 来获得一个 S x (0 的合理 
估计. 
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8. 5节的评论与扩展 

[1] 如 8. 1节提到的，通过用哈尔小波连同式 （315) 得到 Blackman and Tukey 
(1958) 的试验谱估计量（参见 7.3.2 节 ， Jenkins and Watts ，1968). 在他们书的 
18节 Blackman 和 Tukey 描述了一个简单的试验估计量， 然后在 ti . 18 节提出一 


些更改.在一个比例常数内，他们的谱水平 C , 的简单估计童通过 f 给 

出，其中 G ( r ,) 是式 （308 a ) 给出的基于离散小波变换的无偏估计量.除非特殊化 
为哈尔小波： 

/ =0 

而 W ,,, = ( Vrk + ,— VVm )/#， V ,., = (%-,. 2 ,+,+ V ,_,, 2 ,) A/f 和 (把上 

面的与 （308 a > 比较，对于哈尔小波 M =0). 就像数值例子指出的那样 （Blackman 
and Tukey , 1958, p. 46, 表 III), 对于哈尔小波，他们实际上用离散小波变换 
塔式算法计算简单的试验估计（又一次忽略了比例常数). 

另外，简单试验估计的--个更改是一个“完全变型 "（Blackman and Tukey , 
1958， p .136， 表 VI ), 它与 4( r >) 的无偏哈尔极大重叠离散小波变换估计值成 
比例，并且对于哈尔小波通过一个接近极大 m 叠离散小波变换塔式算法的算法 
完成（算法差异仅仅有一个交叉运算和一个比例常 数）. 他们用一个紧密类似于 
5.3 节用过的论证得到这个估计贵，消除一个运算包括“丢掉每一个间隔值” 
(下抽样）. 

般后，在下面的 8. 6节，我们探索哈尔小波方差 v 2 x ( zv ) 相反的会由线性趋势 
影响，在相关趋势情形下，我们建议用的基于 Danbechies 小波滤波器的小 
波方差 . Blackman and Tukey , (1958, p. 136) 也认为试验估计董对于线性趋势 
很敏感，作为补救，建议差分化时间序列，然后把这些差分的数据进行实验分 
析，这个补救类似于在其里面用 D (4) 小波与哈尔小波对比， 1 K 4) 滤波 器有一 个 
额外的嵌人差分运算. 

8.6 例子： 原子钟偏差 

作为小波方差应用的第一个例子，让我们回到第1章所研究的一些数据，并 
考虑图318上面部分的时间序列，该 图显示 了时间{兄}与铯原子钟（编号为“时钟 
517”) 及美国首都华盛顿美国海军气象台所保存的合作世界时间 （美 国海军气象 
台）所表现的官方时间尺度的差异.这种时间尺度作为一种“完美的”钟从而常用 
来研究单个时钟571的不完善性（事实上，合作世界时间（美国海军气象台）自身 
是由原子钟的全体平均形成的，当然不完善，它也被认为至少在保持时间上优于 
时钟571 —个数量级）.同时在20世纪70年代连续 N =1 026天记录了每天时钟 
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m 318 由时钟 571( —个铯原子钟）得到的和以美闻首都华盛顿海军气象台保存的合作世界 
时间（美国海军气象台〉为时间尺度得到的时间序列{ X ,}的差异图（上部阁） t 它的一 
阶向后差分彳(中间二阶向后差分{兄(下部）.在中间阁中，仫 （ r ,) 表示 
r , 平均分形频率偏离（由10 13 的部分 给出〉 ——它们是由式 （321 c ) 定义的，与成 
正比 


571和合作世界时间(美国海军气象台)在时间上的区别，因此样本的时间间隔^ = 
1天.每个 X 的值是以毫微秒 （1 秒==10 9 毫微秒）为单位记录的，但为方便起见平 
面團的纵坐标以微秒 (1 秒微秒）为单位 表示. 如果在特殊的一天 X , = 0, 那 
就表示时钟571被设置的和合作世界时间（美国海军气象台）的时间保持完美的- 
致，这发生在〖= 0的那一天，仅仅是因为时钟571被设置的和合作世界时间（美 
国海军气象台）一致.如果在第 t 天时钟571比合作世界时间（美国海军气象台） 
慢（例如，有一天合作世界时间（美国海军气象台）报时现在是中午12点以后，时 
钟571才显示中午12点），那么习惯上称 X <0. 图318给出了实际中的所有准 
确的值，因此在近三年的时期内时钟571会越来越落后合作世界时间（美国海军 
气象台），最后大约落后146微秒 • 

为对时间序列估计小波方差，可以使用式 （306 b ) 的估计量 C 2 x ( r ,)， 首先我们 
需要考虑如何很好地把{ X ,}各种向后差分看作均值为零的一个平稳过程的实现. 
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图 319 对于原子钟时间差分 {X, 丨，基于无偏极大重黉离散小波变换佔计景和以下小波滤波 
器： 哈尔（左边阁中的工，有一条最小二乘直线穿过它们）， D(4)( 左右图中的 IMJ 圈） 
和 D(6)( 左边图中的加号〉的小波方差估计的平 方根. 第二个图中95%的置信区间是 

通过当）= 1，…，6时用由式 （313d ) 给出的\代替 7 ,当 j = 7, 8时，用由式 （314c) 给 

出的扣代替>?，利用式 （313c) 计算的区间的平方根.不同的:; x(tv) 的真实值在本书的 
网页中列出 



图318的中图和下图显示了 { X ,}的一阶和二阶向后差分，即 


Xr =X,- X,-, f Xj 2) = Xl l) - X l ,l.\ = X ( - 2X,- x + X,- 2 

(注意现在纵坐标的单位是毫微 秒）. 第一个差分序列丨兄 ”} 的样本均值 
( — 142. 3) 明显偏离0,并且随时间有线性增大的趋势，因此认为这个序列是一 
个均值为零的平稳过程的实现是不合理的 • 第二个差分序列彳兄 <2> }和它的变化域 
相比有一个很小的样本均值 （0.023), 而且没有明显的不连续，是一个平稳过程 
的 实现； 然而，如果确实有线性趋势而有斜率〜，练习 [288 b ] 表示{兄 2> } 
的均值会等于由于在一千天里 { X , < n } 增加大约25毫微秒，那么〜的粗略估 
计是0.025，和样本均值相当 一致. 由于 d = 2 是减小{ X ,}到小波方差有意义的 
最小差额的童，那么我们应该考虑用宽度为 L >2 c / = 4 的小波滤波器.除非 
{兄 【1> }的线性趋势的确有问题，否则 D (4) 小波应该是适当的，在线性趋势有问题 
情况下我们需要用 D (6) 小波（这和练习 [305] 的结果一致). 

图319的左图显示了对于 D (4) 和 D (6) 小波滤波器的估计的作为的函数的 
小波标准偏离 “（ r >)( 即的平方根），说明一下，哈尔小波滤波器也是如此 
(在原子钟著作里画标准偏离图而不是方差是常见的，因为前者在研究中和数据 
的单位相同）.在左图中，对于 1 X 4) 和 D (6)，；； x (7 v ) 的值分别用圆圈和加号表示 
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出来； 而对于哈尔小波滤波器用通过 X 的直线示出，即作为 log , 。（^)的函数的点 
logioGxk )) 的最小二乘拟合 ， j = l ， 2，…， 10. 注意到估计的 D (4) 和 D (6) 小 

波方差相互之间非常接近，而且可以看出 两个巧 （ A ) 估计值相同（即在^7 

</<^•时的二次积分），{ X )”}的明显线性趋势对0(4)在口处的估计值影响不 
大而且偏低. 

练习 [320 a ] 解释为什么一共有十个哈尔计值，而分别仅有8个和 
7个估计值，估计 D (4) 和 D (6) 小波方差. < 

虽然 D (4) 和 LK 6) 小波方差相当一致，而哈尔小波方差截然不同，毫 X 疑 
问，因为彳兄丨的一阶向后差分被认为是一个零均值平稳过程的实现是不合理的. 
通过哈尔 h ( r ,) 值的最小二乘直线能很好拟合，斜率十分接近于 1(0.998), 这一 
点可用下面的练习解释. 

练习 [320 b ] 令{ X :}是一阶向后差分均值为零的平稳的过程.定义 
X ；+ a 0 + a , fi 即{ X ,}和彳—样，但有附加的线性 趋势. 证明，如果用哈尔小 
波滤波器，那么 


)} = v 2 x- (r,) + Crj ♦ 

其中常数 C 取决于斜率…，确定它是练习的一部分.使用图318的上图可以粗略 
地得到…，因此就可以确定 C ， 并且解释在图319中左图的哈尔 〖 x ( TV ) 值. < 
注意甚至没有仔细考虑{ X }的特征，这容易直接从图 3 19中看出，有时的现 
象用哈尔小波方差会出错，因为它和 D (4) 及 D (6> 方差很不一致.一般地，用不 
同宽度的滤波器产生小波方差防止选出的^过小是一个不错的办法. 

由于图319指出 1 X 4) 和 D (6) 小波方差的一点不同，我们可以安排 D (4) 估计 
足以确定时钟571的性能（然而，我们必须事先推断0(4)在1* 8 处的估计，因为没 
有相应的 D (6) 估计，就像我们后面将看到的，由于 } 的明显的线性漂移， 
D (4) 估汁可能会存在偏差）.图319中的右图显示了 D (4) 小波方差估计的平方根 
与使用由式 （313 d ) 的 r , 到 n 的& 和式 （314 c ) 的和 r 8 的 73 估计的自由度为 

7的 X 2 逼近构造的小波方差的95%置信区间的平方根（后两个尺度有等价自由度 
73 = 3 和丨相当于 \=13 和 3, 无疑将产生乐观的置信区间）.例如，这个图告诉 
我们， r ,=l 天时钟571的时间偏差的平均值的差接近于2毫微秒，在95%置信 
水平上， px ( n ) 大至3毫微秒小至1毫微秒是不合理的.这个分析可以用来比较 
时钟 571 和其他时钟的性能.由于我们确定 “ （ n ) 怎样能接近真值^(^)，就可 
以以此来判断时钟 571 和其他任何时钟在性能上的观察区别是具有统计意义的， 
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或者仅仅是由于数据数贵的限制的人为统计结果. 

从图319也可以看出，随着^的增大时钟571的平均时间差也在变化. 
L ( r ,) 随 r , 变化的状态可看成是 log l () ( i ： x ( r ,)) 作为 log , 。（。）的函数的两个区域线 
性增加的结果，即 r , 到。和 r s 到 r 8 . 图319显示在这两个 区域的 线性最小二乘 
法拟合， r , 到 r , 的斜率为 0.74, 到 r 8 的斜率为 1. 26( n 似乎是转折点，因为 
推断的第二个衰退线和 “（ r ,) 非常接近）.上述解释同有限频率的两个幂规律的 
情况一致，一个在小尺度 （8 天或更小），一个在大尺度 （16 天或更大）.借助于 
vx ( tj ), 可以概括出时钟571的性能 如下： 

rl . 624 r ；- 7< , > = 1,2,3,4? 

vxdvj ) ^ ^ (321 a ) 

[ o . 541 r ； 26 , j = 5,6,7,8. 

注意借助于而不是它的平方根，上式变为 v 2 x ( r ,) oc r ) ' > = 〗，2, 3, 4 
和 A ( r ,)° cr ? 52 , ) = 5, 6, 7, 8. 因为 A ( r ,) ocf - 1 转移为 S x (/)cc | /!•， 

^7< I /丨 <秦， 所以，近似地有 

f | / I — 2 M 8 ，1/32 < I /|< l /2； 

S x (/) oc ^ (321 b ) 

U / r 3 . 52 ， 1/512 <1 /|< l /32. 

现在让我们来讨论哈尔小波方差和 Allan 方差之间的关系. Allan 方差是 
Allan(1996) 提出的一个不错的时钟性能测 M (参见 Barnes 等， Rutman , 1978; 
Percival ， 1983，1991? Greenhall , 1991; Flandrin , 1992; 以及 Percival and 
Guttorp , 1994). 为了建立这种关系，我们从对 n 的平均分形频率偏离的定义 
开始 

?» 足一 _ 七 ， (321 c ) 

n A / 

它和彳 X ,}的一阶向后差分成比例.如果 {兄 丨的单位用毫微秒， r , 以的单位用天， 
那么如果再用毫微秒为单位， t ( r ,) 可变为无量纲的量.因为一天是 86 400 
秒，在这个例子中可以给一阶差分 尤一兄-, 除以 8.64 X 10 13 使 t ( n ) 变为无单位 

的.一天里 X , 中的 8. 64 毫微秒的改变相当于+的分形频率偏离（参见图 318 中 
间图的纵轴）. 

因为一个时钟仅仅是一个按照振荡工作在一个特殊额定频率/。（例如 ， A = 
5兆赫)下循环计数的装置，因此平均分形频率偏离的概念是有用的，因为它告 
诉了在一个时间周期 ri 以里，在相对的基础上额定频率偏离振荡器多少.特别 
地，如果令 /( O 在/时 刻是振荡器的“瞬时”频率（这和相位变化的时间导数有 
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图 322 对于基于无偏极大重 餐离散 小波变换估计 tt 和以下小波滤波器：哈尔（左边图中的 X ) 
和 D (4)( 左右两边图中的 圆圈） 的原子钟一天平均分形频率偏离 d ( n ) 丨的小波方差 
估计的平方根.的真实值在本书 的网贞 中列出 


关），那么我们有 


ri 厶/« 


r i 以 


F,( ri ) 

同样， r , 平均分形频率偏离可以给出 如下: 
1 P 


f ( s ) — f Q 

~ 7 T 


ds . 


V ,( r ,) 


Tj fo 


d $ 




x, - x,- t 

T, At 


特别注意， P ,( r ,) 是 n 偏离子序列的平均，因此是的函数. 

如果现在我们把看作是一个随机过程，它的一阶向后差分是一个平 
稳过程，那么在尺度 r , 处对于这些 n 偏离， Allan 方差定义为 


<4(2， r >) = -|- E { ( Y / Cr ^) — V /- r； ( r >)) 2 } (322) 


(练习 [8. 12] 在 Allan 方差注释后给出了基本原理，而练习 [8. 13] 解释了 为什么 
在期望前有一个因子 + ). 现在可以把{父 （ r ,)} 的 Allan 方差与哈尔小波方差联系 
如下. 

练习 [322] 令是具有平稳一阶向后差分的过程.令 t 4( r >) 是这个过 
程的哈尔小波方差.证明，如果向后差分过程均值为零，那么 

4Cr>) = ~ffy(2fTj). < 

让我们考虑，以对{ X ,}前面的分析和重新改变比例一阶向后差分有什 
么关系.图322显示了对于估计哈尔和 1 X 4) 小波方差的平方根(分别在图 
中由 X 和圆圈给 出）. 因为现在处理的是过程 ( r ,)h 它的一阶差分和均值为零 
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的平稳过程接近哈尔和 D (4) 小波方差现在是完全可以比较的，唯一明显的差别 
是在尺度1* 8 = 128天，其中 D (4) 的估计约比哈尔小波方差小三倍.如果用哈尔估 
计计算出最小二乘法拟合与式 (321 a ) 比较，可以得到 

f 3. 093 X 10- H r 7° ,23 » j = 1,2,3,4； 
vy(tj ) ^ •{ (323) 

U .031 X 10- ,4 r ? 2 \ j = 5,6,7,8. 

转换后得 

f | / I .， 1/32 <| /|< l /2, 

Sy (/) oc { 

II /I -118 , 1/512 <| /|< 1/32. 

因为彳 t ( n )} 是和彳； U 的一阶差分成比例，我们有 

sin (兀/) ( k /) (| / |- 3 «, 1/512<| / 1< 1/32. 

上面的指数和式 （321 b ) —致. 

此外，如果对于两个最大尺度我们取哈尔估计并确定通过它们的直线（在 
log / log 空间），对于 ）= 9 和10求得因此指数相当接近于 1. 练习 
[320 b ] 讨论指数能够为1是由于在彳里的主线性趋势所造成的，这在 
图318的中已经注意到了.线性趋势不应该引起对于 D (4) 小波方差的问题，因 
为 D (4) 滤波器有两个嵌入差分运算.由于哈尔估计^(^)位于十分接近基于拟合 
尺度 r 9 ， r ID 外推，观察 对于叶 ( r 8 ) 的哈尔和 D (4) 估计的区别可能是由于线性趋 
势的 缘故； 即由于这个趋势哈尔佔计可能上偏.图322中的右图显示了由 
式 （313 d ) 对尺度 n 到 r « 得到的\和由式 （314 c ) 的尺度到 r 8 得到的 p 估计是 
得到用式 (313 c ) 确定置信度为95%的 D (4) 的置信 区间. 哈尔估计落在基 
于 D (4) 估计的对于冲 （ r 8 ) 的置信区间内，因此样本变化可能也会造成差异 • 

最后，让我们用这个例子说明小波方差图可以帮助确定，当一个时间序列如 
同一个平稳过程一样对着一个有平稳向后差分的不平稳过程的最好的模型.按照 

j ： 型过程，前者通过在低频部分随着 S x (/)oc I /卜， a >_ l 近似用谱密度函数 

变化特征化，而后者在特征化.对于小波方差，在大尺度 F ， 我们有近 
似的因此平稳性与负指数有关，并且不平稳过程与非负指数有 
关.当我们把 logioMh )) 作为 logu >( zv ) 的函数绘图时，指数变成丫斜率’且在 
大尺度下零斜率区分为平稳过程和非平稳过程变成一个合适的 参考. 因此分形频 
率偏离与一个非平稳模型保持一致.因此，在图319中标出的正斜率立 
即告诉我们时间差分彳 X ,}是保持非平稳模型.图322左边的哈尔估计显示了大尺 
度下的正斜率，因此分形频率偏离{兄 （ n )} 保持非平稳模型；然而，这种模型的需 
要仅仅由于一个线性趋势—— L )(4) 估计值（它被这样一个趋势影响）提出一个平稳 
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图324阁186中新奥尔良市子潮海平面的变化，在实际尺度天下作出的依赖于时 
间的 LA (8) 小波方差估计，间时还有基于假想小波方差估计值为1/2和有着^ = 
15. 25的/分布的一个典型的95%置信区间（详情参见 正文〉 


模型也许已经很充分，就像图332右图中描述的通过线性最小二乘直线的负斜率 
指出的. 

我们将进而在 9. 7节检査原子钟数据，作为一个可以作为长记忆过程模型的时间 
序列的例子. 

8.7 例子： 子潮海平面涨落 


在 5. 8节我们看到新奥尔良市子潮海平面变化的多分辨分析指出在一些尺度 
下的变化是依赖季节的（参见图 186). 在假设围绕大约三十天有价值数据的时间 
段内之下，观察到的极大重叠离散小波变换小波系数可以看作是一个零均值高斯 
平稳过程的实现，通过计算与时间有关的小波方差估计值进而探究可变性（具有 
这些数据，由经验可知这些假设都是合理的）. 

图324表明基于有61个数据值的一段上，对于尺度 r 2 〜= l 天的 LA (8) 极 

大重叠离散小波变换小波方差估计 （由于 以 = +天，每一个时间段跨越 30.5 天）. 

我们可以直接计算，对于) = 2, N s = 61， 

CN s -l)/2 

vx.t Cr ,) ^ i -^« modN » (324) 

^s u ^-is s -n/2 

然后以与 X 有关的实际时间为横坐标，绘出这个估计的图（在上面 ， I 丨= 
11是为了排列{免2.,}， LA (8) 滤波器的相位特性所需的循环移位，因此，我们可 
以认为它是一个零相位滤波器的近似输出——详情参见 4. 8 节〉. 在我们的假设 
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下，可以为基于随机变量 d (「 2 ) 分布的/逼近，假定随时间变化的真实小波方 
差计算一个95%置信区间.我们可以用一个类似于产生式 （314 c ) 中 ” 3 的 
论证为/分布置等价自由度是 1^=15. 25:每一个估计量用61个极大重叠离散小 
波变换小波系数和 ）= 2 形成.因此，置信区间采用形式 

I" r/Ux, t (T 2 ) TfVx.,(Tz) "I 

Lo ,(0. 975)’ Q ,(0. 025) J 5 

在对数尺度下绘图时，我们有效地对 log 4.,( r 2 ) 获得一个置信区间，形式为 
[log(CL(r 2 )) + log(^^ 

这个区间的宽是 log (<3,( 0.975)/ Q ,(0.025)), 它明显与真正的估计值无关. 
阁324的右下角附近描述了基于假设估计 d ( f 2 > = l /2 上的置信区间.因为这个 
图有一个 lo gl 。的纵坐标，我们仅仅需要整体移动这个置信区间，以使低置信限 
和高置信限之间的圆圈以真实的估计 d ( r 2 ) 为中心，为 4.,( r 2 ) 获得一个95%置 
信区间（绘在一个对数轴 上）. 

对于随着时间变化的小波方差的置信区间表明，当我们说明抽样变化时，发 
生在同日不同年的 d ( r 2 ) 几乎没有明显的变化；即可以把图324中的曲线模拟 
成周期是一年的周期函数.对于尺度 r 3 到一个类似的简化可以得到 证明. 
伴随着图186的多分辨分析的研究，这些结果提供了一个合理方法，总结与尺度 
有关的方差每一年的变化，通过平均12年会在一个给定月份下降的循环平移的 
极大重叠离散小波变换小波系数的平方.这个平均的结果在图犯6中展现出来. 
在简化假设每一个月的小波系数可以认为是一个平稳过程实现的一部分且今年和 
下一年的系数彼此无关下， 8. 4节描述的方法很容易地适用于为潜在的真实方差 
构造一个大约95%的置信 区间. 如果我们忽略出现的很小的差异’因为日历的 
月有不同的天数，在对数尺度下这些区间的宽度又一次依赖于特殊的尺度，但 
是，在一个给定的尺度下，不依赖于方差估计本身.因此，基于〗1月估计，在 
图326中对每个尺度给出的置信区间可以整体转移到其他月份，通过一个给定的 
尺度去评价抽样变化. 

我们能够从图326和图186得到以下 结论： 尽管在不同的尺度，对于给定的 
月份，方差估计是不相同的，但是方差的暂时模式对于所有6个尺度是非常类似 
的（对于尺度 r 7 A / = 32 天它是成立的这个事实，在图186的多分辨分析中并不是 
很明显）.平均方差一般在冬季最高 （11 月到3月），在7月和8月最低，大约是 

在一年的最低季节海平面后的3到4个月（参见图186中的 克）. 平均冬天的方差 




326 


第 S 聿 



图326对于图186的？潮海平面的变化以日历的月份为组，在实际尺度 = 
2,…， 7) 天下估计 LA (8) 小波方差 

比夏天的方差数量级高，这个相对简单的子潮海平面季节变化的基于尺度的描述 
能够使用，例如，可以用来通过计算机模拟研究它们的极值统计学——这个统计 
学在预测海啸影响的“最坏情况”中是非常重要的组成部分 （Percival and Mofjeld , 
1997). 

8.8 例子： 尼罗河最低水位 

在 5. 9节尼罗河最低水位序列的讨论中，我们注意到大约在715年后，基于 
哈尔多分辨分析在视觉上提出在尺度 n = l 和 r 2 =2 年下可变性降低，它是围绕 
着时间，历史记录显示在此时间内这个序列测量方式上的变化.因为人类的视觉 
系统已经在某种程度上发展，因此，我们可以很容易地分辨出模式，当随机性提 
出时，会容易被欺骗从而看见不存在的模式.因此，通过考虑抽样变异性的影响 
的统计过程，证实我们的视觉影响是很重要的.为此，我们把时间序列分成两部 
分，由序列的前94个观测值 （622 到 715) 和后569个观测值 （716 到] 284) 组成. 
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Tj A/ ( 年） 


图327在 715.5 年前后对尼罗河最低水位时间序列估计的哈尔小波方差（分别用 x 和0表 
示），还有基于有着由式 （314 c ) 中的 73 确定的等价自由度的/逼近的95%置信区间 
(分别用细线和粗线表示).；^(巧）的真实值在本书 的网站 中列出 

有了这个分割，然后我们在尺度 n 到 r , 下单独为这两个子序列计算哈尔小波方 
差.这些估计的方差在图327中给出，一起的还有用由式 （314 c ) 中使用 73 决定的 

等价自由度的使用 X 2 逼近计算出的95%置信区间（在 8. 4节讨论的结果中，这个 
方法产生最宽的置信区间，因此被采用，以致于我们在留有余地方面 犯了错 误）. 
我们看到，对尺度 n 和 r 2 , 95%的置信区间确实没有捕获相同的值，导致对哈 
尔多分辨分析的视觉解释产生信任.相反，对于尺度^和^，95%置信区间几 
乎没有显示小波方差在这些尺度下有明显的改变. 

这个例子说明了在-个并不是全局平稳，但可以认为在两个邻接的时间段内 
是局部平稳的序列上小波方差的用途，历史上的记录允许我们在715年处客观地 
把这个序列分开，但是在一个序列中区域的先验的辨认平稳性是合理的假设常常 
是不可 能的. 就像在这里做的，在 9. 6节我们为不需要一个先验的分割的方差齐 
性做尺度统计测试（当应用于在 9. 8节的尼罗河序列时，我们得到与这里相同的 
结论）. 

8.9 例子： 海洋切 变测量 

这里，我们通过把小波方差应用于 5. 10节描述的和图194下方绘出的垂直 
海岸线深度序列来说明它的用途.在图上，有两条细的垂直线作标记，它们之间 
有从 489. 5 m 到 899. 0 m 的4 096个值.随后，我们假设这个子序列（在图328的 
顶部再绘出）可以认为是一个过程实现的部分，这个过程的一次向后差分是一个 
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图328选择 N = 4 096的海洋切变测童的部分彳 X , } (上部的图）和相应的向后差分 { X ;"}(下 
部）.整个序列在图194的底部绘出，在它上面子序列由两条细的垂直线描绘 


零均值的平稳过程（我们需要这个假设去应用下面用到的有意义的方法）.图328 
下方的图显示了这些差异，在图中没有任何显示它会排除一个零均值平稳过程作 
为模型. 

图 329 左边图的 X 显示了在从 n A/ = 0. lm 上升至 r 12 A/ = 204. 8m 的实际尺 
度上的无偏极大重叠离散小波变换哈尔小波方差估计.理论上，在一个 log/log 
尺度下，作为 r , 函数的图中的线性区域指出，在一个特殊频率区域上， 
有着与直线斜率相联系的幂规律指数的一个幂规律过程的存在 • 对于最小的七 
个尺度，哈尔小波方差估计近乎完美地沿着这条直线 F 降. 图中穿过它们的直 
线是通过线性最小二乘计算的，其斜率为 1.66 + 5/3. 由于对于一个有着指数 
ct 的幂规律过程， v 2 x ( r ,) 近似地随着■•〜 1 变化（参见 8. 1节），哈尔小波方差图 
有力地提出了在尺度 0. 1 到 6.4 米上，有一个指数一 8/3 的幂规律过程的 
存在. 

除了哈尔估计外，阁329左边的图也显示了基于 D (6) 小波滤波器上的小波 
方差 （+). 在小的尺度 F ， D (6) 估计有规则地比哈尔估 计小. 对于最小的七个 
尺度， D (6) 估计值不再像一个明显的直线那样排成一行，并且对于相应的 D (6) 
估计，我们发现用哈尔小波方差最小的七个尺度的斜率看起来很不合理.右边的 
图复制了 D (6) 估计，也显示了基于 D (4> 和 LA (8) 小波滤波器上的估计（各自用 
小的和大的圆 圈）. 这里我们看到在所有的尺度下， D (6) 和 LA (8) 估计之间的一 
个好的吻合，并且排除在中间尺度下一些小的差异，它们和 CK 4) 估计值相当地 
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图329用无偏极大重*离散小波变换估计 M 和下述小波滤波器得到的垂直切变序列的小波方 
差 估计： 哈尔（左边图中以 X 表示，有两条回归的直线拟和它们）， D (4)( 右边图中的 

小圆 圈）， D (6)( 两个图中+所表示的）和 LA (8)( 右边图中的大圆 圈）. 不同的 3( r ,> 
的值在本书的网页中列出 


吻合.因此，虽然1 X 4)、 D (6) 和 LA (8) 估计合理地吻合，但是哈尔小波方差估 
计在小尺度下系统地比较高.在前节原子钟例子中，我们也注意到了，包含哈尔 
佔计在内的不和谐性.我们认为这些不和谐性是由于对于原子钟数据向后差分不 
能合理地模拟成一个零均值平稳过程，从图318中间图可以明显地看到（样本均 
值实质上不等于零，并且可论证的是在差分的数据中有一个线性趋势 ）• 对于垂 
直切变序列，哈尔和其他小波方差估计间的不一致不是由于任何明显地违背平稳 
性，但是可以解释为泄漏. 

在谱密度函数估计中，泄漏是-个已经知道的现象^—参见 7.5 节（特别是 
关于图273和275的讨 论）. 泄漏表明它自己在谱密度函数的低幂部分是一个向 
上的偏离.由于我们可以把小波方差估计转化为谱密度函数的一个区域估计，让 
我们这样做去说明提高的哈尔估计可以转化成与典型的泄漏形式符合的谱密度函 

数阶.图330显示了式 （316) 估计的谱密度函数阶 G 为一条在倍频程带 
上的常数直线，其中对于哈尔估计 ， j = i , …， m 粗“阶梯”）， 

对于 D (6) 估计， ）=1 ，…， 9( 细阶梯）.虽然在低频部分，两个谱密度函数估计 
之间达到一个好的吻合，但是在高频部分基于哈尔的估计偏高，它是估计的谱密 
度函数的低幂部分，这个模式与基于哈尔的估计中的泄漏相 符合. 

作为比较，我们也绘出了基于泄漏倾向周期阁 ^ P > (*) 的谱密度闲数估计 （圆 
圈）和基于 K ==7 正弦锥形和相对无泄漏的多锥估计量今 mt> (•)( 星号 ）（ 多锥 
谱密度函数估计量的详细情况参见 7. 5节）.在非零的傅里叶频率 f 卢点， 
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图330比较基于周期图（0)，用 K = 7 的正弦锥形形成的多锥谱密度函数估计（*〉，哈尔和 
1 X 6) 小波方差估计（分别用粗的阶梯和细的阶梯表示）上的垂直切变澜# “倍频程 
带”谱密度函数估计.详情参见正文 

是 =1,…，2 048( 回想， N=4 096) 上计算周期图和多锥估计. 13 个圆圈表 
示，从左到右， §屮（/\)， S ( p > (/ 2 ), 旁 w (/ 3 ) 和分 p > (/ 4 ); 下面四个估计值，即 
S ( p ) </ 5 ), 全 p > (/ 8 ) 的平均；下面八个估计值分 p )(/ 9 ), …，乡 (|>> (/,«)的平 

均； 等等，以分 p > (/, 。《),.“，兮 P 、/ 2< M 8 ) 的平均结束.作为与估计值有关的傅 
里叶频率的函数，绘出每一个倍频程带平均的估计值的图.星号是通过对多锥 
估计值按同样的方法获得 • 注意在谱密度函数的低幂（高频）部分，基于周期图 
估计一贯地超过基于多锥估计，表明在周期图中有泄漏迹象.通常， 1 X 6) 小波 
方差产生一个与摆脱泄漏的多锥估计值吻合很好的谱密度函数估计 （在 中间区 
域倍频程带中有一些差异，部分归因于抽样变 化）. 相反，基于哈尔谱密度函 
数估计显示了与周期图相同的模式；即在高频部分比 D (6) 或基于多锥估计有 
规则 地高. 再次，基于哈尔小波谱密度函数估计和泄漏倾向周期图性质上的类 
似表明在哈尔小波方差中一个泄漏形式 • 

为了确切地了解为什么基于哈尔谱密度函数估计容许泄漏，假定{ X ,}有如下 
所述的理论谱密度函数，这粗略地类似于图 333 中的 D(6) 和多锥 估计： 
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图331哈尔小波方差中的泄露（详情参见 正文〉 


32. 768, I / !< 5/128； 

S x (/) =< 32. 768 .1 128//5 |— 3 . 5 ，5/128 <| / |< 5/8； (331) 

J 8//5卜 7 /500, 5/8 <| / |<5. 

图331中的图 U ) 表明 S x (0( 虚线），一起的还有哈尔的平方增益函数扣 D> (*) 
(细实线）和 D (6)( 粗实线）小波滤波器.图 （ b ) 的阴影部分描述了 S x (0 和对于 
一个理想的具有通带[5/2， 5] 的带通滤波器的平方增益函数的乘积，即标称上 
与物理尺度有关.这个图也显示了分别对于哈尔（细线）和 1 X 6)( 粗）小波 

雄波器的 S x (0 和 W 严 （•） 的 乘积. 如果我们回想 4( r ,) 是兑 D > (.) 和 S x (.) 乘 
积的积分（参见式（305))，我们看到在图 （ b ) 中细线和粗线下面的积分分別产 
生，对于最小的尺度的哈尔和 D (6) 的小波方差.虽然对于 D (6) 小波的曲线很 
好地集中在标称通带附近，但是对于哈尔小波的曲线不是这样.这个不同行为 
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的原因可由图 （ a ) 推断： 对于小的/，哈尔和 D (6) 小波的平方增益函数宄严（*)分 
别与尸和/成比例（这些衰退率分别地与这些小波滤波器具有一个和3个嵌入的 
差分运算有关).因此，哈尔衰退率不能补偿 S x O ) 在频率的中间区域向上发散 
的快速率 (/ _3 S )， 然而 1)(6) 可以.类似地，图 （ c ) 显示了第二个尺度的情形，它 
乂一次显示了对于这个尺度，哈尔小波方差主要由标称通带外的频率决定.最 
后，图 （ d ) 显示了前9个尺度的理论哈尔（ X )和 1 X 6)( + ) 小波方差（通过数值积 
分计算）.整体的现象和斜率与图329的左图符合得很好. 

在图329中，在小尺度下，哈尔和其他小波方差的差异可归于泄漏的-•种形 
式，泄漏是由 

[1] 对于这些尺度，标称通带外的哈尔平方增益函数的低衰退率，和 

[2] 对于垂直切变序列的谱密度函数在频率中间区域随着频率的下降不合理 
的增加间的相互影响导致. 

注意这个泄漏的形式很容易 发现： 我们仅仅需要在-个小的上升的滤波器宽 
度序列上比较小波方差估计.图329右边的图指出在 D (4) 估计中仍然有少景的 
泄漏，但是， D (6) 和 LA (8) 很好地跟随彼此的事实表明，一旦我们接触到 D (6) 
滤波器，就不用考虑泄漏. 

图333显示了在每个尺度下，伴随着真实小波方差的3个95%置信区间，作 
为物理尺度的函数小波方差估计值绘的图.这个图指出这些序列的方差主要是由 
于在尺度 6. 4 m 和更长处的波动，它与海洋内深层射流和内部波动 有关. 注意作 
为 log l 0 ( tv ) 的函数 log, 。（ d( r> ) 在小尺度 0. 1到 0. 4 m 和中等尺度 0. 8到 6. 4 m 上 
近似线性变化(然而，近似线性的程度是很有限的，在每种情况下，小于尺度的 
数量阶).与这两个区域有关的斜率分别为 0. 7和 2. 5,小尺度主要由湍流影响， 
对于作为10由。（巧)的函数 logu ^ dk )) 的斜率表明湍流以与指数《=一1. 7 的幕 
规律一致的速率重复出现，这个结果可以用作物理模型.在中间尺度下，指数 
— 3. 5幂规律重复出现可以解释为内部波动和湍流区域之间的一个过渡区域. 

图333中的三个置信区间是基于有由$,、 72 和73决定的等价自由度 V 的乂 2 
近似. 等价自由度的真实值在表333中列出 • 对于七个最小的尺度，从一个实际 
工作者的观点看，由这三个方法给出的置信区间可互换，但是不要惊讶，在两个 
最大的尺度下，一致性打破.置信区间可以用来估计，例如，估计这个特殊序列 
在尺度 25. 6 m 处的波动是否与在海洋其他地方取到的其他组吻合. 

最后，让我们再一次说明，小波方差怎样可以轻易地用于处理作为在某些区 
域局部平稳的最好模型的时间序列.在 5. 10节，在阁195中描述的，垂直切变 
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图333为垂直海洋切变序列作出的对于 D (6) 小波方差的95% 置信区 间.这个 K 间是基于 
无偏极大重*离散小波变换估计繳（阁329的+和上面的 o ) 和旮着由从左到6，式 

(3】3 d ) 的使用由式 （313) 给出的 &(•) 名义上的模型得到的式 （313 d ) 的 92 «式 
(314 c ) 的所确定的等价自由度的/近似分布上（表333列出了等价自由度 
的值） 


表 333 



j 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 


1 890 

1 027 

584 

289 

94 

82 

32 

20 

8 

% 

2 850 

1 633 

899 

359 

173 

78 

31 

17 

5 

v 3 

2 046 

1 020 

508 

251 

123 

59 

27 

11 

3 

M , 

4 091 

4 081 

4 061 

4 021 

3 941 

3 781 

3 461 

2 821 

1 541 


注： 结合 ffl333 M 示的 D(6) 小波方杀估计给出的自由度1， 92 和 ip 的等价次数 （接近 最近的 
整数）.戤后一行给出了在每个尺 度下的 极大重叠离散小波变换小波系数的个败. 


序列的 LA (8) 多分辨分析的讨论中，我们注意到，在浅的地方，突出的脉冲首先 
出现在 r5 At = 1.6 m 处，但是随着深度的增加，在较小的尺度下变得更加突出. 
这里，我们可以通过由式 （324) 计算的依赖于时间的 LA (8) 小波方差证实这个模 
式（注意用 LA (8) 小波而不是 D (6) 小波是由于前者较好的时间序列特征）. 
图195中脉冲的大小大约 50 m . 如果令 N s ==257， 每段跨度 25. 7 m ， 它是一个合 
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m 334对于切变数据，估计 LA (8) 小波方差，用深度在 450 m 左右的257个 极大重 叠离散 
小波变换小波系数的分段的计 算. 如困中所标记的，物理尺度是0.2, 0.4, 0.8 和 
1.6阳(即^~，_; = 2，."，5).估计值上下的细曲线表示按照式 （313 c )， 用？=257/ 
V 得到的95%置信区间（这与用式 (314 c ) 的 p 符合） 

理的区间，在它之上去假设局部平稳性.对于尺度 = 低至 r 2 Af = 0.2 m ， 
得到的估计值在图334中以粗线绘出，一起的还有通过;分布的 X 2 近似计 
算出的髙的和低的95% 置 信区间（细曲线 ）（ 按照式 （314) 中的 7 ,等价自由度取值 
为 『 Ns /2，）. 注意由于这个图的垂直轴是对数，越过每一个尺度，置信区间的 
髙度看起来与估计方差无关（实际上，高度与估计值成比 例）. 按科学的方法，重 
要的观测值是一个关于图195中多分辨分析的一个证实，即在小波方差中与脉 
冲一致的顶点看起来随着尺度的减小深度增加，表明在尺度 1.6 m 处的湍流驱 
使更深层的比较短尺度湍流（参见 Serroukh 等，2000，适合于补充去掉髙斯假 
设的处理）. 
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8. 10小结 

令{ X ,: …，一1，0, 1,… } 是一个离散参数实值随机过程，它的 d 阶向 

后差分 

d * 

Byx , = S (^) c - 

是-个具有谱密度函数 &(•) 和均 值;^ 的平稳过程(这里^是一个非负整数， 外不必 
要为零).令& ㈠ 表示对{ X ,}的谱密度函数，对于它我们有 S x (/) = Sy (/)/!?"/)， 
其中 XK /) 三 “ inHic /) (如 果彳; U 事实 h 是一个非平稳过程， S x (*)* S y (0 之间 
的关系提供对 S x (_) 的一种定义）.给定一个第）层极大重叠离散小波变换小波 
滤波器彳&./ : / = ()，•••， L , - 1 } ,它是基于宽度为 L 的 Daubechies 小波滤波器， 
定义第）层小波系数过程为 

V 1 〜 

^ } .t = Yj f = ."，一 l ，0， l ，“ 

/-0 

(在上式中，回想一 l ) a _ l ) + l ). 如果 L > 2 山那么{兩,.,}是一个平稳 

过程，其谱密度函数由 s y (/) 三分; 0> (/)5 〆 /)给出，其中片。， ㈠ 是彳心/的平方 
增益函数.然后，我们可以在尺度上定义{ X ,}的小波方差为 

r J/2 

^( r ,) = ^ r { W,J = J _ /2 W ； D > (/) S x (/) d / 

(这个方差必定有限且与£无 关). 我们有 

yii > x ( rj ) — var { X «} , 

；-J 

其中如果{ X ,}是非平稳的，则 var { X ,} 是无 限的. 总之， v 〖（ r ,) 表示在尺度 r , 的 
变化所引起的{ X ,}的整体变化（注意 7", 事实 t 是一个非单位标准尺度，通过与 
{ X ,}相关的样本区间 △/ 相乘成为实际上有意义的尺度厂以). 

假设我们给定一个时间序列，它可以看作是过程{ X ,}的一部分 X 。，…， X.V-j 
的实现.只要 M , 三 N - L , +1>0， 且或 （ i ) L >2 c /， 或 （ ii)L = 2 d ， 广 =0( 任何一个 
条件都暗示了 E { W „,}=0, 因此我们可以形成 A ( tv ) 的一个无 
偏估计量 

其中是对这个时间序列的第）层极大重叠离散小波变换小波系数： 

t 厂1 

W } ,, ^ 2 h Jfl X t - lmo dN . t = 0 ,lt — » N - 1. 

/=0 
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注意当 — 1,…， iV — 1时，因而对/的这些范围 £：<_.,} = 
4(6)( 这个关系对 f <\ — l 并不必要成立，因此取所有 N 的样本均值，可能的 
巧.,一般来说可能产生 A ( r ,) 的无偏估计最）.在假设是一个高斯过程的条 
件下，那么对于大的〗 W ,， 随机变量 8(5) 服从均值为 v 2 x ( r ,)、 方差为的 
近似髙斯分布，其中 

\ = r Sj (/) d / 

J - l /2 

(这个结论在 a , 有限 as / px ) 几乎处处成立的条件下成立）. 基于巧 （ r/ ), 我 
们用这个结果可以间接地为4(1>)构造一个置信区间（参见式（311)>,但是，得到 
的区间可以有一个负的下限，这很不方便，因为在实际中，我们常常用 log / log 尺 
度来为小波方差佔计和它们相应的置信区间绘图. 

对 4(^) 产生罝信区间的一个更吸引人的（而渐近等价的）途径是假设 
八 2 x ( r ,) 与沁有着相同的分布，即一个具有7为等价自由度的/随机变 
M . 这个假设导致如下形式的置信区间： 

-Q 7 (l - /») Q,(p ) 」 

其中 Q 7 (/>) 是对 K 分布的/ > X 100% 百分率点.以上结论需要 7 的值，它可以使 
用下述三种方法之一确定. 

[1] 我们可以使用 

71 ' A , 

估计彳，其中 

A } ^ +]二[忌， (/) ] 2 d / = ^-^4 
这里 } 是对 { J 的自协方差序列的偏差估计量，即 
; S : H+ih , 0<| r 

[2] 如果我们假设 S x (_/= aC x (/)， 其中 C x (0 是一个已知函数，并且《是 
一个未知的倍增常数，那么我们可以对的谱密度函数表示为 

S,if> = a H ； D ， (/)Cx(/> = aC ; (/>, 

并且置 7 为 

L(M,-_ 2 

2( E C ,(/*>) 

V 2 ~ ~ UMj-H/ZJ . 

S c ;(/\) 

[3] 使用要求极大重叠离散小波变换小波滤波器 { M 的带通性质的论证，我 
们可以置 V 为 


7/3 = max { M y /2 ; »1 }. 
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给 7 取值的三种方法的相应的矩阵在 8. 4节的最后讨论. 

最后，注意由于第_;层极大重叠离散小波变换小波滤波器的带通特性，我们 

可以把在尺度 r> 上的小波方差的估计转化成在滤波器通带上的谱密度函数 

S x (0 的一个估计.这个方法使用 G 邑2> 乃 （ Q ) 估计在倍频程频带 
上的谱密度函数.得到的估计董是一个分段常数. 

8.11 练习 

[8.1 ] 令是一个有着零均值和方差 W 的白噪声过程（由定义，这个过程有由 
式 (268 d ) 给出的自协方差序列）.注意式 （267 b > 可以用来证明，对于一个 
白噪声过程，对于所有的/,谱密度函数由 S t (/)= d 给出（为了方便假 
设是 1 ). 导出 U ,} 的小波方差 W ( r ,) 的一个清晰的表达式.用这个表 
达式，验证对于一个白噪声过程，式 (296 d ) 成立（即所有可能的二进尺度 
上的小波方差的和等于过程方差 of ). 

[8. 2] 使用一个高斯随机数生成器，创建一个有着零均值和单位方差的长为 
N =1 024的白噪声过程的实现.使用式 (306 b ) 的无偏极大重叠离散小波 
变换估计量估计小波方差 vf ( tv)，iv = l , 2, 4,…，512,对于生成 
的序列用下面三个小波滤波器中的任意两个：哈尔、 D (4) 或 LA (8) •重 
复使用式 (306 c ) 的有偏极大重叠离散小波变换估计量.在 iog / iog 尺度 
下，绘出 l 的函数的估计图.借助于一个幂规律过程解释你的图. 

[8.3] 假设是一个如式 （288 a ) 定义的随机游动过程.证明，对于哈尔小波， 
我们有 

队 ) =誓(:,+忐)， 

其中¥是用于创建{ X ,}的白噪声过程的方差.假定 < 是1 ，在一个 log/log 
尺度下，对 ）=1 ，…， 10,绘出作为 tv 函数的 v z x ( r ,) 的图.怎样可以使你 
的图对应于由练习 [288 a ] 最后部分的答案提出的结果？ 

[8.4] 使用一个高斯随机数生成器，创建一个长为 N=1 024 的随机游动过程 
{ X ,}的实现（见前一个练习）.用无偏和有偏极大重叠离散小波变换估计 
量 C 2 x(r)) 和 d(r,) ( 式（ 3061?> 和（ 306<:)) 估计小波方差 A(r,) ， r ； = 1, 2, 
4,… ， 512, 对于生成的序列，用下面三个小波滤波器中的任意两个： 
哈尔、 D(4) 或 LA(8) .在 log/log 尺度下以绘出你的作为 n 的函数的 
A ( r > ) 估计.借助于一个幂规律过程解释你的图. 

[8.5] 证明，如果{ X ,丨是一个平稳过程，小波方差的无偏和有偏极大重叠离散 
小波变换估计 M (分別是式 （306 b ) 和式 （306 c )) 之间预期的差异随着 N — 
oo 趋于 0 . 如果是一个有着平稳一阶向后差分的非平稳过程，相同 
的结果也成立？ 

[8.6] 假设{ X ,}是有着零均值的一阶平稳自回归过程，即我们可以写 

其中 I N <1, 且彳 ej 是一个零均值白噪声过程.的自 




338 


第 S 聿 


协方差序列由 = h ,。 给出，其 ^ sx .。 是过程的方差.像式 

(296 a ) 和 (306 a ) 定义且假定利用哈 f 小波，令 } 是单位尺度极大重叠离 
散小波变换小波系数过程，且令丨是基于时间序列 X ，…，上的 
单位尺度极大重叠离散小波#换小波系数.《在什么范围 f ^我们有兩,„ = 
W ,. f ? 对于所有的/确定£：{奶,丄在什么情况下我们有 E {^. J = V x ( r ,)? 

[8.7] 令； Co , …， X.v ,是过程{；0的一部分，这个过程的 d 阶向后差分形成 
一个平稳过程.令 M > N 是被2> 整除的2的任一次幂，且如式 （308 c ) 构 
造尤.令研二表示基于宽的一个 Daubechies 小波滤波器上的 

的第 层离散 小波变换小波系数，令 I /,如式 （146 a ) 定义.在假设 

ijW , 下，证明，在被 2>/2 整除的前提 F , 式 (3 0 8 七所显示的小波 

系数子序列等于从无穷序列{%.,}选出的随机变童（这在式 （296 a ) 中定 
义）.在创建 X 中，如果我们用 X 。，…，的样本均值填充 X ,而不 
是用0将会有什么变化？ 

[8.8] 假设彳 X ,}是使单位尺度极大重叠离散小波变换小波系数过程 { W lw } 是平稳 
的，且具有谱密度函数 &(•) 和平方可和的自协方差序列定义相应 
的单位尺度离散小波变换小波系数过程为以 1/2 兩. 2 ,+ , : /=…，一 1，0, 
1,…}(参见式 (70 c )). 证明这个过程是平稳的，并且有一个对于丨/丨< 

1/2与& (^)+ S , (音 + j ) 成比例的谱密度函数(提示：回想练习 [23 b ]). 

[8.9] 验证式 （309). 

[8.10] 假定我们再写式 （314 a ) 的逼近包含在奈奎斯特频率的项，那时有 

糾,)〜忐 S Sr>(/*)+^Sr(y)lM , 

其中当 m , 是偶数时: r M , 为单位，当 m , 时奇数时为零，现在仅仅认为近似 
Sj p > (0)/ M ; - 可以忽略.大样本理论提出旬 p> (士)有一个 Z 

分布并旦这个随机变量与上面求和式中的所有随机变量无关.在假设 
rj z Cx(r>) d z 
v ^( r ；) = “ 

下，使用一个等价自由度的论证证明 

L<M.-n/2j 2 

(2 S Q (/*)+ C ; (|) Xm 7 ) 

(参见式 (314 b ) 中的 7 2). 

[8. 11] 基于式 (313 c ) h 由式 (313 d ) 中的\估计）和基于 D (4) 小波方差 々（ r , )的 
D (4) 极大重叠离散小波变换无偏估计量，对在图42的标题中列出的16 
点时间序列{ X ,.,}的 4( r ,) 计算一个95%置信区间.对于 々（ n ) 计箅第 
二个95%置信区间，但这次用式 （314 c ) 中的等价自由度 w 你认为哪 
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一个等价自由度的大小用在这里更合适？（注意，表263给出了这里可 
能用到的 X 2 分布的一些百分率点). 

[8.12] 证明，在假设过程均值是未知的因此用样本均值估计的条件下，式 
(322) 的对 ri 的 Allan 方差与2样本的样本方差成比例.因此， Allan 方 
差有时叫做“2样本”方差，它就是记号蚌 (2, r ,) 中“2”的根本理由. 

[8- 13] 证明，如果是一个有着方差 cr 〖的白噪声过程，那么我们有 
4^2, r ,)=4» 其中彳(2, r ,) 是式 （322) 的 Allan 方差（在白噪声的情 
形下 Allan 方差简化为过程方差，这是式 （322) 中因子1/2的根本理由， 
没有它我们不能得到这样的一致）. 



第 9 章 

长记忆过程的分析与综合 


90引言 

在第8章我们注 意到. 作为尺度 r , 的函数的小波方差 v 2 x ( q ) 的估计的 log / 
log 图形能帮助我们识别时间序列，该序列能很好地模拟为幂规律过程{ X ,};即 
一过程的谱密度函数5；0(0使5<(/)00丨/丨 ' 当《<0, /-0时， S x (/)— oo , 
我们就说彳足}呈现“长记忆”（参见 7.6 节中的精确定义和评论).在微观和宏观现 
象的科学研究工作中广泛地发现和研究这种 过程： 

• 通过细胞膜的电压波动 （ Holden . 1976). 

• 沙粒通过沙漏一个小时的密度变化 （Schick and Verveen , 1974). 

• 高速公路的交通流 童变化 （Musha and Higuchi ，1976). 

• 地球物理学中钻孔的阻抗变化 （ Walden , 1994). 

• 地球旋转变化 （Munk and MacDonald ，1975). 

• 星系 X - 射线的时间变化 （McHardy and Czerny ，1987). 

对于长记忆过程，随着；变大，作为 log ( r ,) 函数的 log (4( r ,)) 图表现出斜 
率为 一 a — i 的线性变化.这个简单的关系暗示小波特别善于处理这种过程.在 
最近几年里，许多人，例如， Flandrin (1992), Masry ( 1993) 和 Worne】K 1993) 等 
意识到小波变换能较好地研究长记忆相关过程和相关的过程（引用的参考文献主 
要集中于连续时间非平稳过程的小波级数表 示）. 

本章我们将考虑离散小波变换用于平稳长记忆过程和相关非平稳过程的分析 
和综合的方法，在 log 频率 / log 幂坐标轴中，随着/-"0,至少在频率/的若干 
倍频程，这两种过程的谱密度函数的图形近似于具有负斜率的直线.在 9.1 节， 
我们将讨论离散小波变换近似去除分形差分 （ FD ) 过程的相关性（这些过程给出了 
一些具有长记忆特征的简单易处理模型，参见 7. 6节关于分形差分过程基本性质 
的讨论）.去相关的属性是基 本的： 鉴于分形差分过程中的随机变量有高度的相 
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关性，离散小波变换产生一些新的随机变景族，即小波系数，（在尺度内及 之间） 
它近似地去掉相关性，因此更适合于统计分析.这个基本结果常用于两个方面. 
首先，通过随机产生离散小波变换系数从时利用离散小波逆变换组合这些数据产 
生输出过程的方法，能够近似模拟长记忆过程（参见 9. 2节）.其次，给定意欲模 
拟化为分形差分过程的时间序列，我们可以使用近似极大似然估计 （ MLE ) 来佔 
计该过程中的两个未知参数，极大似然估计直接以离散小波变换的去相关性为基 
础，从而 最大化 简单似然函数 （9. 3节和 9.4 节）.基于著名的最佳性质而广泛地 
把极大似然估计用于统计时，通过小波方差和尺度的最小二乘拟合 （ log / log 空 
间），也可以估计分形差分过程的未知量 （9. 5 节）. 最小二乘估计虽然可论证是 
次佳的，仴是容易计算.在 9. 6节我们将考虑去相关性质的另一种用途.在平稳 
分形差分过程的零假设前提下，对于有用的方差的齐性，设计了一个简单的实 
验.在小结 (9. 9节）以前，使用原子钟和尼罗河级数 （9. 7节和 9.8 节）来说明此 
章中所讨论的方法. 

9. 1长记忆过程的离散小波变换 

让我们开始用一个例子研究长记忆过程的离散小波变换的统计属性.图 342 
的左下图显示了具有零均值和参数 8 = 0. 4与 a f 2 = 1.0 的平稳分形差分过程{ X ,} 
的长度为 N =1 024 的实现 X . 该模拟序列用 Davies Harte 方法 （7. 8节描述）产 
生，并表现了典型长记忆过程的大尺度变董.为了量化这些变量，我们指出样本 
A 相关序列去延迟在右下图的 r =32( 自相关序列中的值用描绘与零偏差的垂线来 
表示).这个序列定义为 

S X,x,^ 

px.r = 上 1 fci - ， r = 0 ， l，".，/v — 1 ， 

该序列是对外#^/^,。的估4,其中是平稳分形差分过程的协方差序 
列 （ ACVS ) (有关自协方差序列的描述参见 7. 4节）.注意已估计的自相关序列在 
所有展示的延迟 h 表现出实质的正自相关性，这也是典型的长记忆过程. 

上述时间序列，我们显示它的基于 LA (8) 小波，在九= 7层的部分离散小波 
变换.小波函数和尺度系数 W , ，…， 你 7 和1循环平移，然后作为时间的函数 
对 LA (8) 滤波器的相位性质绘出系数的图形（参见 4. 8节).小波系数的图描述了 
两个重要特征.第一，这些系数的平均值随尺度增加.第二，尽管模拟序列本身 
显示出长项相关性的强可视迹象，但是在已给定尺度内的小波系数之间没有明显 
的模式（除可论证的狄 7 外，的系数符号交替变化，但仅仅从8个系数中推出 
很多结果是有争议的）.我们可以通对循环平移的小波系数的每个向量通过计算 
样本自相关序列来量化这种自相关性的不足•在图342的右列绘出了样本自相关 






342 对于模拟 FD (0.4) 时间序列的 LA (8) 离散小波变换系数和样本自相关序列 
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序列（与零的偏差）的图.在样本自相关序列中的值总体来说比 X 本身数童级 t 
要小得多，但我们看到平均值随尺度 增加. 正如下面讨论所描述的，这种增加能 
够归因于抽样的变化性.随着尺度的增加，州，中系数的个数 = 将减少 • 

如果 VV , 中的值实际上是高斯白噪声的实现，则统计理论指出对于第）层尺度样 

本自相关序列的近似量95%应下降到在界限土^之间（见每个图的上面 

和下面的曲线，更细节的理论，参见 Fuller, 1996, 推论 6.3, 6.2). 注意这些 
界 限随％ 的减少而发散，在界限外的样本自相关序列值总数和归于抽样变化的 
那些样本自相关序列值总数和是一 致的. 

现在让我们验证图342所显示的小波系数值增加的比例和 FD (0. 4) 过程的已 
知属性是一致的.在 4. 6 节讨论了用等价滤波器形成关于尺度的小 
波系数％ , { 心.，> 近似地是一个带通滤波器，标称的通带由[―1 /2、 
- l /2> +1 ] U [ l /2 >+, , 1/2 ，]给出.如果我们回忆，由于有单位能 M ， 对于 
/的平方增益函数％(•)必须积分为1,我们能够产生粗糙的近似 

[V 1 / 2 汁 1 <| / 1 < 1 / 2 〜 

lo 其他. 

若把 My } 用于滤波器彳 X ,},就得到带有谱密度函数的一个过程，谱密度函数由 
W,(/)Sx(/> 给出 （参 见式 （268b)). 这个过程与 w， 中的“循环无约束”系数 
有关，即在给定尺度上，中除了边界的所有系数不多于 h_2 个（参见 4. 11 
节，通常 h 是单位尺度小波滤波器的宽度），若略去这些边界系数’ 的方差 

由式 （268c) 给出，即 

var { W ,. f }= J^ 2 H ,(/) S x (/) d / (343 a ) 

- C > S x (/) d / = r ^ x J ^, Sx ( / W = Q . (343 b ) 
7} 2^ 


如果我们冋忆 


厂 ^— [ x(u)du 

b 一 a) a 

是函数 1 ( 0 在区间 [ a , 6] 上的平均值，则能把 C ; 看作是谱密度函数在倍频程带 
上的平均值 • 

现在让我们特殊化分形差分过程，此过程具有式 （284 a ) 给出的谱密度函数 
Sx (-), 因此产生 

r — 9>+1 (* _ — - —d f 9 (343c) 

^ - L Ji/ 2 ^ [4sin 2 (7t/)T 7 
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第 9 幸 



图344由图342中 LA (8) 小波系数的样本方差，从右至左对于层>=1, …， 7( 圆点），而 
FD (0.4) 谱密度函数在倍频程带的中心频率1/2广^•取值 


因为近似式 sin 2 a U /)々 U /> M 在/<^■时是相当精确的（参见图282)，对于 


j >3, 我们可以使用 




2 2 * — 2 
2 * ( 2 ^- 1 ) 


C n 8^ 


(344) 


并且当3=1/2 时，(在下面的评论与扩展第 [4] 条中考 
虑更精确的近似，当 ）= 1, 2 时，这种近似经常使用）.注意其 


中1/2〃+是倍频程带关于 log 尺度）的中心 频率. 因为在这个频率的 

谱密度函数能够认为是倍频程带的平均值 C , 的一个代表，我们应该发现 v ar 
与5；((1/2) + +)彼此接近，进而，作为 log ( l /2 )+ +) 函数的 log ( var { W,.,})S 
log ( S x ( l /2〃 + )) 的图形应该近似于斜率为 一 23的直线. 


作为例子， 图344的圆圈表示小波系数的样本方差命 li || 2 /\，小 
波系数在图342中出现并在 log / log 轴绘出了作为中心频率1/2#+，）= 1，…，7函 
数的图形.叠合的细线是作为这些相同频率的函数 S x ( l /2#+) 的图形，这些频率 
是针对参数为 < J =0.4, < r 〗 = I . O 的 FD (0.4) 过程（该曲线在 log / log 图形中明显接近 
线性并且最小二乘斜率为一0.79,该值很好地与理论值 一 2^=—0.8吻 合). 虽然对 


于 j = l , 2, 3, 4( 四个最髙频率），很好地与谱密度函数值吻合，而对于 
J = 5, 6, 7不 吻合. 这些样本方差仅仅使用32, 16, 8个值形成，因此我们需要评 
估抽样变化性的影响.在假设的元素来源于高斯分布的随机抽样情况下，而这 
个高斯分布有零均值和未知方差 vaHW ,.,} (由于短暂讨论的去相关属性可以认为是 
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合理逼近），由此得出随机变量 N, 沿 {W^}/ var {WO j 服从具有 iV, 个自由度的/ 
分布(参见 7. 2节).我们可以引用练习 [313b] 论证 

r N } viriW,.,) NjJaHWjJl 
LQ.v ; (0.975) , (3^(0.025 ) 」 

对于未知的 vaHW,.,} 是一个95%的置信区间.在图344中表示出了这些区间，并 

且指出当考虑抽样变化性的时候@{\^.,}与&(1/2> + +)之间的偏差是不明显的（作 
为 log(l/2〃+) 的函数 log(v ar {%J) 逼近斜率为 一 2$的直线的暗示，我们可以通过 
这些变量进行鏺小二乘拟合来估计 A 参见 9. 5节). 

现在来看各种离散小波变换如何使平稳分形差分过程很好地去相关. 

练习 [345] 令和分别为 VV , 和中的两个任意非边界系数（即系 
数不受循环性假设影响）.证明 

cov{ ，Wy，.， 丨= hf . ih /^ Sx . iUtbt )-^' li '+ n + i 1 * (345a) 

1-0 l ' = 0 

其中， h 是滤波器 U,.,} 的宽度.另外，证明， 当 j = j ’，= r + Z ■时，上式简 
化为 

Lj-1 t^-lml-1 

cov{W,."U= 2… Vh" S U / 鋒卜 (345b) 

1 = 0 


我们可以使用式 (345 b ) 来计算对于在第）层的非边界小波系数的理论自相关 
序列，即 


一 cov m 

^ r== y^TiWjJ 


_ 1 ,0，1， … 


(回忆 var { W ^., +r } = var {} = cov { W ^.,， W ).,}). 图 346 a 表示了与哈尔、 
D(4) 和 LA(8) 小波滤波器结合的 FD (0.4) 过程在 j = 4 层和延迟 z— 1，2, 3, 4 
时的计算结果（注意垂直的轴的范围是从 — 0.2 到 0.2). 如图342,在每个自相关 
序列中的值绘出与零的偏差（这些值接近于零以至于看不 清）. 在这12个图的每 
个中，在貴值上的最大自相关性发生在单位延迟上（对于 D (4) 离散小波变换，最 
大的是士一0. 140)，之后自相关序列对于变得很接近 于零. 注意对于给 
定的离散小波变换， I 外1丨随层）增加，但是计算显示对于所有三个离散小波 
变换有丨巧 .1 一 ^,1丨 < o . oi (»5)， 因此单位延迟相关不会增长得超过 y =4 .为 
了比较起见，图 346 b 表示对于 FD (0. 4) 过程的延迟 r = 64 的自相关序列.在图 
中给出的所有自相关性在童值 t 大于图 346 a 中的.因此，在给定尺度中，所有 
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哈尔 


D(4) 


LA ⑻ 


346 a 对于 FD (0.4> 过程中在 r =〗， …， 4 时的自相关序列哈尔、 D (4) 和 LA (8) 的小波系 
数.自相关序列的值从与零的偏差绘起（这些值接近于零以至于看不清） 


o|]ll Hill lll| lll!|llllllliril!lll III IIIMIIIMIII 



图 346 b 对于分形差分过程带有 5=0.4 时的自相关序列向外延迟 t =64 

三个离散小波变换的去相关特性都相当好（注意这三个离散小波变换实际上操作 
相同，尽管——足以感兴趣的——哈尔离散小波变换比其他的稍好 点). 

为了检验在不同层的小波系数的相关性，对于给 定的） 和）'，我们能用 
式 （345 a ) 来计算在 i 和，的网格上的与，'之间的相关性•图 347 a 和 
图 347 b 表示了对哈尔和 LA (8 ) 离散小波变换在的情况下的计算结 
果（练习 [9. 1] 建立对于 D (4) 的情形下的类似的图）.对于哈尔离散小波变换我们 
并且对于 LA (8) 离散小波变换，有 

0，I > I = 

f = - 1, \ j r — j \ — (346) 

7, I / —> I = 3, 

然后令 r — — 8, •••, 8 . 对于/ 和 〆 的这些选择，要确保每个图形在这 
些指标所有可能的选择下包含极大相关.通过尺度的相关是小的，但可以看到利 
用 LA (8) 小波比哈尔小波有一个好处：前者的极大绝对相关比后者要小得多- 





•.记忆过程的分析与综合 


347 




8 0 8 , no.2 

r - 0.0 j = 3 

LniiuwJ-a.2 

-8 0 8 
T 

图 347 a 由 FD (0. 4) 过程和对于满足的层，在哈尔小波系数和，•之间的 
相 关性. 设/ = 2 M — 1 = 而有 r 5 ^ —8，…，8，通过所有可能的’和’ 
组合，我们捕捉到两系数展示的极大绝对相关性 



-8 0 8 


阁 347 b 如图 347 a 中，但现在使用乙八(8 ) 离散小波变换和，取值为式 （346) 

通过 公式化等价式 (345 a ) 的频域，我们可以得到对离散小波变换的去相关的 
另一种 看法. 
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练习 [348a] 利用自协方差序列是谱密度函数（参见式 （267 c )) 的离散小波逆 
变换的事实，证明 

=「 2 (/) S x (/) d /, (348 a ) 

J -12 

其中 //,(•) 是对应于第）层小波滤波器的传递函数. < 

上式表明对于尺度的相关在数 M 上 IJU 8) 比哈尔小波要小 得多： 如图107所 
示，式 （348 a ) 中的传递函数乘积的大小应该随着 L 的增加而变小，这是由于 
和彳 / V . J 通过带通滤波器后变为更好的近似. 

在式 （348 a ) 中令 ）=/, t=t + r , 我们得到式 （345 b ) 的频域等价式，即 

coviW ^. W ^} - f " e a ^ /r H ,(/) S x (/) d /. (348 b ) 

J -1/2 

练习 O . 2] 使用这个表示式来讨论，当5^_)在整个标称通带 [1/2 〃S l / W ] 上近 
似为常数时，对于 r 关0, cov {^„, 我们基于下面的结果可以得到 

进一步的了解. 

练习 [348b] 证明 

co ^ iW ^. W ^) = r e « 2 ^ S ,(/) d /, 

J 1^2 

其中 

S ;(/) 三士 2 < 

上面表明，如果我们忽略边界系数，那么中的随机变量可以作为具有 
谱密度函数 &(•) 的平稳过程的一部分，然而如果 $(•) 接近于一个白噪声过 
程的谱密度函数.即如果叉（《)是近似平滑的，这些非边界小波系数将近似 
无关. 

作为一个例子，图349显示了一个 FD (0.4) 过程（左图）的谱密度函数 
S x (.), 标称通带与垂线勾画的离散小波变换系数州|，…，有关.右图显示 
了当使用 LA (8) 离散小波变换时的谱密度函数 $(•)( 考虑这些谱密度函数的形 
状时，回忆图211说明的频率反序性）.考虑当 /-—) 时， S x O ) 无限地增长，对 
于非边界小波系数谱密度函数具有最大值和最小值，它们以不超过 3 分贝而区 
别.这些5,(*)没有非常不同的事实可以由任意给定倍频程 带时心 （•） 改变不剧 
烈这一事实得到：随着 S x (/)— oo (/—0) 倍频程带长度减小，该过程陈述解释了 
离散小波变换为什么很好地适用于分形差分和其他长记忆过程 （有 关这一点的进 
一步讨论见评论与扩展的第 [3] 条) • 

像第4章，对于一个长为 N = 的时间序列 X =~-[ X 。， …， X N ,] T , 让我们 
把完全离散小波变换写成矩阵形式 w=vv 考虑一个完全而不是局部离散小波 
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图 349 FD(0.4) 过程的谱密度函数(左图）和在州 ，％， H W 4 中非边界 LA (8〉 小波系数的 

谱密度函数（右图).竖轴以分贝为单位，即我们绘出作为/ 的函数 log,<>(S x (/) 的 
图形).左图中的垂直线表示四个的标称通带 

变换的关系是下面评论与扩展第 [1] 条的主题). VV 的协方差矩阵为 

l w = W I x W T , (349) 

其中二是 X 的协方差矩阵（参见式 (262 c )). 这个结果是恰当的并且给出了我们 
希望选择的任何小波滤波器导致的协方差结构，此时适当考虑周期边界条件•一 
旦我们形成州的协方差矩阵，就可以计算出相应的相关矩阵：设是2*的 
第(/«， 》) 个元素，则相关矩阵的第（讲， W ) 个元素吋以由 2w. m .n/V ) 

来定义. 

图350、 35 U 和 351 b 给出了由时间序列 X 生成的 VV 的相关矩阵. X 是与哈 
尔、 D (4) 和 LA (8) 离散小波变换联合的 FD (0. 4) 过程中长为 N = 32 的一部分. 
通过每个图形中的一系列峰点的线给出了对角元素，所有对角元素是单位元并且 
常用来衡量非对角相关的大小.最前峰点和最后峰点分别是元素 
(31, 31) 和 (0, 0). 沿着图像的右边缘的黑色节点给出了子空间 '^和 = 
1，…， 3) 之间的边界.这些图证实了前面关于各种离散小波变换的去相关属性 
的结论.例如，图350中对于哈尔离散小波变换远离主对角线的峰点由尺度间的 
相关所致（参见图 347 a ). 在图 35〗 b 相应的部分中，对于 LA (8) 离散小波变换这 
些相关是比较小，这与图 3 4 7 b —致.这些图的其余值给了我们一些关于离散小 
波变换如何处理这些边界小波系数的 启示. 如果把关于哈尔离散小波变换 （没 
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图 350 由分形差分过程中取 3=0.4 的长 N =32 时的部分的哈尔小波系数的相关矩阵 

有边界系数）和 D (4) 离散小波变换（在中有一个边界系数，在你 2 到你 5 中 
有两个边界系数）的图形进行比较，可以看到后者涉及边界系数的相关：这些 
在图像的边缘的峰点，除了在中间近似大小的那些峰点之外. D (4) 和 LA (8) 图 
的比较显示了以延伸边界为方法， LA (8) 离散小波变换减少了影响相关的边界 
的数量. 

最后，让我们回忆在这个例子中， X 有一个相关矩阵，该矩阵的第 （ m ， n ) 
个元素由!给出，其中0 < 丨讲一《丨 < 31 .这个自相关序 
列在图 346 b 中延迟为64,但是对于延迟小于等于31，最小值是以⑴=^=0.338, 
该值比对 W 的三个已显示相关矩阵的任何非对角元的量 要大. 因此，虽然离散 
小波变换对去掉分形差分过程的相关性不是完美的，但是离散小波变换系数显示 
的总相关性明显比在 X 中的原始随机变量要小得多. 

9. 1 节的评论与扩展 

[1] 让我们考虑图342所示的 = 7 层的 LA (8) 的部分离散小波变换的另一 
方面. 在右上角，我们表示了对于在尺度系数循环平移向量中的八个值的抽样自 
相关序列.在 V 7 中的所有八个值是负的，是在这个特殊模拟序列中的大部分值 
为负值事 实的一 个反映 （即使 分形差分过程 } 有零均值，但是从一个长记忆过 
程实现的特征化是一个十分长拉伸的趋势，这个拉伸或者以正值为主，或者以负 
值为主).在抽样自相关序列中的所有 〖个 值均为正，并且有三个在抽样定理所 
陈述的上限 之外. 自认为仅从这个例子做出很多结论是危险的 （特 别地由于依据 
抽样定理上限基于假设远多于八个值〉；尽管如此，这个例子还是与理论一致， 
因为考虑到对于分形差分过程的小波系数是近似无关的，尺度系数事实上给出了 
一个长记忆结构本身.因此，尽可能处理少的尺度系数是明智的，这就是我们为 


长记忆过程的分析与综合 


351 



图 351 a 如用350,但是现在使用 D (4) 离散小波变换 



图 351 b 如阁350,但是现在使用 LA (8) 离散小波变换 


什么在这里使用完全离散小波变换而不是部分离散小波变换的原因 • 

[2] 在第8章所讨论的概念内容中，注意，图344是与小波方差有关的谱密 
度函数估计的一个例子，并且由式 （316) 描述，该式借助于式 （306 b ) 的极大重叠 
离散小波变换的无偏差估计然而，我们这里使用的过程相当于使用 
式 （308 b ) 中基于离散小波变换的有偏差估计量0 ( r> ) 来代替，因为 

II Wj HVN,. 

[3] 我们已经讨论了 LA (8) 离散小波变换作为一个 FD (0. 4) 过程的去相关器 

工作得好 （ Whitcher , 1998, 4. 1.1 节，证明了， 当一 •时，可以得到去 

相关的同样的度，并且哈尔和 D (4) 小波也是如 此). 这里主要探讨它在其他平稳 
过程中运行得有多好.作为一个具体的例子，让我们考虑一个/>=1阶的自回归 
过程 （ AR 〉， 每个式 (268 e ) 能写为其中多是 AR (1) 参数，而 U } 
是一个有零均值和方差 V 的白噪声过程. 对 于此过程的谱密度函数由式 (268 f ) 给 
出并且在图352中绘出在 d = l ， >的两个值也就是 0. 9( 左上图）和一 0. 9( 左下图） 
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图 352 AR (1> 过程中取#==0.9(左 上图〉 和 >=—0.9( 左下图）时的谱密度阐数，和相应的非 

边界 LA (8) 小波系数在 IV ,，…，州，时的谱 密度函 数 （ 右边两图）.纵轴是以分 W 为 
单位的，且左图中的垂貞线表示四个％的标称通带 


时的图形.对于 AR (1) 过程，相对应的自相关序列由给出.因为这个自相 
关序列随着 r 变大指数衰减到零，所以一个 AR (1) 过程认为没有长 记忆. 图352 
的右部分表示对于非边界小波系数，…，的谱密度函数 &(•)( 上图是多= 
0.9, 下图是#=一0.9).图353表示相对应自相关序列的部分（上部分是炎= 
0.9, 下部分是 ^=-0.9). 我们看到离散小波变换合理且理想地把 ^ = 0.9 过程去 
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阉353 AR (1) 过程汴參取 0.9( 上曲一行）和 一0.9( 下曲 •行〉 时关于 LA (8) 小波系数 W ,.,， 
> = J . 4的自相关序列， r -1, i 

相关（但是对于 FD (0. 4) 过程是不好的，参见图 346 a 的下面图形，并且注意到 
阁352对应的谱密度函数 $(•) 比阁349的表现出更多的偏差 h _，离散小波 
变换失败 T 作为4=一0.9过程的去相关，这是由 PW , 所表现的自相关序列值不 
接近于零.在这里离散小波变换拙劣的原因是对 T 具有4 —— 0. 9的 ARU ) 过程 

的谱密度函数在整个标称通带有相当大的变化.与 VVi 有关，这引起了 

一个典型的非平滑 &(•). 因此，当离散小波变换对于许多时间序列而作为去相 
关器使用时，就可能失败，无论何时在已给定的倍频程带有太大的变化. 
( Whitcher (1998) 的 4. 1. 2节讨论了覆盖整个范围~ 1<#<1的自回归过程.对于 
另一类平稳过程，练习 [9.3] 给读者改变产生绘出的与图352和图353类似的 
图形 .） 

当离散小波变换在此不成功时，注意到对?土0. 9的谱密度函数是彼此镜 
像的，以至于如果用通常的方法能在相反方向上做出[0, 的一个倍频程带分 

裂，那么可以把对0=— 0.9 的谱密度函数分成与当 # = 0.9 时变化一样小的区 
间.事实上，这个反转可以通过选择规范正交变换来完成，该变换是在小波包树 
范围内的离散小波变换的“镜像”(参见 6 .】节).更一般地.在时间序列基于小波 
的仿真的内容中，对于适应地去掉给定的时间序列的相关性， Percival 等 
(2000 b ) 讨论了一个从小波包树中适当地选取变换的方案. 

[4 J 这里讨论 C , 与（： 2 的近似，这个近似比用式 （344) 得到的更精确（这个近 
似在所要求的时也可以使 用）. 思想是用在积分区间 [1/2， 1 ，1/ P ] 的中点 
的泰勒 （ Taylor ) 级数展开来近似式 （343 c ) 的被积函数.令^ =兀/， "8 . 则有 

r _ 2 ^，r 一 — d/ 三？ «<£>dx, 

Cl - 2 Jw" DtsW)]* 7 ^ ^ 

其中 w(a-)=J* ,, /sin /} (x). “ （•） 的一阶导数和二阶导数分别由 
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u f (jr ) = _ g - rW ^> 

sin^(x) sir/"(:r) 

和 

ff, . _ ^r ? ~h — 1 ).r^' 2^x^' cos(jt) I 0(0-^ Dx^cos 2 (jc) 

= sin ^(. r ) _ sin ” (: r ) sin ^ 2 ( j ) 

给出.在区间 [^ t ， 吾]上 ，我们能用 

u(jr)^ u(m) — nu/ (m) + --u^C/n) + [«/(w) — mu\m)^x -f- 

= a 0 - hai.r 4 a ^ jr 2 

来逼近 《(•), 其中/«^371/2 〉 〗 是区间中点.这产生 



('心誓 L: 

( a,)X ^ + 4 - azx 2 ~ ? dj： 



, +A!" + A 2 .,) ♦ 

(354) 

A”., = 

，，愔 !.= 卜 ( 

Jt 2" ,_ ^ — 1 

P 本 w+1 ; 


U”log(2> , 

/? = w + 1. 


[5] 对于分形的布朗运动 （ FBM ) 使用规范正交小波分解来近似变白滤波器在 
FlandrirK 1992) 已经讨 论过. 通过抽样分形布朗运动感兴趣的形式的离散序列， 
FUndrhi 得出了离散计算 . Tewfik and Kim (1992) 在分析由抽样分形布朗运动的 
形式产生的小波系数的相关性时注意到了周期边界条件的影响，这些在他们的定 
理中无任何 暗示. 在某种条件下，得到边界系数不存在这种理想化假设， 
Dijkerman and Mazumdar (1994) 证明了分形布朗运动的离散小波系数通过尺度 
按照指数快速衰减并且依时间按照双曲线快速衰减.分形布朗运动的更进•步的 
结果在 Ma S ry (1993) 和 Wang (1 S 96) 中可以肴到，他们也讨论了分形布朗运动的 
“导数”（离散时间分形高斯噪声 （ FGN ) 过程的一个连续时间模拟）. 

[ 6 ] 用小波型变换来分析长记忆时间序列的思想至少可以追溯到 Allan 
(1966), Allan 的 “ Allan 方差” 用于高性能振荡器的频率平稳性的一个时域测埴. 
正如 8. 6节所注意到的，当使用哈尔小波滤波器时，在特殊的尺度上 Allan 方差 
直接和小波系数在该尺度上的方差有关.对于平稳增量的过程可以计算出 Allan 
方差. 一 个普通过程模型的使用是分形布朗运动，这是一个有平稳增量的连续时 
间过程（参见 7.6 的讨 论）. 这样的过程在•个宽的频率范围上有幂规律形式具有 
指数 a 的谱 （ Flandrin ，1989), 并且指数和在特殊尺度上的 Allan 方差有简单的 
关系，因此提供了估计《的种方法，正如 Perciv a l (1983) 所研究的.虽然仅当 
用哈尔小波滤波器时 Allan 方差和小波系数的方差有关，如果使用其他的适当紧 

支撑滤波器，那么在一个尺度 h 的小波系数的方差能再次和谱指数有关-参见 

Abry 等 （1993) 的分形布朗运动例子，及 PercivaK 1995). 
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9.2 长记忆过程的模拟 


让我们现在考虑如何能使用离散小波变换近似去相关的分形差分过程以便产 
生该过程的模拟（本节和下一节的材料是建立在 W 0 rne ll (〗993, 1996), McCoy 
and Walde n (】996) 之上的）.假设向 t 夂=[入。，…， Xx -,] T 包含来自一个平稳 
分形差分过程彳 X ,}长为 N = f 的一部分，该过程具有零均值和参数3及令 
Wv 是定义完全离散小波变换的 NXN 阶矩阵（为了使本节的讨论更清楚，对于 
这个矩阵把下标增加到这个矩阵的标准记号中）.如果我们令么是 X 的协方差 
矩阵，那么，如前面所述，对于离散小波变换久的协方差矩阵由 = 
W . v 2 ：x Wl 给出（这是式 （262 c ) 的应用）.去相关性质说明的非对角元是相当 
小的.正如 McCoy and Walden ( 1996) 中，让我们用 NX A / 阶对角阵 A v 来近似 
这个矩阵， Av 的对角元素为 


C, ，…， C 】 ,C 2 ，…， C z ， … ， C ) ，…， C; ，… fCj-i »Cj_! ，Cj »C； + i 

、_ y» — • 、 — y~ ' - V ^ - - V ■■ ^ 


(355a) 


令个 宇个 貪个 2 个 

正如式 （343 b ), 此处， C ^ var { W ,. f }, > = 而丨仍然是由 W 的最后 

元素的方差决定的近似（即 V ;的单个元素 V 』.。）.从练习「97]我们知道，对于任何 
基于 Daubechies 小波滤波器的离散小波变换， VV ^ v 的最后一行的元素均等于1/ 


y / N , 由此得出 R ,。 必须等于 X /#， 其中叉是 X 的样本均值. 

现在我们能通过下面的步骤获得高斯分形差分过程的一个近似模拟.首先， 
可以用式 (343 c ) 通过数值积分计算近似方差 q ， > = •/( 另外可以用准确的 

方差 var { W ,.,>, 它由式 （343 a ) 计算得到，来代替这些近似方差或者用式 （344) 给 


出的对的简单近似其次，利用下面的结果来决定是 var{V0.。} 
的近似). 

练习 [355] 证明 

提示： 从式 （302) 出发. <1 

如果把式 （284 c ) 给出的 var{X,} 的表达式和对 var{W,.,} 已经计算出的近似量 


C , 结合起来，就得到 


Cy+i S N ( 


o 2 t m-2$) 



(355b) 


最后，如果令式 v 表示偏离具有零均值和单位方差的高斯白噪声过程的 N 维向 
最，我们能形成 

y,-s( = vv^a .v Z z \ » 



356 


第 9 幸 


2.0 vvA/v/sa r •， ° 

1.5 


0 1G 32 48 64 

m 

图 356 协方差 矩阵厶 和 l：r (分别是锯齿状粗线和水平细线）的对角元素和 

m *=0, …， N -1- r , 厶 对于抽样尺寸 N = 64 由具有4 = 1的一个 FD (0.4> 过程而 
来，并且為是使用 LA (8) 离散小波变换构造的.对于每个协方差矩阵.绘出了二条 
对角线，即主对角线 （ r =0) 和前两个偏对角线 （ r = l ，2). 因 此厶显 示了对平稳过 
程的 Toeplitz 结构，它没有近似 2 V 



我们把作为对 X 的一个近似（在上面， AV 2 是一个对 角阵， 其元素是 Av 元素 
的平方根，即 

现在让我们来研究如何较好地把 Kv 和 X 的统计属性匹配好.因为 Kv 是高 
斯随机变量的一种线性组合，所以服从多变量高斯分布，正如我们假设的，对于 
X 这也是真的.这个分布完全由它的均值向童和协方差矩阵决定.因为 E { Z . 、•}=() 
( N 个零的向量），由此得出 £：{ y . v }=0, 这与分形差分过程彳 X ,}的零均值假设是 
一 致的. 由于对 Zv 的协方差矩阵正好是单位阵， 式 （262 c ) 指出 y . v 的协方差矩 
阵由 = 九 V 给出，这就是想尽可能近地逼近: Sx . 现在{叉]是平稳过 

程，因此 2* 的第 （ m ， m ) 个 元素由给出，其中 { Ax . r } 为过程的自协方差序 
列. 对于任何平稳过程，协方差矩阵具有 Toeplitz 结构，因为沿着任何给定的对 
角线上的值是相同的，计算指出 &没有 这样的结构，即 Y .、， 中的随机变童并不 
是平稳过程的一部分.作为例子 (為表示了 的第 （ m ， ”) 个元素），图 356 中 
锯齿状粗线显 示了在 N = LA (8) 离散小波变换和 8=0.4, W = 1 的分形差分 
过程的情况下- ,在，《=0, 1,…， N - l - r ( r =0, 1, 2) 时的 图像. 重叠的 
水平细线给出了 Xx 对应的值，即 h . D 、 s x ,, 和以. 2 . 

虽然 Yn 不是平稳的，但是应用随机循环平移，可以从 Kn 产生一个平稳过 
程（如第4章所述，离散小波变换自然可以处理循环的时间序列）.相应地，令 K 
是一个在整数0，1，…， N —1 上均匀分布的随机变量，并且 = 其中 

T 是围绕式 （52 a ) 的讨论定义的循环平移矩阵.练习 [9. 4] 的责任是证明 fv 中的 
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阁357对于 FD <0.4> 过程，真实的自协方差序列（细线）和基于小波的近似 A 协方差序列 （ 粗 
线）.近似的自协方差序列是基于 LA (8) 离散小波变换，在这个变换中，我们产生 
长为 M 的一个序列，之后扩展这个序列为长 N =64. 随者 Af 从 N 变化到 4 N ， 近似 
0协方差序列越来越接近于真实的自协方差序列 

随机变童形成了平稳过程的一部分，该过程的自协方差序列由下式 确定： 

Ay ., ^ ^^ y . m . mKrraod . V ， T = 0，1 ，…， N — 1. (357) 

借助于图356,通过平均化显示对角线可以得到自协方差序列（对于 r = l 有一 
个附加项，即為. V -:,。，并旦对于 r =2 有两个附加项，即 Am 和為 . n - u ). 
图357的左图比较了目标 FD (0. 4) 过程（细线）和近似 Pn 过程（粗线）延迟 r =63 
的自协方差序列.当对于小延迟有好的对应时，在中等和大的延迟上这并不正 
确（练习 [9.4] 的最后部分给出了这种差异性的解释：正如图形所表现的，事实 
上，对 Pv 的自协方差序列约束是关于 r = N /2 对称，即对于1*=1，…， N /2 
有 Sy . S - r ~ Sy • 

求助于基于离散傅里叶变换的高斯谱综合方法 （ GSSM ， 在 7.8 节叙述）的相 
同策略，我们可以获得更好的对 X 的近似模拟，也就是产生长为 M > N 的模拟 
序列并且利用前 N 个值.本质上，子采样破坏了离散小波变换所强加的内在循 
环性，因此导致了对要求的自协方差序列延迟 r == N _ l 的较好的近似.图357 
的中间图和右图比较了对于长为 N -64 的序列所要求的自协方差序列和近似的 
自协方差序列（分别是细线和粗线），该序列分别是长为 iVf =2 N =128 和 M = 
47 V =256 的模拟序列的子采样.在 M =2 iV 情况下，在最大的延迟上仍然有某种 
微小差异，而 M =4 N 时有相当大的整体一 致性. 对于 M 的选择和高斯谱综合方 
法中运行较好的一样，因此在这里也使用它. 
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阁358具有零均值和参数$=0.4, W =1.0 的 FD 过程采用基于 LA (8) 小波，长为 N =〗 024 
的序列的模拟 


总之，用于产生长为 N = 2 ; 的时间序列所使用的基于小波的过程建议包括 
如下几个步骤，而时间序列是分形差分过程的一个近似. 

[1] 在计算机上使用伪随机数发生器产生向量 Z M ， 该向量包含具有零均值和 
单位方差 M -4 N 的高斯白噪卢偏离. 

[2] 使用数值积分，用式 (343 c ) 来计算近似方差 C ,, ) = 1 ，…， J + 2 . 在式 
两边用 J +2代替 J ， 用式 (355 b ) 计算 

[ 3 ] 用 yrr 乘以 z M 中前 m /2 个元素，用 i 乘以接下来的 m /4 个元素，依 
次类推，直到最后四个元素，最后四个元素分别用 V ^ TT ， v ^ T ， 


来乘（当抽样尺寸由 N 增加到 M = 4 N = 2〃 2 时，这与式 （355 a ) 是一致的）. 
可以把乘法结果表示为 AlZ M . 

[4] 计算 y M = w ^\ jz M (实际上，我们不明显地生成 > V M ， 而是使用第 4. 6 
节评论与扩展中描述的离散小波逆变换塔式算法）. 

[5] 利用伪随机数发生器得到在整数0, ：!，•••， M —1 上的从一致分布的一 
个偏离 / c . 然后想要的模拟序列是广， y <+ lm 0 dM » v ^ N -. m odM . 其中 y , 是 
的第？个元素. 

例如，图358所示的是长为 N =1 02 4 的一个序列，这个序列是从使用上面 
带有 LA (8) 小波的程序的一个 FD (0.4) 过程模拟得到的.定性地，这个序列与 
图342的底部的一个序列在性质上是类似的，它已经用在 7. 8节中描述的基于离 
散傅里叶变换的精确的 Davies-Harte 方法生成的. 

实际检验证明了在正确的性质下基于小波的方法在仿真中如何得好.为了研 
究这些，我们用 LA (8) 基于小波的方法和 Davies - Harte 方法生成的一个长为 N = 


64 的10 000个模拟 FD (0. 4) 序列. X*.,， f = 0， 1 ，…， N — 1表示任何一个模拟 
方法的第 々个序列. 对于每个序列，我们计算自协方差序列的一个无偏估计： 


N 


X*, 


= 0,…， N - 1， 



长记忆过程的分析与综合 


359 



图 359 Davies-Harte 方法（图中部细线）和基于 LA(8) 小波方法（粗线）对于 FD(0.4) 过程生成 
的超过10000个实现的平均的向协方差矩阵的估计.图中丄•.下两条曲线表示用两种方 
法时 k u> 的5%和95%的10 000个模拟的经验分布 

然后形成在所有10 000实现上的抽样均值： 

9 999 

*^ U， = Toooo^ s ^. 

两种方法得出的序列如图359的中间部分所示，其中粗线和细线分别表示基 
于小波的方法和 Davies-Harte 方法得出的结果.这两条曲线实质上是-样的（这 
个图所给出的分辨，真实的自协方差序列的图的一部分和 Davies-Harte 方法 
是不能区分开来的）.图中上下两条曲线表示用两种方法时化 1 )的5%和95%的经 
验分布.在用基于小波的方法时低的百分点很接近，在高的百分点上有明显的一 
点向上的偏离，基于小波的方法的演示完全可以接受. 

因为基于离散傅里叶变换的 Davies Harte 方法可以得出具有正确的统计性质 
的高斯分形差分过程的模拟，它比任何近似的方法都 优越， 甚至和基于小波的方 
法一样精确，然而基于小波的方法可以容易地适合提供在两种情况下的模拟，而 
用 Davies-Harte 方法的时候是会出现问题的：模拟很长的时间序列（例如，在某 
些实时的应用中是需要的）和模拟具有随时间展开随机性质的序列. 

在第一种情况下，用 Davies-Harte 方法来生成一个很长的时间序列是有问题 
的，因为必须用典型的快速傅里叶变换算法来计算离散傅里叶变换 N==107 个 
值，这是计算机时间和记忆禁止的量.快速傅里叶变换算法和离散小波变换塔式 
算法是 0( Nlog 2 ( N )) 和 O ( N ) 的计算复合，因此，当 /V 很大的时候离散小波变 
换算法具有很大的时间 优势. 另外 • 如果-个很长的序列对实时的应用来说是必 
要的，那么离散小波逆变换算法的局部性质可以开发成有效地模拟时间序列“起 
飞”.为了给出此项工作的一个想法，我们考虑，比如 KmSWLW 的元素 W ， 
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m 360越于 LA (8) 小波方法模拟由过程的一列长度 N ==1 024的序列，该过程具有时间变化 
统计的性质 


其中且我们假设 2 》97. 因为依照 V . w , W 包含离散小波变换 
系数 • 所以我们可以把它分成通常的分量…， V ^, 2 * V ; . 2 . 如果我们专门 
研究哈尔离散小波变换，就可以用 W 中的_/ +3个元素的线性组合来表示^7, 
即子向量的一种形式可以是如下方式： 

W,.,^ ’W^ 2 | » W 3 . 12 ，灰 4. 6 »^7.0 ^ ) .2.11 ， Vji 2 ,0. 

当我们从 y 9 r 运动到时，线性组合解出几乎相同的一组元素，我们只需用 

w ,., ( ，代替另外 y 37 和的前两个系数保持相等(分别由 i 和一|变成 


一_和+).如所描述的，因此我们能够借助于来表示 


v 98 


V 9 7 


W lAi ^W lA9 W 2 , u 
~n —~ 丁 


当我们继续下去，在每个时间点能够继续直接用每个子向量中的一个元素 • 记忆需 
要是十分许制的，并且这个方法对于满足实时的计算的需要已经很简单了.相关的 
方法能够提出，例如 D (4) 和 LA (8) 小波，由于 K 依赖亍每个 子向董 中的少数元素 


(Percival and Constantine , 2000). 

现在让我们简单地讨论一下，基于小波的模拟方法如何能够适应模拟其统计 
性质变化超时的时间序列.在模拟很长的时间序列的情况下，主要的是在中 
已给定的元素州中的每个元素有部分的影响.作为一个简笮的例子，我们假设 
M=N = 2\ 在每个式 （355 a ) 的 J + 1 组中生成对角矩阵人、•的元素，因此 Q 值 
由应用于一个 FD (0. 4) 过程的 LA (8) 离散小波变换来决定，但是我们可以修正对 
组中第/个元素，由 （ N ,—/) C )/ N,U = 0， …， N >_1) 给出，其中）= 1，…， 4. 
这模仿了这样一个过程，这个过程的高尺度的性质用长记忆过程来决定，但是它 
的低尺度的性质随着时间而 变化. 这个过程的一种实现已经在图 360 中展示了 
(为了精确地控制一个过程的统计性质合拍的演变，我们需要知道哪个小波参数 
决定时间序列的哪一部分.时间与^0中每个参数之间的关系对于哈尔小波很容 
易做出，这在 4. 8节中已经发展到对于最接近对称小波的情形了，为了保持这个 
例子的简单性，我们就不使用这些关系了） • 
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最后，我们注意 Davies Harte 需要自协方差序列的知识，它是真正有利于分 
形差分过程，用来测定另外的过程并不容易，基于小波的模拟工作完全需要平均 
谱密度函数的层或者等价的小波 方差： 没有必要知道过程的协方差矩阵.因此我 
们可以思考，对于标准的短记忆过程可以将这些表达为一个普通的模拟技术处 
理，从而一个完全已知的协方差矩阵适于 Cholesky 分解（例如，参见 McLeod 
and Hipel (1978) 或者 Kay , 1981). 

9. 2节的评论与扩展 

[1] 用小波按照不相关的具有一个已知方差级数的小波系数来解释合成的随 
机过程的思想是由 W orn dl (1990，1993) 提出的.这些文章集中于模拟连续的非 
平稳的过程，这些过程当/-0时具有幂规律性质.实际上，模拟方案再次规划 
为一个迭代“上抽样滤波器融合”的离散时间序列算法，后面是单一的离散-连续 
卷积 （ Wornell , 1993,附录 I ). Masry ( 1993) 将 Wornell 方法应用于分形布朗运 
动时对他的方法进行了 评论： 他指出分形布朗运动不能够经过一个小波级数表示 
严密地合成，因为对于分形布朗运动小波系数不是不相关的（然而，看起来 
Wornell 总是打算使他的方法变成一个近似的结果). 

[2] 有趣的是，我们注意到歹、的任意 元素之 的单变量分布是高斯混合模型， 
这一概念我们将在 10.4 节中介绍和利用，随机的循环平移多变景髙斯随机变量 
的一个向设的方法，因此是构造具有非高斯的单变最分布的平稳过程的一种可行 
的方法. 

9.3 平稳分形差分过程的极大似然估计 


假设现在我们有一个时间序列是具有未知参数 [―|-» 和〜 2 >0的零均 

值的平稳分形差分过程，是由叉= [兄 ，…， Xn -】] t 部分实现，其中如前 
对于某个整数•/成立（即使最初我们最感兴趣的是长记忆分形差分过程，即占€ 


(0, 士)，这里出现的理论在& [一 音， 0] 的短记忆分形差分过程中也成立)•我 

们想基于 X 来估计这些参数.在假设久服从多变量的高斯（正态）分布的情况下， 
使用极大似然方法来估计 和，.给定观测值 X ，对于3和 V 的似然函数由 

(361) 

给出，其中么是 X 的协方差矩阵（即它的第（讲， 《) 个元素是由式 （284 b ) 的 
s x .，„ „给出的），而丨丨表示的行列式.注意似然函数是独自通过 L 依赖 
于占和，的.我们能够对于任何特殊参数值进行主要的关于似然函数的估计.占 
和 V 的极大似然估计是 V 丨 X )作为5和 d 函数的最大值 • 但是，存在着两 
个准确的极大似然估计的实际问题 （ Beran ， 1994, 5. 4 节）. 首先它们的行列式 
的计算是很耗时的，因为 d iX ) 是由估计来计算的，这是有损耗的，甚至 



362 


第 9 章 


对于中等的 N 也是如此.其次，当8趋于 j 时在计算似然方程时有可能是数值 
不平稳的.有效的数值稳定的似然佔计是我们考虑且感兴趣的. 

这里我们考虑一个近似的极大似然估计的方法.实际上能够由 

近似给出，其中 ㈧ 是一个离散小波变换矩阵， Av 是一个以心为对角 
元素的对角阵，其中 C , 在式 (355 a ) 中描述.由这个近似，我们有 

I X) LI X) = - t~ x x (362a) 

(2 7 r ) v /2 | ix | ,/2 

现在 £( 心 <r t 2 I X) 的最大值等价于（重新尺度化与重新局部化）对数似然函数 

U8,o z t \ X) =-21og(L(^,tf. 2 | X))-Nlog(2jc) = log( | 2 X | ) + X T Xx'X 

(362b) 

的最小值.我们可以用下面的结果简化第一项. 

练习 [362a] 如上 N) 三 N/2 ), 证明 

j 

log( 1^1) = log(C; +l > +2 N,log(C,). < 

在这点上要了解 C , 是怎么精确地依赖于 d 和 V 是很方便的.对> …， 

J ， 式 (343c) 表示，我们能写成 

Q = 此⑻其中 C; ⑻三 2 广 ^ [4si - 2 ； - /T7 d/; 0620 

另一 方面） =*/ 十 1 ，由式 （ 355b ) 可得 

C 川 =a t 2 C ； +1 (^>, 其中 C\ +x (d)^N PH 自 〜 C;(S). 

(362d) 

现在我们可以写成 

j 

log( | 2x I ) = Nlog(«yf) 4 - log(Cj-i (d)) 4- 2 N^logCCy ($)). 

尸 j 

式 (362b) 第二项可以如下化简. 

练习 [362b] 证明 





注： 基于利用哈尔、 D (4> 和 LA (8) 小波滤波器的式 （362 a ) 的似然函数，参数3的基于小波的近似极 
大似然估计的抽样均值、偏差、标准差 （ SD > 和平方误差均值的平方根 （ RMSE ). 所有1024 

个时间序列都取长度 / V =]28 和模拟使用 Davies - Harte 方法. 相应的确切极大似然估计多 统计霣 
在最后一列给出. 


对 bg ( 丨左*丨 ） 和尤 T Sx l X 的表达形式如上，我们可以把式 （362 b ) 重新表 


1 ( 8 , X ) -NlogC^ 2 ) 4- log(C； +1 (5))+2 N,log(C； ( S )) 

自 士£咐 (363a) 

对式 (363a) 的右边关于 d 求微分，再使得到的表达式为零，我们可以得到一 
个 d 的近似极大似然估计 W 的表 达式. 关于V求解得到估计值^〗，它能够作为占 
的函数用 

扣十自‘習叫 (363b> 

给出. 利用上面的表达式，我们可以从式 （363a) 估计参 数 a t 2 ， 得到 Brockwell 
and Davis(1991) 提到的 简化的对数似 然值： 

Hd I X)= l ( 8 * d 2 t ( 8 ) I X) — N 

J 

=Nlog(W ⑻ ）+ log(CT i+1 ⑻ ）+ 2]NJog(C ; ⑻). (363 c) 
一旦我们把式 （363b) 带入上式，化简的似然值就仅仅依赖于单个参数5，而 


在区间[一 |， +) 上确定$的数值，即义“，是一个简单的问题.最小化 

hd I X )# f » j 5 (s> ♦ 这个最小值就是5的近似的极大似然估计，在我们决定了 W 的 
值后， 通 过把它代入式 (363 b )， 就可以得到相关的 d 的近似极大似然估计 
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表 364 




MLE 

8 


哈尔 

D (4) 

LA (8) 

确切值 

0. 25 

均值 

0. 225 6 

0. 236 3 

0. 240 2 

0. 244 3 


偏差 

-0. 024 4 

-0. 013 7 

-0. 009 8 

— 0. 005 7 


SD 

0. 050 5 

0. 049 5 

0. 050 2 

0. 047 9 


RMSE 

0. 056 1 

0.051 4 

0.051 1 

0. 048 3 

0.4 

均值 

0. 371 0 

0. 383 2 

0. 388 6 

0. 390 0 


偏差 

—0. 029 0 

一 ()• 016 8 

-0.011 4 

— 0.010 0 


SD 

0. 048 8 

0. 047 8 

0. 046 5 

0. 043 7 


RMSE 

0. 056 7 

0. 050 6 

0. 047 9 

0. 044 8 


注： 如同表363,但是现在取 N = 256. 


为了看看这些近似的极大似然估计效果如何，我们用 Davies - Harte 方法(参见 7- 8 
节)模拟1 024个高斯 FD (0. 25) 和 FD (0.4) 长度为 N =128 和 N =256 的时间序列，然 

后使式 (363 c ) 极小来估计 S 的值义°，我们考虑3种不同的小波滤 波器： 哈尔、 D ( 4 ) 和 
LA (8). 对于给定的$和 N , 令•"是 第”个 模拟序列的极大似然估计.对于 &的两 
个估计值和 N = 128,表363给出了》，^的样本均值 f 和样本偏差（即巧一幻，以及 
样本标准离差 ( SD ) 和平方误差均值的平方根 ( RMSE )， 即 

(1^§( 卜 - 叫 ,2 和 (rk§ ( ^^ )2 r. 

表364显示了当 N = 256 时的相关 结果. 对于5的两种选择，哈尔小波导致比其他 
两种小波更大的偏差和平方误差均值的平方根.当 $=0. 25时，在 EX 4) 和 LA (8) 的结 
果中实质上不存在选择：前者存在较大的偏差，但平方误差均值的平方根则几乎完 
全 一致. 当占 =0.4 时， LA (8) 的确比 D (4) 要更好一些.我们可以想到，当我们把 
样本容量由128增至256时，偏差和平方误差均值的平方根都会下降 • 

两个表格的最后一列都给出了 $的精确极大似然估计&的相关结果 （参 见评论 
与扩展第 [4] 条），我们看到 LA (8) 小波的平方误差均值的平方根比精确方法大约 
大10%,所以基于小波的逼近是相当好的. Kashyap and Eom (1988) 导出了对于 

吝无偏估计的均方误差的渐近， Gran ^ r - Rao 下界当 N = 128和256时，平 

方误差均值的平方根分别为 0.068 9和 0.048 7. 这些值对 D (4)、 LA (8) 和精确方 
法而言都是与平方误差均值的平方根相符合的. 

我们的结论是到目前为止都假设 X 是零均值平稳分形差分过程实现的一部 
分.在实际应用中，我们很少知道过程对于一个时间序 列先验 的均值 

所以有趣的是，修改我们的计划使 P 成为另外一个待估计的参数.因 
此，给定观测值 X ，我们现在考虑将似然 作为匕 V 和^的函数，使式 (361) 变成 
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其屮 i 是/ V 维向量，它的所有元素都是 1. 式 （362 b ) 的对数似然函数现在变成 
' U 8. al，fjL | X ) = log ( I |) +( X -^ l ) T 2 i l ( X -^ l ). 

第一项可以再次化简作为练习 [362 a ]， 而第二项则可以变成如 F (参见练习 
[362 b ]). 

练习 [365 a ] 证明 

式 (363 a ) 现在变为 

J 

U 8, a],fji I X ) - NlogCff . 2 ) + logCC ；., ( d )) + ^； N > g ( C ; (幻） 


1 (NHX-u) 1 
(d) 


E 




〜 -i 


从式中明显看到，//使上式极小化的值产生极大似然估计 A = 对于 S 与 ( T t 2 的极 

小 化值同 样无关 紧要. 因此 /i 一经确定，对于 d 的极大似然估计现在取 

^ = (365) 

(参见式 C 363 b >). 有了对乂（幻的新定义，对 于&的 递减对数似然函数的形式和 
前面的相同（式 （363 c )). 

练习 [365 b ] 假设有用于时间序列 X 的计算程序并且在过程均值已知为0的 
假设下计算极大似然估计&，和么 2 .讨论：如果 X 有一个未知过程均值"，则用程 
序对 X — XI 代替 X 能够获得对3和 V 的极大似然估计（即仅需要在引用程序以前 
减去每次观察的抽样均值). < 

为了看未知过程均值的效果，从新计算可以得到表364,每个模拟 X 用 X — 
XI 代替，在表中有单一的差异.表366给出了在1 024个模拟序列上，对5的各 
种极大似然估计的统计总结.偏差、标准离差和平方误差均值的平方根在这里都 
明显比表364中相应的序列差.因此在试着去估计$时，如果对过程均值缺乏 
了解，就要付出代价（注意在 8. 1节讨论长记忆过程的样本方差所得到的类似 
结果）. 

作为例子，使用具有未知均值的一个实际时间序列，参见 9. 8节，那里对尼 
罗河最低水位计算了 
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表 366 




MLE 

S 


哈尔 

1 X 4) 

LA (8) 

确切值 

0. 25 

均值 

0. 205 8 

0.218 2 

0. 222 7 

0. 227 4 


偏差 

-0. 044 2 

~0. 031 8 

-0. 027 3 

_0. 022 6 


SD 

0. 055 9 

0. 055 1 

0. 055 7 

0. 052 8 


RMSE 

0. 071 2 

0. 063 6 

0. 062 0 

0. 057 5 

0.4 

均值 

0. 344 9 

0. 360 2 

0. 367 2 

0. 368 7 


偏差 

一 0. 055 1 

〜 0. 039 8 

-0. 032 8 

-0. 031 3 


SD 

0. 055 0 

0. 053 8 

0. 052 5 

0. 049 4 


RMSE 

0.077 8 

0. 066 9 

0. 061 9 

0. 058 5 


注： 如间表364,不同的是过程均值假设末知. W 此使用样本均值 X 进行估计. 

9. 3节的评论与扩展 


[ 1 ] Wornell and Oppenheim (1992) 、 Wornell (1993) 和 Womell (1996) 考虑了连续 
时间高斯1//型过程的5和 d 的等价的估计.他们借助于小波系数单纯地形成似然 
函数.此处的方法包括尺度系数 K .。， 这在彳 X ,}已知有零均值的假设下可以得到. 
当此事为真时，系数包含了关于最低频带[―1/2〃\ 1/2〃〃] 中的带通方差的 
信息，没有这些则估计方案就是比较差的（参见表祁 4 和 366). 当{ X }不知道有零 
均值时(在实际应用中是很常见的情况），系数％,,是带通方差的较差的偏差估计 
值，这就说明了为什么这个系数在//由>:估计出来之后形成5的缩减对数似然函 
数时是跳跃的.然而，注意到这个函数仍然依赖于贯穿项 log ( C ^ +1 (5)) 的 
v ar { V ^ (> }= C ^ l = dC： / ; +l (⑴这-•情况是很有趣的.这种依赖直观上是合理的， 

因为<^ 41 在构成对的基于小波的近似量时是一个重要成分（这里是尺度系 
数方差 重要性的一种 衡量： 如果我们在构造图357的 M =4 N 基于小波近似量自 
协方差序列时用零来代替它，则得到的自协方差序列在延迟0的 1.41 下降到延迟 
63的 一0.05, 然而真实的自协方差序列是从 2. 07到 0.61). 

Kaplan and Kuo ( 1993) 讨论了 Worncll and Oppenheim ( 1992) 方法的一种修 
改.他们指出在较后的参考文献中：离散小波变换实际上用于离散分形布朗运动 
(即离散抽样连续时间分形布朗运动过程），以至于含有尺度的依赖方差级数是有 
偏差的，导致了谱指数估计的潜在问题.他们证明分形高斯噪声（离散分形布朗 
运动的一阶差分）的使用在仅用哈尔小波时导致了无偏差方差级数. 

[2] Jensen (1999 b , 2000) 把基于小波的极大似然估计延伸到处理自冋归的、 
分形积分的、移动平均的过程 ( ARFIMA 〉. 对于分形差分过程的这些延拓 包含户 
个自回归参数和个移动平均参数，这是为丫模拟时间序列的小尺度（高频）属 
性.分形差分过程的具体评述是它们仅依赖于参数3和〜 2 .本质上，5控制了当 
/— 0时，对谱密度函数的近似幂规律，而 W 仅是谱水平，不影响谱密度函数的 
形状. 使用 S 和 V 来捕捉大尺度（低频）特征，并且谱水平使我们没有方法去处理 
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小尺度性质——这些输人的方法不需要对特殊时间序列有好的匹配.因此如果我 
们试着由时间序列估计在小尺度不违背分形差分模型的 d 和 V ，那么5的极大似 
然估计有明敁的偏差，这是因为最大似然方案要求在每个倍频程带中的谱水平要 
跟随着一个分形差分模型.在一个自冋归、分形积分、移动平均模型中的额外 
夕+ 9个参数允许小的和大的尺度性质被消除，并且5相应的估计值确切地反映 
了一个时间序列的大尺度性质.（应该注意到，接下来的两节所讨论的 S 的估计 
值容易调整来减少对不和谐小尺度的依赖性——参见 9. 7节的例子 .） 

分形差分过程的上述评论也适用于分形髙斯噪声和完全幂规律过程，两者都 
正好依赖于两个参数（图 282 显示对分形高斯噪声、完全幂规律过程和分形差分 
过程参数对的恰当选择导致了频密度函数有相似低频覆盖和高度，但是有高频特 
征的是不可控制的，因此是任意的）.拘于这个局限性， KapJan and Kuo (1994) 
提出了一个对分形高斯噪卢的扩展，分形髙斯噪声允许在小尺度有不同的相关性 
效果. 

[3] 为了比较下两节所提供的3的估计值.这里讨论基于小波的极大似然估 
计局限在样本尺寸 N 为2的幂的时间序列.如果 N 不是这样的，围绕这种局限 
性的一个简单方案是平均4的两种估计， S 的计算是对于两个子序列 X 。，…， 
Xvm 和…， X v -, ,其中 N ' 是满足 N '< NW 2 的最大幂. 

[4] 作为结束，这里注意需要找到对有零均值的平稳高斯分形差分过程的确 
切极大似然估计（详情参见 Beran , 1994, 5. 3和 2. 5节，或者 Brockwell and 
Davis , 1991， 13. 2 节）. 给定特殊的心首先计算部分自相关序列 （ PACS ) A ., ， 

…， N — 1，对于分形差分过程给定形式为表. ， = p ^( Hosking ，1981) •我 


们说明这个部分自相关序列的两种用处.第一，我们用它来递归计算足的最好 
线性预估计的剩余系数，对于/ = 2,…， N -1, 通过 

i>,., = ^ ',k —H. 卜 k 、 k = 1 , —— 1 
(这些是关键的递推式，是著名的 Levinson-Durbin 递推）给出 X , | ，…， X 。，用 
这些系数形成观察预测误差： 

(为了方便，令部分自相关序列的第二个使用是计算与方差^和〜有 
关的序列彳 v,}t 

t 

v , = var {« 0 } II (1 — 死 .”） ， f = 0 ,…， N — 1， 

n - I 

其中 

f , rci-2$) 

var{ ^ } = FTT^> 

(参见式 （284 c )); 这里 v 0 = var { eo } = var { X,K 给定 X ，序列 M.*}、U } 和彳切 } 
都是 5 的隐函数并且完全由它决定. 
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我们用来计算精确极大似然估计的公式和那些用来计算基于小波的近似极大 
似然估计的公式几乎相等.代替式 （363 b ) 中近似最大似然估计值<(幻，我们有 
确切的估计值 

1 V-1 ■> 

d \(,8) = (368) 

^ I 0 V I 

代替式 (363 c ) 的递减对数似然函数，我们有 

K $ I X) = Nlog ( a c 2 ⑻）+ Nlog ( P | d ) 卜 g (N - / ) log ( 1 - 也) • 

把式 (368) 带人上式，可以得到$的函数，我们能数值极小化求出极大似然估计 
8. 在有了》之后， 把》 代人式 （368) 可以得到 V 的极大似然估 i 十 

9.4 平稳和非平稳分形差分过程的极大似然估计 

本节，我们考虑分形差分过程形成参数5和 d 的极大似然佔汁的另一种途 
径.这里我们确定的思想是直接根据小波系数形成似然函数而不是通过时间序列 
本身.这种方法有利于我们处理在确定性趋势情形观察的普遍分形差分过程；也 
就是不再需要对时间序列假设一个平稳模型（对于附加的细节参见 Craigmile 等 
2000 a , 2000 b ). 

相应地，对于给定的非负整数 A 假设是一个随机过程，它的 d 阶向后 
差分是具有参数义“和〜 2 的零均值高斯平稳分形差分过程，其中 

+ , W >0. 有了这些基础， { L /,} 是参数为占 Ed + f 和 W 的一个分形差分过程， 

并且当 f y = 0(^>0) 时是平稳的（不平稳 的）. 在假设我们实际观察到 
X , = T , -\- V , , t — 0,1, ••• ♦ N — 1« 

实现的前提下，我们考虑估计占和 d 的问题，其中 I 是未知的确定性趋势 
( Brillinger , 1994和1996考虑了一个和这个类似的模型，但是他提出一个关于 
趋势估计而不是此处所提到的不同的基于小波的方 案）. 为了简化，假设该趋势 
为 r 次的多 项式： 

T , = ^ a , t J 

>=•> 

(正如在 Craigmile 等， 2000 b 中所讨论的，事实上，下面该方案是从纯多项式趋 
势来处理这种偏差的）.用向量记号，将上式写为 x = r + u . 

令 VV 是基 T 一个宽为 L 的 Daubechies 小波滤波器的第人层的部分离散小波 
变换矩阵，为相应的离散小波变换系数.回忆这个滤波器涉及 L /2 阶的 
隐式差分操作，并且当 L /2> r + l 时，有把 r 阶多项式趋势减为零的重要性质. 
这种性质实质表现在图抓9中，说明了当用哈尔、 D (4) 和 D (6) 滤波器对线性 
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图369图中 M 示了线性和二次趋势 T (上图），基于哈尔、 DU ) 和〖)(6)小波滤波器（分別是 
第2行至第4行）的部分离散小波变换系数 VJ2 7 . 垂莨虚线表示 子向嫩 
IV ,和 V ,.边界小波和尺度系数用圆圈表示（哈尔小波中没有， DU ) 小波在每个子 
向姑 W , 中有一个， D (6) 小波在每个子向最中有两 个〉. 由于哈尔小波不能把 

线性或者二次多项式的趋势减为零，因此它的小波系数都是非零的》另一方面， 
由干 D (6) 小波能把线性和一次多项式的趋势都减为零，因此它的6个非边界小波 
系数在两个中都 为零. 而 D (4) 小波可以处理线性多项式却不能处理二次多项 
式，因此它的7个非边界小波系数在前者都为零，而后#都是非零的（作为资料. 
线性和二次趋势定义为 ^=0. 9 • (f 一 7) 和 T , =0. 2 • ( f -7) 2 -6, 这个注解来自 
W . Constantine . MathSoft , Seattle ) 

( r = l ) 和二次 ( r =2) 趋势计算时，一层离散小波变换系数 W , 和 V ,看起来 类似. 

用小波滤波器缩减为零的最高次多项式是『二+ ―】，对于滤波器宽为 2 ，4和6, 

其分别是0, 1和 2. 如果我们回忆在伙,（和 V ,)中前/^=舍一1个系数被离散小 

波变换的周期边界条件所影响（参见式 （146 b )) ， 则这个图说明了当 |> r + l 时， 

多项式趋势正好在边界小波系数和尺度系数中可以找到-非边界小波系数必定是 
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零并且没有被趋势所影响. 

记住这些思想，让我们把离散小波变换系数 W 写成两个/ V 维向量之和，即 

W = w +w " 6 ， 

其中是将州除了边界小波系数和尺度系数之外的其他系数都置零得到的，而 
是将 W 除去非边界小波系数之外的其他系数都置零得到的.由于则有 

X = W T W fa + W T W ^ = r + l ), (370 a ) 

其中旁表示多项式趋势.而0包含变差，其源于估计趋势，该趋势服务于1/的替 
代（这个分解例子在图383中进一步说明）. 

保存来处理 T . 现在转到形成分形差分过程彳17,丨的参数5和 V 的近似极 
大似然估计.我们将中的非边界小波系数作为这些估计值的基础.为此，必 
须确保小波滤波器选择有充分大的 L 以至于这些系数可作为零均值平稳过程的实 
现的一部分.通过假设，的 d 阶向后差分彳八丨是一个零均值平稳过程，因此 

练习 [305] 告诉我们必须挑选当结合条件 / V 2> r +1 时，为了恰当地处理 

T 和 I ；，要求 L /2> max { r + l , 实际上，可以从 X 的图形和它的低阶差分获 
得合理的 L , 例如，图318和 328). 正如上节所说的，这里我们集中精力在长记 
忆过程，但是我们所表述的理论对于1/2, 0] 的短记忆分形差分过程也是 

有意义的，由于 + 理论中宽为 L 的滤波器所处理的 S 的范围是 

[_ 士，舍 + + ]. 然而，事实上，在这个区间的末端估计 <5有显著的偏差：当 
^€[-1/2, _1/4]时，哈尔和（较小程度上） D (4) 滤波器是有问题的，并且在区 
间& [舍+ +，舍 + + ] 的上区域上，宽为 L 的滤波器有困难.故对 S 的建议区 
间为 

^6 [一+，舍 + +]. (370b) 

如果从下面所描述的过程中获得的$的估计大于则比较而言，用宽为 L + 2 

的小波滤波器计算这一估计是一种好的想法（类似地，如果我们用哈尔或者 
D (4> 小波得到一个低于零的估计，则应该把它和 D (6) 估计进行比较 )• 

在假设 L /2> max { r + l , 山的前提下， 第) 层非边界小波系数由下式 给出： 

Wj., » f = L| ,Nj — 1 1 其中 L; 完 |"(L — 2) (1 — ♦ )" J « (370c) 

并且要求 M 〉0( G 的表示由式 （〗 4 6 a ) 给出，并且在表 136 中对宽 L = 
2, 4,…，20的滤波器给予了计算).上面的系数是具有谱密度函数的零均值高斯 
平稳过程的一部分，并且依赖于未知参数$和^丨，其中潜密度函数由 
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K (/) S X (/) 给出.令九是使 iV ' ; 。 >0的层（事实上，我们经常令九尽可 能大； 也就 
是固定它使>0而 iV\ +l <0).定义是一个包含所有非边界小波系数的 
向量（回忆 W „ 6 的一些元素零化^一一去掉这些元素就得到伙、）.汴、的长度是 

N f = 给定伙。，5和 V 的精确似然函数为 


U 8 ya ； 



(2 n) v 2 I ^ 1 1/2 




现在，我们要求通过处理中的随机变 M ， 尽管它们是无关的，利用离散 
小波变换的去相关性得到上式的一个有效 近似. 由于高斯的假设，现在我们可以 
把似然函数近似地作为一元卨斯密度之积，这仅不同于它们的联合的方差. 
式 （343 a ) 对 vaHW ^. J 给出一种确切表示，但是我们可以通过式 （343 c ) 中的 Q 或 


者式 (344) 和式 (354) 中 的匕来 近似它（前者对)>3有效，后者要求 ）=1 或2,但 
是如果要求的话，对所有的）均可使用）.为了记号方便，我们采用 Q 来近似， 


但是用在下面代替 C , 是件容易的事情，因此得到 

US,<fl | W： b ) ^ IAd.aU W：,) = n n <2V * ( 371a ) 

练习 [371] 用一种类似于产生成式 （363 b ) 和 （363 c ) 的方法，证明对于给定 
的心 V 的近似极大似然估计为 




(371 b ) 


并证明缩减的对数似然函数是 

lid | W' nb ) I Wl 6 ) 一 N f = N'logC^C^)) 4 - XIiV;log(C; ( 在 ）） ， 

>=1 

(371c) 


把表达式代人上式可仅作为 & 的函数. < 

对于 S 和 d 求得的近似极大似然佔计的方案如前是相同的：我们将数值地决 

定^— 值.该值最小化上面作为一个占的函数，在占 = 时，计算 W (幻得到 
对于^的极大似然估计&^心义―）. Craigmile 等 （2000 a ) 证明了在假设中的 
小波系数确实不相关的情况下，对于大的 N 和3€[—1/2， L /2]， 估汁值 
近似于均值为&、方差为 V 的高斯分布，其中 

# 2[ | N / y 卜 +( 卖心,)丁 1 ， ^71 d ) 
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表372 




MLE 

8 


哈尔 

D (4) 

LA (8) 

确切值 

0.4 

均值 

0. 367 0 

0. 376 2 

0. 379 2 

0. 390 0 


偏差 

-0. 033 0 

-0. 023 8 

— 0. 020 8 

-0.010 0 


SD 

0. 058 8 

0. 073 2 

0. 094 3 

0. 043 7 


RMSE 

0. 067 4 

0. 076 9 

0. 096 6 

0. 044 8 



0. 053 0 

0. 067 3 

0. 086 9 


0. 75 

均值 

0. 723 0 

0. 7277 

0. 734 6 

0. 767 7 


偏差 

-0. 027 0 

-0. 022 3 

-0. 015 4 

0.017 7 


SD 

0. 078 3 

0. 087 8 

0. 086 3 

0. 027 2 


RMSE 

0. 082 9 

0. 090 6 

0. 087 7 

0. 032 5 



0. 052 6 

0. 066 5 

0. 085 7 



注： 如同表 364. 不同的是应用式 （371 a > 的似然函数去定义对于《的基于小波的近似极大似然估计 
时最后一 列的精 确极大似然估计与表364中的完全相同).项办的性质在正文中说明. 


而 


d var { W , w } 
var{W,.,} 


4^； 


var { W hf } 


•1 

0 




(372) 


为了研究 ^* / w ) 的统计性质，我们执行类似于上节对于样本大小^=256所描 
述的一种模拟研究（参见表 364), 例外的是我们用 8 = 0. 75代替 8=0. 25( 正如 
7. 8节的评论与扩展所讨论的，通过累计求和模拟的 FD (_0.25) 过程，我们可 
以模拟一个 FD (0. 75) 过 程）. 表372的前三列概括了哈尔、 D (4) 和 LA (8) 小波研 


究的 结果. 作为基准，最后一列给出了对于精确极大似然估计》的对应统计（占 = 
0.4 情况是从表364中拷贝而来，而 5=0.75 情况是基于把它增加到&的极大似 
然估计，在差分后得到的模拟 FD (0. 75) 序 列）. 当基于小波的近似极大似然佔计 
具有平方误差均值的平方根，是精确极大似然估计的平方误差均值的平方根的两 
倍或二 .倍 时，我们必须回忆下面的模型满足一个趋势存在，尽管在模拟研究中令 
T =0 ——如果这种趋势存在，我们知道精确极大似然估计非常糟糕地执行.额外 

地，的精确极大似然估计的使用要求原始时间序列的差分，反之当使用 


时，对于一个关于差分的预先决定是没有必要的. 

表372也给出了办，即式 （371 d ) 中对于岁" ns ) 的大的样本方差的平方根.我 
们用关于的式 （343 c ) 的带通近似 C , 和式 （372) 积分的类似近似来计算 
办•当 ex , 低估了所观察到的标准离差和平方误差均值的平方根 （在 3=0. 75时特 
别对于哈尔和 D (4) 小波） B 松我们在实际中用它作为中变化性的—种度量 
(另外的计算机模拟给出了内和观察到的平方误差均值的平方根随着 N 的增大而 
收敛）. 

假设现在我们已经得到了时间序列的一个估计，并且想通过不存在趋 
势的零假设 （ T =0) 来接近假设时间序列中含有有意义的趋势 成分， 考虑 
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If x II 2 / 1| x—il 2 为检验统计量.这个统计量是整时间序列的能量和非趋势序列 
或者非边界小波系数的能量之比，如下练习所示. 

练习 [373] 证明 


注意由于 Z 5 是能量比，因此它不依赖于 V 的值.在零假设和关于士"〜条件 
下，我们可以通过重复模拟具有 d = l 的零均值过程和计算每次模拟 
的 P 值来经验地确定尸的分布.设厂为模拟 P 值的上 100 a % 百分率点，特别 
地设 tr = 0.05 或者更小.当 T 矣0时，统计应该大，所以我们拒绝水平 a 上 
的零假设，如果 P 超出 P a . 

对这个实验需要注意两点.首先，虽然直观上的趋势是在大尺度 t 一个光滑 
非随机变分，如果时间序列具有显著的非零样本均值，实验的统计量 P 同样很 
大.为了防止拒绝零假设只不过由于是非零均值，我们调整检验统计量为 


•V-1 

2 ( 兄一 X ， 

p = - 

II || 2 


(373) 


随后将应用于时间序列和经验地确定零假设下的戸分布的模拟序列上（由于小波 
系数不受样本均值的影响，所以 P 和 P 是一样 的〉. 其次，我们可以通过对大量 
样本分布的模拟来补偿对观察估计》〜状态的影响.因此，预先产生每个模拟 
序列以得到 P 或者戸的分布，从而产生偏离具有均值义〜〜的高斯分布和 
式 (371 d ) 确定的方差的髙斯分布.然后使用这个偏离作为模拟分形差分 


过程中的5参数. 

在原子钟数据上检验统计 M 户的一个应用的例子将在 9. 7节给出 


9. 4节的评论与扩展 

[1] 式 (371 a ) 的似然函数能够容易地适合于处理那些在大的尺度上可以用分 
形差分过程很好地建立模型的时间序列，但是对于小的尺度却不适合：对某个 
；,>1,如果模型需要拖延尺度> =又 ，…， J 。， 只需将 （371 a ) 的结果的下限用 
来替换即可.这个趋势检验通过下面的过程同样容易调整： （ i ) 用尺度系数 
V 』,-,替换 X ; ( ii ) 从 W fl 6 中除去层）=1，…， — 1 的尺度. 

' 另外，如果趋势并不重要从而只对估计 《和 a t 2 感兴趣的话，很容易调整 
式 (371 a ) 的似然函数使其也可以处理样本尺寸 N 不是2的整数幕的情况.为此， 
令 JW 是使 M > N 的2的最小次幂，由式 （308 c ) 通过在{ X ,}的末端附加 M — JV 个 
零点来构造彳 X ;}.令 VV ! 是{ X : } 的第）层小波系数.思想是，使用你！的元素形 
成似然函数，的构造不包含 X '端点的 M — N 个零点中的任何一个，这些是 
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式 (308 d ) 中精确的 A < 系数，其中 M ；= |^-1 J-L ； + l . 如果令人是满足 


>0的最大整数，那么式 （371 a ) 的似然函数就具有如下 形式: 


Jo 好厂 1 

nn 


( 2 ^)' 


- e _ [町, 


其中，是 VV ; 的第/个元索.（这个过程的改善是利用在 Coifman and 
Donoho , 1995,中讨论过的“循环旋转”这一观点，即循环平移{ X :},仅用那些 
不包含额外 M — N 个零的小波系数来构造一个似然函数，从似然方程中决定谷的 
极大似然估计，然后平均极大似然估计获得所有可能的循环平移 .） 


[2] 我们可以采用上面的方法来获得3的一个“瞬时”估计量，它对追踪那些 


长记忆参数展开超时的非平稳长记忆过程很有用.基本的想法是利用在同一时间 


的小波系数.为了避免在时域上离散小波变换中二次抽样固有的歧义，可以在极 
大重叠离散小波变换的每个尺度舍掉一个小波系数用来乘它，然后就形成了 


一个由重新规范化的极大®番离散小波变换系数组成的似然函数.为了确保在时 
域上恰丐地联合定位，很有必要利用最接近对称或 coiflet 滤波器——具有恰当的 
平移——因为这些滤波器近似地具有零相位，并且它们的输出可以在时域上关于 
原始时间序列做排列（详情参见 4. 8和 4. 9节）.这个输出结果简化了对数似然函 
数使得 S 的“瞬时”估童在时间 f 处具有如下 形式： 


) + Slog(C ； (d», (374) 

其中 ^ 是第）层极大重叠离^小波变换系数的 V 标，它与时间〖有关（上面的检 
验参见练习 [9. 6]). 


9.5 分形差分过程的最小二乘估计 


对一个长记忆过程{足丨，在这一章的序言中我们记录了，绘尺度 r , 函数的 
小波方差 〆 x ( r ,> 的 log / log 图，当 q 变大时，这个图给出了一个近似的线性变 
化； 即对某个 （ 和/?我们有 log ( A ( r ,>)~ C +0 og ( D ). 斜率与近似幂规律谱密 
度函数的指数 a 有关，在低频处有分 =_ a _ l . 现在，对 FD («5) 过程 a =—28( 参见 
图286右上方的图），所以近似地有 — 1. 这个简单的联系暗示在尺度范围内 
我们能 关于# 的估计值形成5的估计值，而用作为 bg ( r ,) 函数的对数小波方差得到 
(例如，参见 Abry 等，1993和 1995 ， Abry and Veitch , 1998，及 Jensen , 1999 a ). 
在这一节中，我们讨论如何建立一个#的加权最小二乘估计值—然后是 s — 
考虑小波方差估计值的大样本性质 （ Abry 等，1995，和 Abry and Veitch , 1998, 
采用了类似的方法）. 

让我们开始将小波方差与式 （343 b ) 的平均谱密度函数层 C , 相联系，从中可 
以了解到当^多大时线性逼近会相当好一些.由定义可知小波方差 A ( iV ) 是极大 

重叠离散小波变换小波系数诼,.,的方差.离散小波变换和极大重叠离散小波变换 
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图375对于分形差分过程取 8=0. 4( 下面的圆圈）和 0.75( 上面的圆圈）时，对作为 I •，的函 
数的小波方差 A ( r ,) 作数值积分（由式 （343 b ) 计算）的近似 G /妒， / = 1,…，8.这 
些圆集合中图的解释部分见正文 

系数之间的联系， 6 P W , J2 ^ 这个关系式告诉我们 v 2 x ( r ,) = 

var{W >i( }/2>. 式 (343b) 说明平均谱密度函数层 C, 是乂肛{%^}的一个近似.因 
此就有其中分形差分过程中的 C, 可以通过计算式 （ 343c) 中的数 
值积分来确定. 

图 375 在 log/log 坐标轴上给出了分形差分过程取》 =0.4( 下面的圆圈）和 
0.75( 上面的圆圈）时作为 r , 的函数的 C ,/2、 ）= 1，…， 8. 对于任何一个5，这 
些圆圈大约落在一条直线上，但是最左边的圆圈 (）= 1) 显著地向上偏离.利用关 

系式■(片■}■〗），当巧增大时，相邻两个圆圈之间的斜率可以确定所需的谷. 

令色是由指标为 j 和 ）+ 1 的圆圈的斜率在 log / log 平面确 定的： 

^ _ 1 f\og } o(C 1+} /2^) -logrACj/^) \ 

Sl== J\ 10 81 0 (^ + 1 )- 10 810 (^) — 丁 ” 

图375给出了当 8=0. 4( 下面的加号）和 0.75( 上面的加号）时，作为 （ r , +1 >/2 
的函数的的图形，）= 1，…， 7. 我们看到当 > 增大时 A 快速收敛于 5( 用一条 
水平线来标记）.这些图形暗示当）>2或3的时候线性逼近是可行的（参见 
Jensen , 1999 a , 正式证明了对于具有 I $丨<1/2的分形差分过程，当）—如时 
其中 C = e c >. 

从而，当）>10夺，我们把？+芦10 8 (以作为 logMk )) 的近似值，其中 （ 
和芦是待估计的未知参数，并且具有代表性地置九是 2 或 3. 假定我们用宽度为 

L 的小波滤波器并且认为时间序列是具有[ — +， 舍 + + ] (如式 (370b)) 的分 

形差分过程的一部分， X 。，…， X . v —" 的实现.然后在尺度 • ZiOgJo 上能使用 
式 （ 306 b) 的无偏极大重叠离散小波变换估计值来估计 4( d ) ，其屮 J 。 在给 
定样本尺寸 N 和滤波器宽度 L 限制的情况下尽可能地大.由式 （313 a ) 得到 
log(^(r>)> = log(X»； ) + logCv^C^)) — log(%)， 
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其中等价自由度 （ EDOF 〉％ 依赖于尺度 r ,, 并且在实际应用中可以用 8.4 节中概 
述的三个方法之一得到 . Bartlett and Kendall (1946) 证明了 E { log (： rf , )} + 


log ⑵和 var 彳 logCd 其中 〆 • ； ) 和 〆 ㈠ 是式 (275) 的厂 2 和 A 函数.于是 

我们有 

E{log(^(r>))} = 0(|)+ ? + "log(r>) - log ( 警 ) . 

如果我们令 

Y(rj) - log(G(r,)) — 0(|)+!og (|)， (376a) 


则得到线性间归模型 


V(r>) = ^-4-/3log(r ； ) + e } , 

对此，误差项 

作 ) + l0g ( f ) 

在分布上等于随机变贵 log (^)-0(|)- logC 2). 注意 


e , 有零均值和方差 


/(^),并且只要％在10附近或大于10的时候近似于高斯分布（参见图 276). 

我们进一步假设 A 是两两互不相关的，鉴于 9.1 节中的讨论，这个假设是合理 
的.用向董的记法，可以写作 

Y = Ab + e , (376 b ) 

其中 y ^[ y ( r ,,)， …， y ( r； 0 )] T i A 是一个 （^—^ + 1) X 2 阶矩阵，它的第一 
列全是1，第二列是 log—t ) ，…， log ( r 7 0 ) ; &三 [ f ，/3] T 5 并且 e 岂[%，…， 

%] 1 是一个具有零均值，并且协方差矩阵工是对角线元素为 〆 
的对角矩阵的随机向量. 

我们现在可以求助于线性最小二乘理论来得到6的加权最小二乘估计量，即 
b^ M = (A T S ； } A)- X A T I：； ] Y 

(例如，参见 Draper and Smith ，1998). 以胃 M 的第二个元素是想要的加权最小 
二乘估计量，即 

Dw.S^logCr^yCrj) —Sit/JogCr^II^yCrP ( 376 c) 

译 Swj Szt > jlog 2 ( r ,) — ( Stv > log ( ry ) ) 2 

其中， u ， ; = l //(^), 并且所有的和式是在 _;• = /, ，…，/。上进行的 （ 上式的证 

明参见练习 [9. 5] 的第一部分).在模型后面的假设前提下，估计值具有平均 
值和协方差 


2； <wls , = 
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表 377 


S 


WLSE 


MLE 

哈尔 

D(4) 

LA(8) 

确切值 

0.4 

均值 

0. 392 5 





偏差 

一 ()• 007 5 


玲 SESS 



SD 

0. 071 5 





RMSE 

0. 071 9 




0. 75 

均值 

0. 739 8 





偏差 

— 0. 010 2 

-0. 005 7 




SD 

0. 077 9 

0. 087 7 




RMSE 

0. 078 6 

0. 087 9 




H^DIi 





注： 如衣372, 现在是用基 P 小波的加权最小二乘估计(最后一列是从表372中照搬过来 

的）.这些加权最小二乘估计 fi 是基于小波方差的无偏极大里*离敗小波变換佔计 M ^ x ( r 7 )， 小 
波方差假定有等价自由度丨 ==< nax < M ,/2、1 K 我们对这三种小波均设 = 2. 表中给出的结果 
是基于样本尺寸 ,V = 256 的〗024个摸拟时间序列. 

特别地，这个协方差矩阵的右下方元素告诉我们 

Var W 卜 ^^Zu,log 2 (r E )-(S^log(r；))^ (3?7) 

(这是练习 [9. 5] 的第二部 分). 由于^=去(存+1),我们可以设^ 

为分形差分参数的相应估计值.记作 

为了了解到这个加权最小二乘估计量完成的怎么样，我们进行类似于上一节 
的模拟研究（参见表 372), 取 N = 256, 5 = 0.4 和 0. 75. 为了简便，我们和 
式 （314 c ) —致来确定未知的等价自由度；即设负1}，像以前一 
样，其中 M ,= N - L ,+1 是用来构造估 MGU )) 的极大重叠离散小波变换系数的 
数目.我们看一下对 J , 的三种选择，即取1，2, 3,并&可以发现人=2的时候 
对样本尺寸及所有的三种小波都给出了最好的平方误差均值的平方根（鉴于 
图375,这是合理的).样本尺寸和滤波器宽度对哈尔、 D(4) 和 LA(8) 小波分别 
要求7 。 ==8, 6和 5. 表377总结了模拟研究的 结果. 我们看到对于哈尔小波平方 
误差均值的平方根要比另外两个小波小一些，毫无疑问这是因为哈尔小波滤波器较 
小的宽度给了我们更多的可用尺度.注意大多数情形下的偏差都十分小，这就意味 
着平方误差均值的平方根和标准离差几乎是一样的.还可以发现对于给定的小波当 
占== 0.4 和 0. 75时平方误差均值的平方根十分类似（这个结果与 

式 (377) 中 va H ；§ ( wU > } 的表达式有关，并且这里采用的这种决定等价自由度的方法不 
依赖于幻.为了比较起见，表377的最下面一行给出了三种小波理论方差 

var {$ ( wl °} 的平方根.可以看到真实的平方误差均值的平方根比理论推导的稍微要 
小一点 （可能是因为真实的和假设的等价自由度或误差序列^里的非零相关性之间 

不协调).从实际应用的观点看，以乎给 S <wls) 的可变性中的变量提供了一 
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表378 





WLSE 


MLE 

8 


哈尔 

D(4) 

LA(8) 

确切值 

0. 4 

均值 

0. 388 1 

0. 399 4 

0. 400 0 

0. 390 0 


偏差 

-0.011 9 

-0. 000 6 

-0. 000 0 

-0.010 0 


SD 

0. 066 9 

0. 070 0 

0.072 8 

0. 043 7 


RMSE 

0. 068 0 

0. 070 0 

0. 072 8 

0. 044 8 

0.75 

均值 

0. 727 8 

0. 743 2 

0. 744 2 

0. 767 7 


偏差 

-0. 022 2 

— 0. 006 8 

-0. 005 8 

0.017 7 


SD 

0. 073 9 

0. 071 8 

0. 072 6 

0. 027 2 


RMSE 

0. 077 2 

0. 072 1 

0. 072 8 

0. 032 5 


注： 类似于表 377, 但是现在是在有反射边界的情形 F ， 使用基于小波//差的无偏极大重叠离敢小 


波变换估计 a 的加权最小二乘佔计量士*^来做的. 

个保守的 上界. 最后，如果比较一下表377中给出的平方误差均值的平方根和 
表372给出的极大似然估计，可以发现当谷二 0.4 时，除了 LA (8) 小波之外，近 
似值极大似然估计都超过了加权最小二乘估计量，当 8=0. 75时情况正好相反. 

9. 5节的评论与扩展 

[ 1 ] Jen Sen (1999 a ) 用常规最小二乘佔计量 （ OLSE ) 来考虑8的 估计. 借助于 
式 （376 b ) 的回归模型来说(这有点不同于 Jensen 所使用的模型），这个估计量由 

b <aM = (A r A)~ l A T Y 

给出，并且具有均值6和协方差 =( A T A )— UA 1 二 A )( A T A ) _| ，从中我们 
可以求出 var { j § ( ° u M 的表达式（详情参见 Draper and Smith , 1998). 当常规最小二 
乘估计量和加权最小二乘估计量都是的无偏估计量时，理论上在下述意义下加 
权最小二乘估计量要比常规最小二 乘估汁 童好，如果我们的模型假设都成立的 

话，应当有 var 0 < wU M < var { i § < ° w }. 如采我们用常规最小二乘估 【 卜量取代加权最 
小二乘估计量重复此节描述的模拟研究，就会发现对表377中的所有 S 及小波的 
组合，对于常规最小二乘佔计量的平方误差均值的平方根大约是对于加权最小二 

乘估计量的两 倍大. 所以，我们推荐选 择斤心 作为最小二乘估计. 

[2] 注意 8. 3节的评论与扩展的第[3」条， Greenhall 等 （1999) 用下面的式子 
来定义小波方差的一个有偏极大重喿离散小波变换估计量 

v 2 x(r>) = 

(参见式 (306 c >), 其中变 M 现在取对于 

X 。， … tX/v-z » Xv-I * Xs-l ， Xn-2 ， … ， X! ， X 。 

的极大重叠离散小波变换的系数（参见关于式 （140) 的讨 论）. 它们的结果暗示， 
在大的尺度上，这个有偏估计量的统计性质要比无偏估计量 AG ,) 好.为了了解 





长记忆过程的分析与综合 


379 


这个有偏估计量是否可以导致8的一个改进的加权最小二乘估计最.让我们构造 
一个估计量，记为像式 （376 c ) 的右边那样定义它，但是现在要用来 
代替 G ( r ,) 构成 y ( r ,). 有偏估计最的一个直接优势就是，对任一小波我们都可 
以令 A = log 2 (/ V ). 为了^分布的进一步研究，我们假设基于 = 的权 
uv 利用这个设置，我们重新来做模拟研究并获得表378中的结果，这揭示了对 
于所有3的组合及表377中提到的小波，平方误差均值的平方根都有改进. 0(4) 
和 LA (8) 小波表现出很大的改进并且似乎比 8=0. 75时的哈尔小波的改进还要好 

一点.然而，仍然需要进一步的研究来确定》 wU > 和岁…各自的优缺点（特別地， 
当前者对于趋势的某一类型很好时，后者却不一定 ）• 

[3] 像前一节讨论极大似然估计那样（参见评论与扩展的第 [2] 条），我们可以 
采用这一节描述的估计量来获得 S 的一个“瞬时”估计量.通过对每个）层用一个 
单个的平方极大重黉离散小波变换系数来形成小波方差估计量，被选择的系数要 
满足在时间上是共同定位的. 8在/时刻得到的估计量由 

1 / (J 。 一 Ji+l)Zlog(q)Krj) — Slog(r,)Ey,(r,) | 1 
J\ (Jo-y.+D^log^r^-C^logCr ,)) 2 / 

给出，其中 K ( r ,) Blog (命? .,,）一 < +卜 bg (2); 、与式 （374) 中的相同；像以 

前一样，所有的和式都是从）=人加到九（上面的验证作为练习 [9. 6]). 最小二 
乘和极大似然的优缺点至今还是未知. 

[4] Geweke and Porter - Hudak ( 1983) » Robinson ( 1995) 和 Hurvich 等 （1998) 
讨论了长记忆参数的最小二乘估计最的统计性质，这些长记忆参数是基于回归作 
为对数 频宇的 函数的对数周期. McCoy 等 （1998) 认为加权最小二乘估计量是基 
于对数多锥谱密度函数估计最（这比基于周期图的估计量要好〉.当基于傅里叶和 
基于小波的最小二乘估计 M 之间确定的比较结果还没有给出的时候， J ensen 
(1999 a ) 发现基于周期图的估计量不如他明确给出的常规最小二乘估计量好，而 
McCoy and W a lden (]996) 却指出基于小波的卜比基于周期阁和多锥的 S 的估计 
最都要好. 

9.6 方差的齐次检验 

本节，我们考虑具有长记忆结构的时间序列的方差齐次检验的问题.在 7 . 6 
节，我们回顾了具有长记忆性质的随机模型，这些模型都要求平稳性假设•这个 
假设说明这一过程的方差与时间无关.因为长记忆过程的实现能够出现增长变化 
性的脉冲或相对静止的周期，所以当我们遇到一个使这个假设出现疑问的时间序 
列时，做一个统计检验来帮助评估齐次假设的合理性是很重要的.一个明显的检 
验是将时间序列分割为子序列，计算每个子序列的样本方差，然后确定这些样本 
方差的差异是否与我们期望从平稳的长记忆过程中能观察到的相关；然而，就像 
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我们在 8. 1节中注意到的那样.样本方差的采样性质对于长记忆过程是有疑问 
的，所以我们仍然需要仔细研究子序列的选择方案如何对检验结果产生影响.正 
如我们在本节表明的那样，可以借助于时域局部化系数，使用离散小波变换去长 
记忆过程相关这一事实来引出方差的齐次检验（详情参见 Whitcher ， 1998，和 
Whitcher 等， 2000 a ). 

…， X —,] 1 是我们计划用平稳的高斯分形差分过程建立模型的 
时间序列，但是方差的齐次假设尚有疑问.为了方便，我们假定对某个 J。，N 
是的整数倍(这个限制容易放宽^—参见下面的评论与扩展中的第 [1] 条).关键 
的思想是假设 X 的方差非齐次使得在某些选定的尺度上，它也能表示它本身.从 
而，令％是 JV 的离散小波变换的第 ./ 层小波系数.我们假设）层满足，像 
式 (370 c ) 显示出的那样，存在 M >0 个非边界小波系数其中 
像以前一样， = 我们将用这些小波系数对于零假设 

H 0 ： var { Wjj > ) = var { W^; n 丨 = … = var {} 

构造一个检验统汁 ft . 我们假定在这里离散小波变换的去相关性有效，所以在假 
设 f / o 下，这些非边界系数可以认为是由零均值的高斯白噪声的一个样本（在 
Whitcher ， 1998,和 Whitcher 等， 2000 a , 中的模拟研究表明了去相关在这里给 
出的检验统计量方面是很好的）. Brown 等（1975)， Hsu (1977), Inclan and Tiao 
(1994) 以及另外一些人研究一个可以区别 H 。 和各式各样的替换假设，包含 
var { W,.r } =…= variW ,,,-} # var { W^，_H } =…= var { W,. v .-l } 

(380 a ) 

的检验统计麗 I )，其中，是一个未知的变化点.这个检验统计量是基于正规化的 
累积平方和，并且在文中可以如下定义.令 

V k = - k = L ] ，… ，Nj — 2, (380 b ) 

• =i: i 

并且定义 D = max 彳 IT , }, 其中 

D ~ V k ), D ~^ max { V k - 

注意在假设下，巧的分子期槊值与其分母期望值的比恰好是 (々一 G +1 VY ， 
它随着々线性变化.实质上，检验统计鼋度量了在假设 H 。 下所期望线性增加的 
最大偏差（正的或负的）的大小.当不成立时，则所期望的线性增加有偏差， 
我们可以希望 D 大到适合某个替换的假设，包含在式 （380 a ) 中岀现的.当£>“太 
大”时， 我们将舍弃 
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为了量化当 D “太大”时的情形，然后评估对给定的一个时间序列检验统计量 
是提供还是否定零假设，我们需要知道 D 在 He •下的 分布.令是作为这一 
分布的 /> X 100% 百 分点； 即 = 对任意的 / V (, 还没有已知的容 
易处理的解析式来决定但幸运的是有两个很好的方法可以逼近它.首先， 
^ N ； 大约是128或更大时，我们可以用 Inclan and Tiao ( 1994) 给出的一个大的 
样本结果，即 


P [ D >^(/)>] = 2^(-1 (381) 

/ 1 

(右边是基于 Billingsley , 1968,中的式 （11. 39)). 为了看到在实际中如何运用 
这一表达式，假定我们想要我们的检验有显著性水平^即如果我们在一个抽样 
设置下: t 复地运用这个检验， a 是实际上是正确的时候我们却（错误地）舍弃 
它的次数比（典型地，0取小的值，如像 0.05 或 0.01). 然后，用检验统计的观 
察值来替换 （381) 右边式子中的并且评估得到的表达式 如果表达式小 
于（大于)则我们舍弃（不舍弃）在显著性水平 a 的零 假设. 

逼近 D 的分布的第二种方法是进行模拟研究，从中获得偏离高斯随机数发 
生器的 N !， 计算 D , 然后多次重复这个过程直到建立了 P [ D < c /( p )] 的经验逼 
近.特别地，为了估计对于水平 a 的检验观察到的 D ， 假定生成 M 个高斯甶噪 
声序列，并且这些序列中的个得到的 D 超过真实的小波系数的如果 
我们将舍弃零假设.这里需要注意， M 要足够大以使得观察的比例 
M '/ M 的变化与它的《距离相比 很小. 近似的经验法则验证 

tM' \ 2 、 

(W— a ) 〉 一 ~- ； 

如果这个不等式不满足，就需要加大 M 以使不等式成立（当 a = 0. 05或 0.01 时， 
如果加大 M 到超过100 000仍然不能使不等式成立，则检验的显著性显然很接近 
于 cr , 所以我们不能正式地舍弃或接受 H 。）. 

于是，我们可以用检验统计量 D 来给出方差齐次假设的尺度对尺度的评估 
(9. 8节给出了一个例子).假定在某一）层，我们可以利用 D 舍弃 H 。， 并且能 
合理地 接受式 （380 a ) 中出现的替换的假设；即在未知变化点有单一的可变性的变 
化. 通过考虑在这个替换的假设下巧分子的期望值与其分母期望值的比，我们 
可以讨论事实上生成 D 的指标々应当与变动点’很接近.这个事实暗示应该令最 
大的指标作为 〆 的估计量；然而，由于识别一个时间序列本身的变动点更有意 
义，并且离散小波变换中固有的子抽样必然地在时域引入歧义，我们考虑用极大 
重叠离散小波变换来替换.在这一方案下，我们形成统计鏺的改进的方案， 
用非边界极大重叠离散小波变换小波系数来替换式 (380b) 中的离散小波变换小波 
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系数.于是，有 








k = — 1 ，…， N — 2 


和 


M 


k 


+ 2 


N - L , 


- V ,, A ； = V t 


k - L } + 1 
N - L, 


(382) 


定义三 maxWV 丨 ， D ^max* { A* } * D = max{ D , D }. 我们对变动点的 
评估是指标 h 得到辅助统计量5;即有5 =夂或 5 = 如果我们用 
Daubechies 最接近对称或 coiflet 小波滤波器来构造5，就可以将》映射到物理意 


义上的时间/。+ (石+ I v ) H > 丨 modN ) A /, 其中 Z 。 是与 X 。联系的实际 时间； 

是由对于最接近对称和 coiflet 滤波器的式 （114 c ) 和 （124) 各自给出的•，而是观 
测之间的抽样时间.在 Whitcher (1998) 和 Whitcher 等 （2000 a ) 中的模拟研究说明 


石在时间序列本身中是变动点的有效估计最，随着变动过程前后方差的比值远离 

单位1,实际变动点纟的分布变得更紧.这些研究还指出，如果我们利用基于离 
散小波变换的统计量 D 在某些尺度上舍弃零假设，则像这样的最小尺度应当用 

于通过相应的3来估计变动点（对于尼罗河序列 9.8 节给出了一个变动点估计的 
例子). 

9. 6节的评论与扩展 

[1] 虽然在本节基于离散小波变换的检验统计量 D 的公式假定样本尺寸 N 是 
2的幂的倍数，实际上我们可以用同样的办法来处理仟意样本的尺寸，就像 9. 4 
节的评论与扩展第 [1] 条中最后描述的那样；即我们可以在时间序列的末端加零， 
使得加零后的序列具有用标准离散小波变换容易处理的长度，然后仅用不包含这 
些零的个小波系数就可以形成 D ( 当形成基于极大重存离散小波变换的辅助 

统计 M 石时没有必要做类似的调整，因为极大重叠离散小波变换能自然地处理任 
意样本尺寸）. 

[2] 注意辅助统计量3与式 （189) 定义的旋转累积方差图之间的联系（对子潮 
海平面变化，图190给出了这样图的一个例子）.因为11% II 2 是由 II XII 2 在尺度 
r , 处的变化引起的，且如果循环移动味，以获得合适的时间调整则 II 沐， II 2 保持不 
变，这个图本质上与积累的循环移动伶 L 和一致增大至 IIII 2 之间的差分成比 

例.统计量 D 与这些绝对差分的最大值的规范方案密切相关.特别地，我们对应 
于物理意义上的时间々绘图△【，则得到的图非常类似于旋转累计方差图（参见下 
面对于一个例子的图 388); 然而，注意到&仅包含非边界极大重叠离散小波变 
换系数，但是旋转累计方差图用了所有的极大重叠离散小波变换系数 （后 者可以 
证明适合于像海平面变化这样的序列，经过仔细选择样本尺寸，就可以把它当作 
真正的循环来对待）. 
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图383原子钟分形频率基于小波的分解偏离 y 分为估计趋势 i •和这个趋势的残余心.这里我 
们使用 九 =7层的 I . A (8) 部分离散小波变换.注意 f 比一个低阶多项式有更多的结 
构，并且实际上它类似于从一个可变带宽平滑器得到的输出：它在接近于序列的中 
间值很光滑，但是在趋向末端点的时候变得很粗糙 


9.7 例子： 原子钟偏差 

现在，让我们用原子钟分形频率偏离 { t ( n ) 丨来举例说明这一章的一些思 
想，我们先前在1.2、 1.3 和 8. 6节看到过.这些偏离是在式 （321 c ) 中借助于测 
量彳 X }时间差分被定义，并且在图318中间绘出 （这 幅图有两个垂直的轴一 -右 
边的轴是对彳适用的轴）. 

就像在 8. 6节末尾注释的那样，对图322中的小波方差估计值的平 
方根与长〖己忆的解释 一样， 但是问题在于这些偏离是否就是通过平稳的或不平稳 
的过程建立的最好的模型，这个问题由于线性趋势的可能出现而变得混淆不清. 
正因为这个，让我们首先接受模型歹=1'+1/ ( 像9.4节那样），其中 P 是一个包括 
? 0 ( ri ), F 1 M 3 ( ri ) 的向量，并且 T 和【/分量分别是多项式趋势和具有未知参 

数在 和 V 的零均值分形差分 过程. 作为估计的式 （370 a ) 附加分解的一个 
例子，图383展示了 Jo = 7层的 LA (8) 离散小波变换处理（练习 [9. 7] 将利用 
D (4) 和 C (6) 小波产生一个类似的分 解). 

求式 (371 c ) 的极小化缩简的对数似然函数，我们得到8的极大似然估计 

然后利用式 （371 b ) 来获得 W 的相应估计最，即对于哈尔、 
D (4) 和 LA (8) 小波，表384的上面部分列出了这些估计 fi (还给出了基于式 

(371 d ) 对的大样本标准偏离，并且在表的底部给出了适合每个小波的 
J 0 的值）.虽然 S 的 D (4) 和 LA (8) 极大似然估计很好地吻合并且说明平稳的分形 
差分模型是合适的，哈尔估计是相当大的并且几乎超出了平稳区域；然而，这个 
估计可能还不是很合适，因为哈尔小波甚至不能处理线性趋势. 
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表 384 



哈尔 

D (4) 

LA (8) 

衣 i ， n «> 

0. 503 1 

0. 394 3 

0. 392 1 

(J 彡 • < ， 

0. 025 2 

0. 028 2 

0. 031 8 

al 

0. 305 7 

0. 283 8 

0. 274 0 

i tvh, 

0. 444 9 

0. 381 2 

0.346 0 


0. 037 4 

0. 041 8 

0. 0.17 9 

Jo 

10 

8 

7 


注： 原子分形频率偏离的参数估计（详情参见 Ji •: 文）. 



图384原子钟分形频率偏离的 D (4) 极大重登离敗小波变换小波方差佔计（再次表示为谱水 
平 C ,)， 同时从 <5和 V 的极大似然估计推算出谱水平（粗曲线）.那两条短的细的曲 
线将在正文中讨论 


在 D (4) 极大似然估计 n "的条件下，现在可以检验无趋势假设，即在模型 
中 T = 0. 从图318中很明显可以看出，分数频率偏离有一个显著的非 
零均值.因为我们不希望在这个趋势中考虑这个非零均值，所以就要利用 
式 （373) 的检验统计量 P . 对于观察值歹，我们得到 P 44.581. 为了在零假设下 
估计 P ， 我们用 Davies - Harte 算法（参见 7. 8节）来模拟长度 N = 1 024的 
10 000个 FD (0. 394 3) 时间 序列. 对于10 000个模拟序列 P 统计 M 的最小值，中 
间值及最大值分別为1.019， 1.182 及 2.047, 所以我们可以有根据地拒绝零 
假设. 

然而，让我们回头考虑一下从 D (4) 小波得到的分形差分模型是否真的适合 
V . 为此，我们取 D (4) 佔 计量片 （ r ,) (在图322中用 1 M 1 圈表示），利用关系式 
2\ 2 F ( r ,) 将它们（连同它们的联合95%置信区间）转换为谱水平，然后绘出它们对 
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应于1/汐+周期/天的图（这是在一个对数尺度上的倍频程带的中 
心频率).结果在图384中用圆圈表示，穿过它们的垂直线表示置信区间.图中 
还有一条粗的曲线，这表示对应于 D (4) 极大似然估计斤" 〜和 〆 的谱水平(这 
些水平是从式 （343 c ) 中利用数值积分计算出来的）.当除了一个95%置信区间之 
外的其他区间限制 : T 1 X 4) 谱水平的时候，总体上来说吻合是有问题的.并且要 

求 V 应当比用简单的两参数分形差分模型能合理解决的情况有更多的结构. 

根据 j ense n (1999 b ，2000) 的思想，我们采用估计的方法来处理自问归分形 

整合移动平均模型，然后对歹接受一种更复杂的模型；然而，鉴于我们所关心的 
是分形差分模型的适当性为了再评价趋势，我们考虑一种比较简竽的方法.就像 
m 384中的圆圈所指出的那样，3个或4个最小的尺度（即高频）看起来好像服从 
线性关系（在 log / log 空间），但是在一些较大的尺度上可以论证其与线性关系是 
不协 调的. 我们可以很容易地采用上面的方法，对 T 4或5个最大的尺度，及的 
极大似然估计仅仅需要用非边界小波系数，并且接下来的趋势估计只需用这个尺 
度限制的极大似然估计就可以了.如果令 L 是我们决定保留的最小尺度的指标， 

我们改进的方法是取歹的 Ji — 1层部分离散小波变换且用尺度系数、，-^作为我们 

拟合分形差分模型的序列.这一方法的基本原理是 只有、 广，和^之间的差分是在 
7 = 1,…，九一1层的小波系数中，而当拟合分形差分模型的时候我们却想要忽 

略这些系数.除了有限个小尺度边界小波系数之外，在 V ,,-,中也有 f 中的趋势， 
所以我们可以通过像分形差分过程那样建立模型灼,-^来估计趋势. 

现在让我们将这个改进的方法应用到分形频率偏移， 先取人 =4,再取 
5 . 当时，利用 V 3 得到土 0. 702 5的 D (4) 极大似然估计.在图384中 
两条细曲线中较长的那条表示这个拟合模型给出的谱水平.相应的观察检验统计 
量是 P +8. 113. 当后者与10 000 个模拟 FD (0•702 5_)序列（每个长度 N 3 ==128) 
的相似统计童相比较时，我们发现1.74%的模拟的 J 5 都超过了观察到的户，于 
是我们拒绝显著性水平 a = 0.05 的零假设，而不拒绝显著性水平 a = 0. 01的零假 
设另一方面，当 J,=5 时我们用 V, 且仅保 留歹中 最大的4个尺度（与图322给 

出的区分保持一致），我们得到997 8( 即很接近一个随机游动模型）.相 
应的谱水平在阁384中用较短的细曲线 表示. 现在我们得到戶士9. 697,这被10 000 

个模拟序列的相应统计董足足超过了 32%的时间-这里我们不能拒绝任何合理 

显著性水平 h 的无趋势零假设！这个例子指出，时间序列趋势显著性的评估可以髙 
度依赖于假定的统计模型，特别是在处理非平稳长记忆过程的时候. 

为了得到表384中给出的与极大似然估计的比较结果，让我们也来计算相应 

的加权最小二乘估计量义心.就像在9_ 5节讨论的那样，现在我们在尺度 .;• = 
…，上用非边界极大重叠离散小波变换系数，取 ^="2. 得到的加权最小 
二乘估计在表384的中间部分给出，还有基于式 （377) 的标准误差估计及关系式 

var { 5< wu > } = l var {^^>}. 我们发现加权最小二乘估计量可与相应的极大似然估 
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图386使用尼罗河时间序列（参见图 192) 的最后512个观察值计算得到的分形差分参数占的 
缩简对数似然函数.粗的曲线是基于 LA (8) 小波的并且在估计值5'“士0. 453 2时达到 
最小值，而细的曲线是针对真实方法的并且在 0.445 2时达到最小值 


计做比较——稍微小一点，而标准误差却稍微大一点. 

9.8 例子： 尼罗河最低水位 

让现在我们用尼罗河最低水位（这个序列在图388的顶端重新绘出）来以实例 
说明 9. 3和 9.6 节中的方法.像 5. 9和 8. 8节中讨论的那样，这个时间序列的大 
约前100年似乎与余下的序列有不同的小尺度变化（可能是由于715年左右测最 
工具的改变）.从而，我们沿用 Ber an (1994) 的方法，对除去第一部分的尼罗河时 
间序列建模形成具有未知过程均值的平稳分形差分过程.因为总共有663个值& 
9. 3节中的方法假定了一个具有2的幕次大小的样本，对这个例子来说仅用最后 
N =512 年（即773至1284年)是很方便的.我们用最后512数据的样本均值又士 

11. 553来估计过程 均值. 使用 LA (8) 小波，对&和 d 的极大似然估计是 f ° 士 
0.453 2 及么 2 (义“）士 0.429 3,而相应的精确的极大似然估计是$土0. 445 2及 

^(^>-0.423 0( 哈尔和 D (4) 估计量的计算是练习 [9. 8] 的主 题）. 决定 5 每个极 
大似然估计的缩简的对数似然函数在图 386 中绘出（粗细曲线分别基于小波逼近 
和精确的方法）.由$无偏估计董的渐进 Cramer-Rao 下界得到 N = 512 时 0 . 034 4 
的平方误差均值的平方根，通过从给定的估计值中减和加 0. 068 9 我们形成占的 

大约95%的置信区间（对极大似然估计变化的评估也告诉我们七“与》之间的偏差 
是无关紧要的）. 

图387展示了当时通过式 （344) 而当 > =1 和2时通过式 （354) ， S ⑷和 
可转变成 C , 估计量（粗曲线），另外还给出了基于|| 2 / N y 
的 C , 的样本估计量（圆 圈）. 对应于倍频程带中心频率的 G 的两个估计量都有绘 
出（与图344比较）.在所有的尺度上都有很好的- 致性. 





注：对于方差齐次性使用哈尔小波滤波器，用计算机模拟确定临界值来检验尼罗河最低水位的结果 

(Whitcher 等， 2000a). 

现在，让我们转到 8.8 节讨论的使用实验统计 D 的方差齐次性假设估计问 
题.为简单，使用哈尔小波（使用 D ( 4 ) 和 LA (8) 小波的结果实质上是同样的 ）• 
像在 9. 6节扩展与讨论 [1] 中所述，我们能够用同样的序列作这个实验，而不必 
是2的次幂 （N = 663). 这里我们填上1 024 — 663 = 361个零作为一个序列，之后 
在 VV , 中挑出前 M )= L 663/2，」 个小波系数（因为使用哈尔小波， A (有一个简单 
公式）.对于前四个尺度的 D 统汁值以及用计算机模拟的临界值在表 387中 给出. 
因为对于 rj = i 年的 D 大于表中任一临界值，我们可以排斥在所有三个临界水平 
方差的齐次性零假设.对于 r 2 =2 年，我们可以排斥水平 or = 0.05, 但（勉强）不 
排斥水平 a = 0.01. 对于另外的尺度，我们不排斥任一重要的合理水平的零假设 
(这些结果与由图327给出的结论是一致的）. 

现在让我们转向研究用辅助统计量石来区别变动点的问题•图 388 中间和了 
面的图表示在两个感兴趣的尺度上作为々的函数的 △厂， 这（而不是 △*+) 决定了 
D . 估计的变动点出现在很接近于715年新的测量仪器形成的时间. Beran and 
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图388尼罗河最低水位（上面的图）以及对于尺度 n 和 r 2 , 作为 A 的闲数的 △*( 中间和下面 
的图〉.粗的临界线表示715年 


T er rin (1996) 也曾注意到尼罗河最低水位并且用了一个检验统计量讨论在时间序 
列中对长记忆参数的变动.结合历史记录，这个分析的结果给出了一个备选解 
释，即减少是由于一个新的测贵工具，而不是尼罗河长期性质的变化. 

9.9 小结 

令 {Xj 是带有参数5和 V 的零均值分形差分过程（精确的定义参见 7. 6 

节）.当0<$<|•时，这个过程是平稳的并且它的自协方差序列 5 X . r = cov {： V ,， 

缓慢地趋于零的意义下，表现为长记忆，特别是对于接近1/2 的& 对于 
某个 iV =2 ; ， 令久=〔兄， X ,，…， U , 并且考虑/层（即完全的）离散小 
波变换兄但是 X 的协方差矩阵厶可能有显著的非零的非对角元素， 
而 W 的协方差矩阵厶 VV T 的元素则相对较小.因此我们可以主张离散 
小波变换对于分形差分和相关的平稳长记忆过程起到去相关变换的作用. 

令 C ,() = 1, …， J ) 是对于分形差分过程在与第）层小波系数相关的倍频程 



长记忆过程的分析与综合 


389 


带 r ^ r , 上谱密度函数的平均水平： 

一 2 片】 J ::" s x (/) d /. 

对&的 一个方便的逼近是对角矩阵 | v , 它的对角线元素是 

C\ ,C 2 ，•: .，C 2 ， …， C,，".，Q ,Cj-y ,Cj »C；4| . 

其中最后一个元素 C 』， ，由式 （355 b ) 给出，并且是对 w 中单个尺度系数方差的逼 
近.当 X 是多元髙斯过程时，我们可以说它的离散小波变换 VV 也是一个多元的 
高斯过程，并且有均值向量0和能被 A . v 很好地逼近的方差. 

W 统计性质的这个逼近的两个用处是，综合具有长〖己忆的平稳分形差分过程 
和估计它们的参数.为了从分形差分过程中综合（即模拟）一个长度为 N /4 的时 
间序列，首先，用相应于想要的参数5和 d 的谱水平 C , 的平方根来装填它形成 
对角矩阵即有 A }^ 2 Aj ； 2 = i \ N . 其次，取具有零均值和单位方差的高斯白噪 
声过程的 N 个偏离构造向 fiZ . v ， 并建立 

Yn = yv T A l N z ZN. 

然后我们得到随机变量的实现 / C , 它是在整数0 ,…， N — 1上均匀分布的.我们 
使用这个来实现循环平移 Vv ; 即构造= 其中丁是循环平移矩阵（参见 

围绕式 （52 a ) 展开的讨论). f v 的前 N /4 个元素是平稳过程的实现，这个平稳过 
程的自协方差序列与所期望的分形差分过程在延迟 r =0, …， | 一 1时非常 
匹配. 

假设现在有一个时间序列 X ，我们想要用它来建立具有零均值的分形差分过 
程的模型.我们可以用 VV 的近似统计性质来给出5和 d 的简单极小似然估计 fi 
公式.给定 X ，这两个参数的精确的似然函数由 

Lid.aU X) = (2lt )v/2 1 | Ix |i/2 e '* 2xX 2 

给出.近似关系式二 = W 厶 W r ^As 可以使我们简化上面公式的两个主要部 
分.首先，我们有丨丨〜丨 Av 丨，这转而等于 A 、 所有对角元素的乘积.其 
次，我们有〜 H’ T 用这些替换，我们就导出对 S 的一个简化对数似 

然函数，即 

•/ 

1(8 ! X ) ^ NlogQK 占 ））+log(C'"】 （各 ）） + 2 N i lo « (C ； (5)) » 

卜 I 

c ; ⑻三 


其中 
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(剩余变量由式 （362 d ) 给 出〉. 8的极大似然估计是使得丨 X )最小的 
而相应的 af 的极大似然估计则将心“代入式 （363 b ) 的右边就能得到.基于小波的 

近似极大似然估计义 s > 与精 确的》 相比十分有利（参见表363和表 364). 就像练习 
[365 b ] 指出的那样，我们可以很容易地采用这种方法来处理 预先没 有假定有零均 
值的时间序列. 

对给定的时间序列 X ，极大似然估计义“是基于公式化逼近对5的似然函数 
来给 出的； 然而，对给定 X 的离散小波变换州，我们仍然可以解释8的近似似然 
函数并以此作为结束.如果限制仅用 W 中的非边界小波系数，我们可以构造5 
的似然函数，这个8可以适合 （ i ) 非平稳的分形差分过程 （ ii ) 在确定的多项式趋势 
之前观察到的平稳或非平稳分形差分过程.将相应的简化对数似然函数极小化就 

能得到基于小波的近似极大似然估计岁， / ns > . 在精确的极大似然 估计》 和近似的极 
大似然估计义可以应用的情况下（即无趋势的平稳分形差分过程），这个估计量 
有比它们大得多的平方误差均值的平方根，但是岁" ns> 可以直接应用到比另外两 
个极大似然估计更宽的方法类中.例如，在模型 x = r + i ; 中，我们可以在检验 
t=o 的假设时用，其中 r 是一个多项式趋势，而1/是一个零均值分形差分 
过程.检验基于 w 中尺度和边界小波系数形成趋势估计子，然后计算检验统计量 


II XII 2 /II x-f II 2 . 以观察值卜^为条件，我们根据经验可以通过模拟研究 
确定零假设下 P 的分布，然后评估是接受还是拒绝零假设. 

作为极大似然估计的一种选择，我们也可以用最小平方估计量来估计也这 
个思想是基于对分形差分过程来说作为尺度 r , 函数的小波方差 v 2 x ( n ) 的 log/log 
图是近似线性的这一事实的.这个近似在时变得更加精确，在除 r , 以外 
的所有尺度上都能很好地接受.因此对于)>2，我们可以写 log ( p 2 x ( r ,))~ C + 

沒 log ( h ), 其中斜率々和 S 有关系 + 给定一个长度为 [ 的小波滤波器和 


一 个可以视为有[ — +，舍+ |]的分形差分过程实现的时间序列（参见围绕 
式 (370 b ) 的讨论），我们用个非边界极大重叠离散小波变换小波系数形成小波方 
差的无偏估 计量巧 ( r ,)( 参见式 (306 b )). 式 (313 a ) 的分布结果记作 

其中，为了简便，近似地取等价自由度免作为 max { M ,/ 2 、 1 K 这与式 （314 c > — 
致）.现在我们可以给出线性回归模型的公式 

V ( r y ) = C + /3 log ( r >) + ^» 


其中 

y ( r ,) = log ( d ( r ,)) -必(|)+ ) ， 

和0(0是厂 2 函数.在这里，误差项^近似地认为是不相关的，并且与随机变量 
log (<)— 彳 |)_ log (2) 有相同的分布；进而，。有零均值和方差并且当 
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等价自由度在10附近或大于10时近似于髙斯分布，其中 〆 （•） 是 r 3 函数.标准 
最小二乘理论使我们得到式 （376 c ) 中给出的加权最小二乘估计斤 —（ 对于加权最 
小二乘估计理论上的方差由式 （377) 给出）.相应的 S 估计量由 ^ (wU> = 
+ 给出.从表377可以看出，加权最小二乘估计有比精确的极大似然 
估计大得多的平方误差均值的平方根，前者很容易计算并且——与基于小波的近 
似极大似然 估计义 类似——对 （ i ) 非平稳的分形差分过程 （ H ) 在确定的多项式趋 
势出现的时候观察到的平稳或非平稳分形差分过程有直接应用的优势. 

离散小波变换近似去相关分形差分过程的事实也可以为具有长记忆结构的时 
间序列的方差齐次性设计一个检验.基本思想是，在 X 是高斯分形差分过程的 
一个样本这样的零假设下， VV , 中的非边界小波系数应当近似地是一个具有齐次 
方差的高斯白噪声过程的一个 样本. 利用通过式 （380 b > 定义的检验统计量 D ， 我 
们可以在每个尺度对尺度的基础上检验齐次方差的零假设.如果我们对第）层小 
波系数拒绝零假设，并且接受时间序列本身方差的一个单个变动替换的假设，那 

么就可以用一个基于极大重叠离散小波变换的小波系数的辅助统计量石来估计变 
动点的位置（参见式 （382) 及围绕它展开的讨论). 

9. 10 练习 

[9. 1] 类似于图 347 a 和 347 b ， 对 D (4) 离散小波变换绘图. 

[9.2] 证明，如果我们将近似地看作是一个理想带通滤波器的平方增益函 
数，并且如果假设 S x (.) 在这个通带上是常数，则从式 （348 b ) 得出 
cov { W ,." W ,, l + r }^0. 

[9.3] 令{ X ,}是一阶移动平均 （ MA ) 过程； 即我们能够写 

= £, -h de, 1 . 

其中是白噪声过程，0是一个任意的 常数. 得到这个过程的自协方差 
序列和谱密度函数，然后类似于图349那样，对 <?=()• 5和 0=0. 98的情 
形绘图.离散小波变换如何去相关这些移动平均过程？（对于一 1<6<1 
的移动平均过程的讨论参见 Whitcher ， 1998， 4. 1. 2节 .） 

[9. 4] 假定随机变量的 N 维向量 V 服从具有所有分量全为零的均值向量和^方差 
矩阵么 的多变量高斯分布，这个矩阵的第(⑺，”)个元素用為表示•令 
/ c 是均匀分布在0，1，…，上的一个随机变量，并且考虑歹 = 

其中丁是式 (52 a ) 的循环位移矩阵（回忆丁 2 = T 了等等). 证明： P 中的随机 
变量构成一个平稳过程的一段，它的自协方差序列由式（ 357) 给出.再证 
明： 已知对于 z ^ l ， …， N /2, 在 ^ r ， v _,=> s 7. r 的意义上，这个自协方差序 
列关于 f = N /2 对称. 

[9.5] 验证式 （376 c ) 和 （377). 

[9. 6] 验证式 （374) 和（379)，它们分别可以用来得到 S 的瞬时极大似然和最小 
二乘估计量.并确定在 LA (8) 小波情况下对于 G 的表示.最后，讨论占 
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的瞬时最小二乘估计值的方差的表达式是 

_ (Jo~Ji~rl)n 2 _ 

8[(九一尸 + l ) Elog 2 ( r> ) — （ Slogk )) 2 ]* 

[9.7] 绘类似于图383的图，但是现在使用 D (4) 和 C (6) 小波.将估计趋势 f 与 
图383中的趋势做比较，然后讨论每个小波对得到的趋势估计有什么 
影响. 

[9.8] 基于尼罗河最低水位的最后 N =512 个数据，使用哈尔和 D (4) 小波计算 
一个平稳分形差分过程参数5和 V 的基于小波的近似极大似然估计.用 
这些极大似然估计绘类似于图387的图.哈尔和 D (4) 极大似然估计与 
9.8 节给出的 LA (8) 极大似然估计相比各自的优缺点是什么？（尼罗河序 
列可以通过这本书的网页得到） 



第 10 章 

基于小波的信号估计 


10.0 引言 


在第4章中已经介绍的离散小波变换吋以把一个时间序列 X 分析（分解）为离 
散小波系数 VV , 同时我们坷以从伙综合（重构）原始序列.我们已经注意到，例 
如综合相位可以用来重构时间序列的多分辨分析（参见式 （64) 或者 （104 a )) 和模拟 
长£忆过程（参见 9. 2节）.本章我们要研究对于综合相位的另一个重要的 用法： 
适用于信 号估计 （或者称 为函数估计或去嗓） 问题，这里我们想在观察时间序列中 
估 汁一个 被噪声包含的信号.这里，基本的想法就是修改 W 中的元素以产生 VV 、 
从而信号的估计可以综合出来.除了在 10.8 节简单介绍的方法 以外. 一旦某个 
参数已经估汁出来，外的元素就一次一个地被 处理； 即我们怎样修改并 
不受保留下来的离散小波变换系数的直接影响.我们这里讲的基于小波的技术在 
概念上都是非常简单的，然而却适合对广泛的各式各样的信号进行处理. 

我们将考虑确定性信号和统计信号，也考虑不相关噪声和相关噪卢.我们采 
用下面的符号约定来强调要讨论的 模型： 

[1] D 表示一个 N 维确定信号向量. 

[2] C 表示一个 N 维统计(随机)信号向萤，即 C 是一个多元随机变童，协方 
差矩阵为 2 C . 

[3] e 表示 N 维独立同分布 （ IID ) 均值为零的噪卢向贵；即 e 是-个多元随机 
变最 • 每个元素有相同的不变分布， £{ e }=0( — 个 N 维零向量），协方差矩阵 

其中¥是普通方差. 

[4] 7 表示 N 维非独立同分布的噪声向景，均值为零.即1?是一个多元随机变 
量且£{#=0,并且协方差矩阵是 2,( 依赖于文中的特別假设，7?中的随机变量可以 
从具有不同方差的独立同分布或者是相关的分布中产生 )• 
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本章我们将在适当的位置提出有关随机变量性质的假设. 

本章组织如下.首先我们将考虑应用于确定性信号的一般的规范正交变换 
O. 在 10. 1节，我们将指出实际上一般规范正交变换简洁地概括一个信号所需 
要的系数比其他的更少（特别地，多样的确定信号/>的离散小波变换可以将 D 的 
主要性质集中到少最的系数上）.这种推测导致了的想法^ 在 1( X 2 节中所展 
示——对附加噪声的信号的规范正交变换采用阈值方法.我们讨论丫不同类型的 
阈值函数，同时阐述了选择阈值层的技术.在 10. 3节中我们说明在噪声下统计 
信号 C 的最小均方估计可以通过一个对观察系数的简单尺度得到，从而得到一个 
估计（与著名的维纳 （ Wiener ) 滤波器相似），即将观察到的变换系数收缩到零.我 
们讨论的收缩法则完全展不了在 10.4 节中信号变换系数和噪声变换系数的统计 
结构这些包括条件平均、中值方法和贝叶斯 （ Bayes ) 公式.我们对观察到的 
离散小波变换系数应用阈值或者收缩方法所得到的严格依赖于噪声变换系数的结 
构.当时间序列中的附加的噪声项是独立同分布的高斯分布时，噪声变换系数也 
是，我们将在 10. 5节验证这种 情况. 而 10. 6节我们观察附加噪声项是不相关、 
非髙斯的情况，这样噪声系数的离散小波变换不是独立同分布的，从而阈值成了 
问题，对这种结构一个有趣的应用就是用周期化进行谱估计.在 10. 7节我们将 
考虑在一种很特别的例子中的相关高斯噪声系数的离散小波变换，这个模型是个 
很好的逼近，称为多锥谱估计基础上的谱 估计. 在 10. 5节到 10. 7节中集中于处 
理的噪声过程 e 或 7 的结构，我们将在〗0. 8节讨论对于统计信号 C 的一个逼近. 
在 10. 9节我们做了一个小结. 

10. 1信号的小波表示 

D 为 N 维向量，其元素组成感兴趣的确定性信号.本节的中心议题是 D 
的离散小波变换能够表示（重新表示）信号的有效 方法. 这种方式易于简化信号 
估计的问题.如我们将在 10. 2节看到的，就是能够使信号估计的表示用很少 
数目，即 M 项，本质地总结出 D 的熏要 性质. 如果 M 比 N 小得多，那么估计 
问题就简化为只需估计 D 中的 M 项，而不是所有 A /项. 我们所寻找的就是用 
很少的项来表示信号 D 的有效方法，而我们要求的这些离散小波变换就可以 
达到. 

为了检验相对于其他的规范正交变换，离散小波变换怎样更好地表示信号 
D, 让我们做一个平凡假设|/>| 2 >0(即排除信号恒等于零的情况）.我们能运用 
符号规范的部分能量序列 （ NPES ) 来肴看，一个规范正交变换是如何以少量的项 
来获取 D 的主要性 质的. 如前面 4. 10节中描述的，如果 0=0 i > 是由信号 D 的 
一个实值或者复值的规范正交变换 O 形成的变换系数的向量，而 0 的规范部分能 
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量序列实如下定义.令是 O 中元素 O r ， 第/个元素即那些平方量 | CV | 2 是在 
N 个可能的平方童中是第/大的.因此我们有 

\o^\ 2 > |0 川 |» |a.v_oi 2 . 

下面我们对项 | o ( „ I 2 递增求和，并用能 it || o || 2 =|| D || 2 规范化这个和来定义规范 
的部分能力序列 如下： 


Sl^>l 
/ = 0_ 

\\of 


i ； io (/) i 

— i^o _ 

N-l 

Elo ( oi 

/ =0 


n — 0 ,—,N — 1. 


由构造， 0< C „<1 且为了看一下 O 中具有最大平方量的 M 个系数是 
怎样提取 D 中的性质，令:是 NX / V 阶对角矩阵，其元素由 M 个 1( 指 M 个最 


大 |CV I * 的位置）和 N-M 个零 组成. 令 !) m = 2： mO ; 即 f) M 是由 M 个最大的 

变换系数形成的 D 的一个逼近. 

练习 [395] 证明 

IIp-DmII 2 ^ 

~ IDV . 

注意1一(：„- 1 表示当我们用办 M 逼近 D 的时候的相对逼近误差，即逼近误差 
M 的平方和与信号量平方和的比值.因此， 1_ C M -, 越小(或者等价地 越大〉 
逼近就越好.如果和{( X }是两组规范正交变换的规范的部分能 M : 序列，而且 
如果在恰当运用 M 个变换系数来表示算法的时候，我们将更倾向 
于第一个变换而不是第二个变换. 

为了看一下为什么离散小波变换对于信号表示是一个很好的规范正交变换， 
让我们考虑图396中左列的三个信号.每一个信号 A 都是由 N = 128 个元素组 
成，表示为 f = 0， …， 127. 从上到下，三个信号依次为 

[1] 一个取样的正弦曲线 D 1>< - ycos (^+0. 08). 

[ 2 ] 一个“脉冲”对所有的 f 定义为 D 2 ., = 0， 除去 ，…， 69的点，在 
这些点上 



定性地讲，认是一个“频域”信号（因为它的规范正交离散傅里叶变换中仅由 
两个非零的系数组成），而认是“时域”信号（因为它仅有11个非零 值）. 第三个 
信号认 是这两个域的混合.右列的图形展示的是，每个信号分别用了三种不同 
的规范正交变换的规范的部分能量序列，这三个变换是恒等变换心（点划曲线）， 
正交离散傅里叶变换，（细实线）和基于 LA (8) Daubechies 小波滤波器的离散小 
波变换 W (虚线）.表396表示 M 的最小值，产生了一个对信号和变换的各种复 
合不超过1%的相对逼近误差.而离散小波变换在适用于单位变换和正交离散傅 




注《 对二-个信号用正交离敝傅里叶变换 /、 恒等变换/、和1八（8>离散小波变换 VV , 获得不超过1% 
的相对暹近误差所需要的系数的数目 （详情 参见 IE 文〉. 

里叶变换的信号时次于这两种变换，离散小波变换在两种情况中都是第二的，而 
它对混合信号实际上是相当好的.这个简单的例子表明离散小波变换应当对实际 
发生的很多信号即那种表现为时域特征（短暂的）和频域特征（窄带和宽带特征）的 
混合信号起到很好的效果. 

作为一个离敗小波变换如何很好地表示实际相当复杂的信号的例子，让我们 
考虑海洋测 fi 的垂直截面的一部分，如图194的最下面的和在 5. 10节中描述的 
(这个数据实际上不能认为是一个确定信号，但是我们在这里无论如何要这么做 
以描述关于离散小波变换的要点）.为了便用7层部分 LA (8) 离散小波变换， 
我们需要一个为 2^-128 的倍数的样本尺寸，因此我们缩减原来序列91个观察 
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350 450 550 650 750 85() 950 1 050 

米 


图397绘出了与对应于深度为米的海洋垂直截面的假设信号 D 的 N = 6 784个值（顶部的 
图），连同用100个 LA (8) 离散小波系数、300个 LA (8〉 离散小波系数和300个正 
交离散傅里叶变换系数组成的東构.对这些数据的更多讨论参见 5. 10节 

点来获取子序列长度为 N =6 784 = 53 • 128—一这个子序列在图397的最上面给 
出（如果我们将原序列表示为 X 。，…，,那么这个子序列为…， 

Xs ,37). 在这个图下面的三个图表示了办 m ， 分别基于100个 LA (8) 离散小波变换 
系数、300个 LA (8) 离散小波变换的系数和300个正交离散傅里叶变换系数.直 
觉上认为保留短暂事件用加0个离散小波变换系数逼近要优于300个正交离散傅 
里叶变换(注意300个系数比/ V 的5%还 少). 借助于规范部分能量序列，我们有 
C ^ r 1= 0.998 3 * C ^ fl > =0.997 3， 因此，在这种度 M 下的离散小波变换优于正交 
离散傅里叶变换（事实上我们有 Ctir } < Ci ? 3 M，> ♦ 因此我们需要另外123个 

正交离散傅里叶变换系数以获得与 LA (8) f ) 3 。。 相同的逼近误差）. 
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10.2 通过阈值方法的信号估计 


现在假设我们把时间序列模型化为 X - D + c , 其中 D 表示一个感兴趣的未 
知的确定性信号，而^是不想要的独立同分布均值为零的统计噪声.再次，我们 
令 O 为 iV X iV 阶规范正交变换矩阵，我们取 JV 来表示变换系数 
{O, * /.=0, N —1} 的 N 维向 M . 那么 

0 = 0 X = 0 D -\- 0 e^d + e 因此0,=沁+ 幻， （398) 

其中乂 分别是4==01)和6 = 0£的第/个元素.我们能够定义这种模型的 
信噪比为信号范数的平方和噪声范数平方的期望的比值： | i >|| 2 /£{|| c||M = 
|| d || z / E {|| e || 2 }. 如果这个比率大并且变换 O 能成功地孤立信号使得信号变换系 
数的-小部分是大的，那么 O 应当由少数大系数组成，这些大系数对信号起决 
定作用，而许多小系数来自于噪声. 

假设 m 是归因于信号的未知系数的数目，：是除掉一些来自 o 的系数的 
NXN 阶矩阵，那么我们的问题就是如何确定 M ， 还有，给出 JVf 来构造 Zm ， 由 
这些我们可以用 


Dm = O t TmO 

来估计信号.这个问题的解可以通过最小化标准 

= IIX — O w 1 2 4- 2 , m — 0,*** ,N 

来 得到. 给定 rn , 通过所有可能的: r TO ， 其中 y >0 是常数且可以选择（这里我们 

定义办。=0).在中的第一项能认为是逼真度条件，这就是说我们想要估计的 D 
离观察数据不 太远. 注意到当 m = N 时这个逼真度条件是零而且在 m =0 时获得最大 
值 || Xp . 如果对所有的饥有了—丨一 2^ = 2：,，这个逼近条件就成为讲的非增函数. 

y „ 的第二项是阈值项，减轻在构造戌，中使用的大量的系数， 是⑺的 严格递增函数 * 

我们断定 h 在 m = M 时最小，如果我们确定 M 是使|0,| 2 > V 变换系数的 
数 0. 为此，令乂《为防指标/的集合，/是2：«的第 /个对 角元素等于 1 的指标， 
并且注意到 


jX-D m \\ 2 +mS 2 = \\O r O~ O t X m O \ 2 wS 2 

= \a N -x m )oi 2 + ^ 2 - Sl 0 'l z + 2 > 2 . 

注意到，如果 z e 又，我们贡献 f 到组成的和式里，然而，如果丨€又，我 
们贡献 | o ,| 2 到和式 k 面. 怛此 我们通过把所有满足| 2 >以的/放到又中最 
小化这个结果表明，最小化标准 心通过⑺自然 地导致了基于变换系数的阔 

值的一个估计於 Moulin ，1995). 
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阁399映射 a 到 o 广，其中 cr 是 o; h ” 对硬阈值（实线），或者是 or" 对软阈值（虚 线〉 ，或 
者是对中阈值 (点线） 注意所有三个阈值算法当时候是一样的 


• 阈值函教 

在阈值函数公式化中的一个普通线索是，如果观察的变换系数0/的幅值小 
于阈值5>0,系数就置为零.因此对于估计 D 的一个阈值算法是由下面三个基 
本步骤组成的. 

[1] 计算变换系数0=01 

[2] 定义阈值系数 O u) 是一个向量，它的第/个元素是 OP . 

[0, I O f \^dt 

— J 

t 某些非零值，其他. 


这里的非零值还没有定义. 

[3] 通过旮 估计 D . 

注意同样的阈值应用到每个项 O /. 这个类型的阈值有时称为全局 闲值. 
对于幅值超过8的系数，有几种可能性.最简单的是硬 阈值， 我们定义系数 
o < 。阈值后为 o <h ”，其元索是 


ro, 1 o t |<5 ； 

Qj hl) = J (399) 

lo ,， 其他 • 

这里幅值超过 6 的系数保持不变，而那些小于或者等于$的被“杀”或设置为零. 
从 的映射用图399中的实线 表示. 
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另一种普遍应用的阈值是软阈值，这里0<"等于向量 CT "， 其第/个元素为 
= sign{0,}(IO l l-a). , (400a) 


其中 


而且 


f +1, O , >0； 
sign {()" = < 0, O ； — 0; 

1 _ 1 • O, ■< 0； 


— I jt, x ^ 0 
一 io ， x < 


系数的数值超过 5 则以 5 推向零，而那些小 T 或者等于&则置为零.图399中的 


虚线描绘了从 U 到严的映射. 

在硬阈值和软阈值之间的一个妥协是中阈值，对于跟硬阈值- 
样，对于&<|(),|<2心在硬阈值和软阈值之间做插-一这个插值在图399中用 
点线表示出来了.这里我们设等于向量 CT ' 其元素为 

0{ m,> = sign { a }{|0, (400 b ) 


其中 


( I O , I 一 5) ‘ 一 


(2(10,1-5)^ 

lai , 


丨 o ,| <2 心 

其他. 


这里大系数，即那些数董超过 2 d 的系数保持不变，在 2 A 和3之间的萎缩了，而 


小于$的则置为零. 

中阈值是更广的坚阈值 （Bruce and Gao ，1996 b ) 的一种特殊情况，在对坚阈 
值步骤 [2] 要替换为由一个有两个阈值参数8和 f 的阈值过程来定义的.这里阈 

值系数的向量由 O "” 给出，其元素为 

j 。， \Ot\<di 

Oi io = j sign {0 <) ^ ^ ^ < I O / I ^ ^ ? (400 c ) 

lo M lai>y. 

因此我们集中看一下建立在阈值水平 8 上的阈值法则.对于如何取 s 的若干方法 


在文献中已经有了. 


• 统一阈值 

产生阈值水平的一个非常感兴趣的方法是由 Donoho and Johnstone (1994) 对于 
独立同分布高斯噪声 e 给出的，即 e 是多元高斯（规范）随机变摄，它的均值为零， 
方差为 W / v . 关于独立同分布髙斯噪声的规范正交变换的一个关键的性质就是变换 
后的噪声和未变换的噪声有相同的统计性质 （ 参见练习[ 263 ])，这告诉我们在等式 
(398) 中的 e 是一个独立同分布高斯随机变量且均值为零、方差为 W 的向量，即 
G - , V (0.^) 且与 / 关 〆 时， cov { o , e ,，} = 0. 

Donoho and Johnstone (1994) 给出的占的形式是 


S un =v / [2a t 2 log(N)J, 


(400 d ) 
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这就是著名的统一阈值（上面的 log 是以 e 为底的）.这个阈值的基本原理如下. 
假设信号1>实际上是-个零向量.因此变换系数 {0,} 是均值为零方差为 y 的独 
立同分布高斯序列 { 的 一 项，即那么当时，我们有 

P [ max { | O , | }< ^ <u> ]= P [ max { \ e t \ }< # u> ] — 1 ， 

所以我们就渐进精确地估计信号向量.这个结果可用两个理由小心地解释.首 
先，阈值是倾向于除掉噪声的大部分，对于独立同分布卨斯序列彳&}，我们有 


P [ max { \ e t | }> 5 <u, ] < 


V[47rlog(N)] 


因此在此范围屮没有噪声可以通过这个阈值.对于有限采样，这个概率界限说明 
不超过13%的长度为 N =128 或更大的纯噪声变量的实现将超过这个阈值 
(Johnstone and Silverman , 1997， p . 325). 因此统一阔值可以移去所有的噪声. 
但是，在这样做的时候它也可能无意地使得某些小信号的变换系数为零.因为这 
样倾向于光滑信号，因此统一阈值以极大的概率保证了重构后的信号和真正的确 
定信号一样光滑或者更光滑. 

第二，如果 D 是一个非零的信号，使 的最大 元素当 N — co 时是有 
界的，因此渐进地我们可以估计 D 为一个零向 M (这是因为最终的变得大得 
使丨4+々|不能超过它）.在判断统一阈值的用法的发展渐进证明过程中，如果 
我们成功地提取 D ， 所有的非零信号变换系数当 iV — oc 时保持在的前面.这 
需要“玩渐进游戏”，这在时间序列看来是很特别的方式.作为例子（细节是练习 
[10.2] 的主题），我们假设有个时间序列 X 长度 N = 16, 包含信号 D ， 它的值与 
哈尔离散小波变换矩阵的行《 成比例（参见图 57)； 

D , = 


一 1 ， 0 ^ f ^ 7 ； 
1， < 15. 


(401 a ) 


这个信号的哈尔离散小波变换由 ‘ =4==#， 山 = 0, /关14组成，因此这个信 
号被孤立到一个信号变换系数.假设我们增加 N 到2的指数倍而趋于无穷大， 
即令/ = 5, 6,….如果我们决定周期地扩展原始信号，那么扩展的哈 
尔离散小波变换有个非零系数，每一个都等于 4( 这样非零系数的比例因此 
就固定在 1/16). 这个扩展模仿我们观察多个信号通过时间通道的情况，这在信 
号处理中是很普遍的（即两个观察值之间的取样间隔以保持固定的，或者是单位 
的，并且我们观察的全部时间范围是当 N 增加的时候 NA / 扩展到整个时间）•我 
们能够证明 P [ Id l <# u > ]— 1 当 N — oo 对于所有的/成立’因此硬阔值信号估计 


l > ( h "为零向贽的概率很髙，因此不能重构另一方面，假设我们决定用“填充 
法”扩展信号： 


1， 


Of = 


0 < ^ < ~2 — 1； 


(401 b ) 
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这个扩展模拟将使我们在确定时间范围中获得一个信号的更多的精细取样值（即 
当 N 增加的时候，我们减小使得保持固定，例如说，等于 1). 这种策 
略在信号处理中并不通用， 这里以 通常设置使得到的奈奎斯特密度 / A = 
1/(2以)大于在信号中的频率（参见 10.6 节的评论与扩展中的第 [2] 条，取样方案 
更精细是很自然的）.这个信号的哈尔离散小波变换有一个非零系数， ^ N - 2 = 
很 我们现在证明当 N — oo 时/>[丨0, 1对所有的/关 iV — 2成立，而 

P [|0. v - 2 | O ( u , ]-0, 因此办 h ” 任意接近于 D 的概率 很高. 关于应用有效性 
实践者只有16个原始点的时间序列可以从这些渐进证明，发现两个非常冲突的 
想法中看出一些. 

虽然关于^^的解释有点让人担心，基于这个阈值的信号提取在某些确定的 
实际应用中有出众的应用效果，特别是由于它的内在简单性.我们将在 10. 5节 
和 10. 7节中给出一些例子. 

• 交 叉賦值 （ cv ) 

对于独立同分布高斯噪卢情况下选择3的另一个途径是著名的交叉賦值.这 
个方法在统计文献中广泛应用，特别是在非参数回归中选择光滑参数的一个自动 
方法 （Green and Silverman ，1994). 为适应当前的情况，我们可以用两种方式阐 
述交叉賦值 （ Nason , 1996). 第一种方法，称为“两倍”交叉陚值，分裂 X 。， …， 
X —,组成奇数和偶数下标的下采样.给出一个阈值，我们分别用奇数下标（偶数 
下标）下采样来估计一个信号，然后插值和比较 用平方差——分别用偶数下 

标（奇数下标）下采样.我们选择阈值-一称为扣 fcv> ——作为一个最小平方差的 
和.第二个方法称为“漏-”交叉陚值，从 X 。，…， Xv -, 开始，除去足得到两个 
子序列，即 X ,前面的序列和后面的序列.给定一个阈值1我们用这些子序列来 
产生对 X ,的估计；0 8) .对每一个 f 重复上面的过程.然后选择阈值 称为 

5 < loofV > -一^>0的值极小化 

- X ,) 2 . (402) 

f-0 

然而，在这个过程中与离散小波变换一样有两个 问题. 首先，人层局部离散小波 
变换只是自然地定义样本尺寸为2々的倍数，然而现在这里我们有全长为 N — 1 
的两个子序列.第二，我们需要某些特别的规则来定义如我们在 10.5 节 
末尾中注意的，这些困难是可以克服的 • 

• 最小无偏风险 

到目前为止，我们假设噪声变换系数为独立同分布髙斯向置^由变换一个 
相似的向 Me 建模 X 作为“信号加噪声”的 -• 部分组成.当 X 中的附加噪声替代为 
一个非独立同分布的向量7时，我们必须考虑噪声变换系数也是非独立同分布 
的.现在我们考虑对一个简单的非独立同分布模型的阈值选择大小，我们就直接 



基于小波的信号估计 


403 


借助于噪声变换系数公式化.相应地，我们假设变换模型是 
0=0 X =0 D -\-0 ij = d -{- n , 

所以 

0 / =山 + ， 

其中4和 n , 分别是和 = 的第/个分量.我们进一步假设 

nt = ). 

因此，每个分最〜都是均值为零、方差为<的髙斯分布，但是对噪声变换系数， 
模型不再是独立同分布，因为随机变量〜允许有不同的方差，而且可以相关. 
现在，令 or 是 a 的一个估计，用来确定阈值&令是第/个分量为 or 

的向量.定义 D ⑶三并且注意到 ( PO …定义用办…估计 D 
的风险尺（ • ， •） 为 

i ?( D ( i \ D ) = E {||^ <8> - D || 2 }= E {|| CKD <8) - D ) I 2 }= E {\\(/ S) - d \\ 2 } 

= E {|；( a a> -^) 2 }. 

/ = 0 

其中规范正交变换 G 不影响平方范数.按照 Stdn (198〗）， 让我们考虑一类严格 
的估计，即可以写为 

0； 8> = O ,+ A (8> (0,)， / = 0，...， N — 1， （403) 

其中形式上 A < a > (.) 必定是一个“弱可微”的实值函数（对这个概念的精确定义，参 
见 Hkdle 等，1998, p . 72；严格地讲，我们希望 A ⑻ （•） 至少是分段连续的）. 
那么我们有 

05 8) - d , = n ,+ A ⑺ （ O ,), / = 0，“.， N _1, 

因此 

E {( a #, = < +2 E { W / A ,#> ( a )}- hE ([>\ (#5 ( a )] 2 }. 

既然 叫 是均值为零、方差为 < 的高斯分布，我们有（进行变量替换 
£{«, A <a, ( a >}= E {^ A <#, (^+«,)} 

= 1 — 广 ” / A ⑷ (忒 + 

= ― l — r 〜 * /<2 々 dA 

yr 2 m ^) J — 

— _ .1 — r ^ A (#, ( A ) 矣 

用分部积分 

叫 e _— VdA ， 
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这由弱可微性质得到.因此 

Ein . A ^ Ca )} =<£{^ A ， A )|“, }. 

现在，我们可以写 

E {( a 8) -^) 2 }= E < n ( a nr O ,, d )} 9 (404 a ) 

其中尺 （• ， • ， •） 的泛函形式是 

TU < r nt +2< ^ A ( a , U )4-[ A f 4 J ( x )?. 

使用等式 (404 a )， 我们有 

i?(D ,#, ,D) = e{ 2(0T ~^) 2 J = e { S 兄 (<S ， Om 叫 , 

其中右边的大括夸里面的量我们称为对于尺（办 ( a > ， D ) 的 Stein 的无偏风险估计 
( Stein , 1981). 实际上，给出随机变量 O , 的实现值 o M / = ()，•••， N — 1,我们 
寻找使得下面式子最小的5 值： 

N -1 

〉: 尺 (< y ”,’ o ' ，<5) • 

卜 0 

随着 S 基于 Stein 无偏风险估计而选择之后，我们可通过式 (403) 形成信号变换系 
数 A 的估计 or . 

作为一个适合式 (403) 结构的估计的一个例子，让我们考虑在式 （400 a ) 中定 
义的软阈值函数.如果我们取 A ( i > (0 为分段连续函数 

f - * O / ♦ \ Oi I < ^ ； 

A <6 \O t ) = < 

l—^sign{0/}, \ O t f ^ dy 

然后得到 

a a> == 0/ H - a (#> ( o ,> = qt , 

我们可以将这个 or 再写为 

O }^ =0,-0, hc ^ AOn - 5 sign { a } lc ^.^ CO /), 

其中 1/ x ) 表示指示函数 

fit J0 €： Ji 

1 T (x )= < 

lo , 其他. 

练习 [404] 证明，对于 A (#> (0,) 的这种选择 

Tl{o nt ,0,,^) =0/ -h (2< — O/ +^)V.« ， >(a 2 ). (404b) 


<3 
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现在，在式 （404 b ) 中的 O , 2 -^ 不依赖于夂所以给定 0, = o M / = (),•••， 
N —1， 5的 Stein 的无偏风险估计， 即々' 是极小化下式给出的 《值： 

: V-1 

2(2^ -oZ-hS 2 )!：^.^^；). (405a) 

i 了 0 

假设我们对 丨排序 来给出丨使得 

0?0> < 0?1，< …» 

然后我们根据相 应的彳 A 丨的顺序来给出的排序为了找到次“，我们 
需要找到 f 的平方根，使得下面的函数极小： 

.V-1 

T {$ 2 )= 2 ( 2 <,, -««> +5 2 ) V .«, (£>?»). 

卜0 

定义使得对々 = 0 ，…， N — 1 成立. 如果 对某些是满足 
o 2 lk ^ y <^< o ^. 然后我们有 

r (衣 2 )= ( N -/ t )^ + 2 (2 <> 一心） 

i^k 

‘V — 1 

〉 （iV — ^)o(*-i> + ^ (2a^ (/> _ 0(<> ) = T(0(*_i>) * 

卜 * 

因此 T (.) 在 oK ^< ‘的最小值一定在 f =4- n . 另一方面，如果 
o? N _n . 那么总有 ru 2 )= o , 因此我们选择在 V 邻域内达到： r ( o 的 
最小值.因此我们能够通过计算 T ( o ?*,), 々= — 1, 0,…， N — 1找到 r(o 在 
〆 的最小值.如果我们比较 

•vy 

T ( o ? t) )= ( N - k - l ) o ?*,+ 2 (2<,> 一‘〉 

/，出 

与 

N — 1 

T ( o 2 < k + i , )= (JV — 々一 2) o 2 ( i + j ) 十2 ^ 2<r *<,» 一 O ， 

/ = *->-2 

就可以看到一个方便的迭代以 r ( d N -,, )=0 开始，然后对于々=〜一2, N — 3,…， 
0, 一 1计算 

T ( o ?*, )= T ( o ?* m > )+ (2^ Uil) - o ? Hn )+( N ~*~ 1)o <*> - ( N -^-2)^,, 

=T(0(*+n )+ 2<7 ^ u>ij + (N — 是一 1)(0；*, — O(H-i) )• (405b) 

在一个简单的阈值水平 5 中，刚刚描述的方法应用到所有分量 Q ， 即使它们 
相关的噪声 项〜有 不同的方差.实际上，如果每个叫对于所有的丨有相同的方差 
a \ = al ,这个简单的基于 Stein 的无偏风险估计的阈值水平应该是&的使得下式最 
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小的非 负值: 


(2 (；o ~ o / +5 2 ) lr ^ ? , oo ) ( of ). (406 a ) 

/ =0 

•具有共同方差的系数群 

对某些信号估计问题(例如参见 10. 7节），噪声变换系数某个群具有一个共 
同的方差.假设我们对分 M 彳0,丨重新换角标，使表示第群的第/个系数， 
第）群记为 C ,， 即 


Qr ., = dj ,, + rij ,, ,其中 ▲ Af (0, aj)i 

即第 ; 群的成员有相同的方差那么，对每个群）并给定从 
式 (406 a ) 得到一个阈值武“可以用下式最小的6值来 求得： 


S U 占 2 ) 1 V .«) (A ) , (406 b ) 

% 

其中，对于每个>，我们可以用跟从前一样的算法.定义一个随水平而变、基于 
Stein 无偏风险估计的阈值，对软阈值有效. 

统一阈值方法可以进行修改以适应这样的情况.在信号 D 为零向量的假设 
下，变换系数跟噪声是相同的，即 o ,., = ~„. 随机变量是相关的、高斯的， 
并且 


k" | 〜 )>>/(21og(N))] <B, <^== 


(Johnstone and Silverman ，1997)， 其 中技表 不用于相关的情况的一个界.这个 
界是要比非独立情况下的界小.进而，我们可以写 


这样 

其中 


P [ max { max { | 〜 .， | } 〉 >/(2( yJlog ( iV ) ) } ] ^ B , , 

i I 

P [ max { max { I n >t< | } < 5! u> ] - ► 1 ， 
i • 


《 u> =^2 a 2 j \ og ( N ) (406 c ) 

对于）群的系数提供了一个保守的阈值水平，因此定义了一个随水平而变的“统 
一，，阈值.随着由的实现，劣 u > 就是这样的集合.现在，我们可以执行，例 
如，硬阈值（参见式 （399)) 在每一个群）可以取 


C 上 l<r 
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10.3 通过尺度方法的随机信号估计 


假设 x = c + 7 , 其中 c 表示一个感兴趣的未知的髙斯信号，而 7 是不期望的 
零均值的高斯噪声，即 0 ：和彳都是多元高斯随机变量， E { 7 }= 0 , 并且协方差矩 
阵分别是 2c 和 ！：,. 我们假设随机信号(：与 7 是不相关的（即 C 中任意随机变量 
和 7 中的随机变董之间的协方差为零 一 回想两个非相关的高斯随机变量实际上 
是独立的）. 

现在，令 O 为一个 NXiV 阶规范正交矩阵，并且令表示相对应于 X 
的变换系数 { O / •• /= 0 ,…， u 的 N 维向 M . 那么 

0= OX = O C + C > 7 三 U + n ， 因此 O / =/?,+«,， 

其中尺和〜分别是 1 ? 三 OC 和的第 / 个分 M . 由多元髙斯随机变量理论 
的一个标准结果表明， K 和 n 分别具有协方差矩阵 0 O t 和 0 2 , (^的高斯随 
机变量(参见式 （ 262c )) ; 进而，因为 C 和 7 是不相关的，他们的变换 II 和 n 也是 
如此，这暗示圮和对所有的/和 /' 是不相关的. 

因为 7 有零均值，从式 （262 b ) 我们知道 E { if }=0, 特别地叫具有零均值. 
这里我们假设任意一个感兴趣的分量/使得 £：{/?, 丨 = 0 . 注意我们不需要 E { C ) = 
0 ,因为变换 O 可以对于许多，而不是全部的系数能够达到.（回想，例如，离散 
小波变换限制尺度系数中时间序列的取样平均，这些尺度系数作为全部离散小波 
变换系数的一小部分).因此，在本章中，当观察统计信号估计时，我们假设处 
理的分 M 有£^尺} = 0 .如 10.5 节将指出的，这对于离散小波变换是容易获 
得的. 

假设我们希望估计信号系数亿而借助于观察的信号加噪声系数 O ,， 使用一 
个简单的加权值《,，即 


Ri = fl/O/. 


(407) 


附加假设，我们决定选择〜使得£：{(亿一免) M 尽可能地小. 

练习 [ 407 ] 证明极小化 EU /^— qO ,) 2 丨要求 E {( R l - a l O l ) O t )=0 , 这是 
著名的线性最小二乘估计的正交性法则. < 

总之，估计误差和估计量彼此不相关（即“正交的”).因此 

£{ KA }— 〜£：{0/卜0,所以 a , = £ £ { 没 } } • 

由 {尺} 和是不相关的和高斯的事实，我们有 

E {7? A }= 和 E { On = E { R 1)+ E { nl ). 


因此 


,^ — E{R1} 


O t . 



408 


第 JO 聿 


因为随机变量尺和〜有零 均值. 数量吟=£：{对丨和分别是信号和噪 

声的方差.因此，信号分量 尺的估 计瓦可写作观察系数 o , 用信号方差与全方差 
的比加权的第/个分量： 






Ot. 


(408) 


<y Z R t +al t 

在第/个分最中噪声出现的时候，这个权值有效地将 O / ‘收缩”到零，而且实际上 


如果噪声水平很高，可能完全“扼杀” Om 传递一个接近于零的估计免.在第/个 
分量中没有噪声的情况下，系数 O , 返回作 为見的 估计，直觉上是有道理的. 


10.4 通过收缩方法的随机信号估计 


在 10. 2节中我们看到了阈值法则，即设某些变换系数恰好是零，而处理其 
他的系数为不变的或者是减小幅值.在本节中，我们集中于收缩法则.其中不同 
于阈值法则在于所有的非零的变换系数被映射为非零值 实际上，它们或者在 
某些光滑的意义下非线性减少幅值或者保持不变.然而，实际上收缩法则常常像 
阈值法则，因为有个确定范围的非零系数收缩到非常接近零. 

•条件均值和中值 

我们继续 10. 3节中的思想，把信号和噪声作为独立的统计分量，但是注意 
到我们没 有先验 假设： 信号和噪声是高斯随机变量 • 规范正交变换采用形式 
0 = OX = O C-\- O R + n, 因此 ， 

其中尺 是被变换的统计 信号只 的第/个分 M ， 〜是被变换的噪声 I * 的第/个分 
M , 并且我们假设£：{尺丨=£{/»,丨 =0. 在 10.3 节中我们看到，如果我们希望产 
生基于尺度 O , 的 i ?, 的一个线性估计，而且如果我们用均方误差标准，那么尺度 
因之是信号方差和整体方差的比来作为其第/个分景.假设我们仍然用均方误差 
标准，但我们现在考虑一个更为广泛的（非线性的）估计，亿的估计 tr 2 ( o ,) 就是 

R ,= V 2(,0,), 而 l / 2 ( o ,) 定义了运算于 o , 的收缩法则.像我们将证明的是使得 
E { (Rt-UiCOt )) 2 丨 极小的亿的估计17 2 (0/)是条件均值 E{R, \ O ,} (下标“2”强 
调这是一个平方范数的极小值）. 

相应地，令1/ 2 是第/个分量为 l / 2 ( G ) 的向量.因为 u 2 ( o ,) 是亿的一个估 
计，向量仏是的估计， 即只是 变换后的统计信号.定义亡，并 
且注意 OC = l / 2 . 涉及用亡估汁 C 的风险 R ( • ， •） 由下式 给出： 

R(C,C)= E { || C - C || 2 }= It O(C-C) ||M 

=£ ： {||i/ 2 -k|| 2 } 

= £：茂 （ LT z (0,)-/0 2 } = 

\ fTo ) /^o 





基于小波的信号估计 


409 


其中我们再次使用事实规范正交变换 O 不影响平方范数.因此，这个风险极小化 
明 显通过 EULMCO — i ?,〉 2 } 对每个/极小化得到.我们声明，尺的估计 
U 2 ((),) 使得这个平方误差标准极小的是条件均值 E { R t \ O t }. 为此注意 

E { ( U 2 ( O f )- R { ) 2 }= U ( U 2 M - n ) 2 /« r ^ ro ^ dndo ,, 

其中 /&.»,(•，• ）是随机变换尺和 Oy 的联合概率密度函数 (PDF). 事件的条件 
是 O , 假设取值…，我们可以写成 / R ,. 0 ,( r M o l ) = f KiH ) i =0 i ( n ) f 0 i ( o l ), 这就产生 

E { ( U 2 (0,) — i?/ ) 2 } = J fo , (o/>| ( U 2 ( o ,) — r , ) 2 /«, io / -« >< (r^drfdo/. 

里面的被积函数是非负的， / q ( o ,) 也是，所以二重积分的极小值可通过对每-个 
结果 0/ 使 


I ( U 2 ( oi ) — n y fH . o r o . ( r ,) dr , 

J —Or? f 9 


极小获得.如果我们在式 （261 a ) 中分别用 O , 和見替换和 X ,， 那么我们看 
到，上面的积分等同于式 （261 a ) 中的积分，因此 

E { R , I O, — } = arg min (\t7 z (0/) — r,) 2 /w 。 , （ r,)dr , ， 


如要求的那样. 

现在，条件概率密度函数 /& u ,, 〜可以写为 


f (广/) 


fR r O , ，0/ ) 

yv ),( o ,)— 


从练习 [262 a ]， 我们知道 


/r, ， o, (r,, 0 /)= f Rr n t (n ， 0 i — r t ) ， 

其中 /«,.»,(•，•） 是随机 变董尺 和〜的联合概率密度函数.因为我们已经假设 
(：和 7 是独立的，它们的变换 K = OC 和 ” = 07 也必定是独立的.由于兄和〜 
因此是独立的，我们有 o ,— r ,)=/ R , ( r ,)/ 〜 （A — r ,). 因此，对独立于 
信号的附加噪声，我们得到 


fft r o , ( n ， o l )= f Rl ( r , )/„, ( o , - r ,). 

进而，因为0,=尺+叫， O , 的概率密度函数是一个和，并且我们可使用这个结 
果（参 见式 （ 262a)) : 独立随机变量的和是它们密度的卷积，得到 


= / R/ = \^fn t (0/ - 广 , )dr , ， 
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0.4 
U .3 
0.2 
U.l 

o.n 

-10 -5 0 5 10 -10 -5 (I 5 1() 

图 410 随机变量乂（ 0, 1 ) 和 #(0 ， 10) 的槪率密度函数（左边图形，分别是细和粗曲线），一 
个遵守混合高斯模型的随机变量（右边图形） . 混合概率密度函数是非高斯的，是由 
AT(CM) 和 ; V(0, 10> 的概率密度函数的加权形成的，权值分别为办 =0.75 和 1 — 灼 = 
0.25 ( 取 A Chipman 等， 1997 的图 I) 



/ ff , 10,-0, ( O ) 


/r, (n )/, (o/ — r,) 


J_ /r, ( n )fn t (oi — r, )dr, 
给定 O , 的取值〜，我们能够将条件均值写为 


E{R,\ O, — o/ } = |_ rif Ri o i=0( (r,)dn 


f rJ R( (r/ )f„ { (ot — r,)dr t 


(410 a ) 


(410 b ) 


J /r, ( n )fn t (o, — n )dr t 

现在，让我们看一种特殊情况，统计信号遵守混 合高斯模型， 如下定义.令 


2：,是一个二值的随机变量，使 

P [ X , = 1]= pi 和 P\_h = 0]= 1 — />；» (410 c ) 

其中0<灼<1.我 们说亿 遵循混合高斯模型，如果 

= T /+ J ^(0, 吨）， (410 d ) 

其中，高斯随机变量 A r (0, 和分（0, 吨） 是相互独立的，乃也是独立的.我 

们可以通过首先产生 X /的值，然后产生 AT (0，7 f <^) 如果厶=1，或者 Y (0, 吨） 
如果1,==0以得到亿的值.这个统计信号是两个均值为零、方差分别为和 
ffl t 、 比例为 A 比1一九的高斯分布的 混合. 混合高斯模型是一种所有非高斯信号 
的建模 方法. 例如，如果并且95，那么我们允许信号项的5%方差 
4比剩下的95%的方差大. 亿 的概率密度函数是由 AA ( o ， rH ) 和 
#(0, 4) 的概率密度函数权值为九和 1- 九的加权和.图410中显示了一个例 
子，其中 pi =0. 75, r \ c \ =1, ^=10. 

对此特殊情形，为了完成对我们的模型，我们假设噪声是均值为零、方差 


4的高斯型 噪声： 

n, = Af(0,al t ). 

练习 [10. 5] 表明，给定这个准备，我们有 


E{R, | Oi = o,} = 


a t A ， （ o') + b/B/ (oj) 
A^o^ + B^o,) ° l 


(410 e ) 


(4l0f) 
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其中 

三 2 y 2 ' a< 2 i ； Aiiot ) = 灸 1 e -0 / 2/ [ 2 ( >)\ +e \ )]. 

7tac < + ^ V ( 2 ^[^+<3) 

2 (411 a ) 

b t = - r ^ 2 ; 并且 B ,( 0/ ) ^ l-A _ e - o ；/[2(<+ tf ；)] 

因为 U z ( O l )^ E { R l I O t 、， 尺的 条件均值估计 t / 2 (0,) 现在按照 O , 是非线性的， 
因为沈出现在表达式 A〆 *) 和 BAO 中的指数中，其中这些都被认为是随机变 
最.式 (410 f ) 中的条件均值的形式将在本节的评论与扩展中进一步讨论. 

为了获取对给出的式 （410 f ) 怎样收缩 0/ 的一个深人的看法，让我们考虑一种 
特别重要的情况力= 0(我们可 以将分 （0, 0) 解释为退化的随机变量，其实现总 
为零）.信号的模型变为 

R , = (1- J /) Ar (0 ,^) t (411 b ) 

因此 p [尺 = o ]= p [: t , = i ]= a . 对于 a 的值接近于1,这就给出了所谓的稀疏 
信号模型，即在很多情况下信号是零，只有偶尔是非零的.这个稀疏信号模型导 
致了条件均值的一个特别简单的形式 


其中 


雕 |0/ = 0< 卜知， 


(411 c ) 


= + <) x , 

a - p , )< 1 * 


(411 d ) 


我们注意到£{尺 ， I 对于大的 0 ,成立，即由式 （407) 的线性形式族. 


这种条件均值的形式已经很成功地应用在地球物理中 （Godfred and Rocca , 1981, 
Walden , 1985). 实际上，对于稀疏信号模型，为了计算收缩法则以 2 (仍 ） = 
E { R , | a = o ,}, 需要三个参数值，即外，<和<.另一方面，如果我们想对 
这个模型用 Stein 无偏风险估计软阈值，则只需噪声 方差歧 ——本质上需要处理 
三个参数来决定式 (41] c ) 中的收缩法则，是由于我们没有预先选定阈值函数的图 


形的这个事实. 

图412解释了式 （411 c ) 的条件均值收缩法则，其中灼=0.95, 4=1， c \ = 
5, 10和 25( 分别从粗线到细 线）. 注意对于吟=25,收缩法则类似于严格阈值 


法则的光滑形式(参见式 （400 c )). 

条件均值估计 lt 2 ( o 是从极小化均方误差得来的.函数不是一个阈值 
法则，而是一个(非线性）收缩法则.在这个过程中没有系数被完全扼杀 • 我们同 
样可以很好地选择极小化均值绝对误差.在这种情况下，估计是条件均值 
(参见式 (261 b )). 当 O , 取值 o , 时，我们需要对 1^(0,) 解如下 方程： 


/r, 10,-0, (>*/ )dr^ 

一 00 


(n ) fn t ( o t — r , ) dr , 

J — n、dn 


= 0 . 5 , 


(411 e ) 
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用412式 (411 c > 对办= 0.95, 和 < r ~=5( 最粗的曲线， 最 远离点 斜线〉 的条件均值收缩 

法则， 10 和 25( 最细 曲线. 最 接近斜 线〉. 因为在条件均值收缩法则和 Chipman 等 
(1997) 的关于平方误差损失贝叶斯佔计法 则之间 的相对应性，上面的阁也解了 
式 (414 a ) 的 

其中我们用了式 (410 a ). Godfrey and Rocca ( 1981〉指出，对于稀疏信号模型，收缩法 

则近似地等于一个硬阈值法则，即 

[ 0 , | 0 , |<«^{ 

U.CO ,)— 

U , o ,, 其他， 

其中阈值是由下式给 出的： 

(假设 A / ( 1—九）»</ ) 和吨»<逼近是有效 的）. 

• 贝叶斯方法 

很多最近的关于收缩的工作是建立在小波变换和贝叶斯方法基础 t 的（后者 
在 7. 3节中有简单的回顾).一些因此而来的收缩法则可以从我们讨论的条件均 
值和中值中看出来.我们考虑的这个讨论调整为假设信号是统计的，噪声不必是 
独立同分布的，因此我们写应用规范正交变换 C 9, 我们获得模型 o = 
K + fi ， 我们将这个模型的第/个分童写为认=圮 + n ,， 对任 -- 给定的/，假设随 
机变童兄和〜是相互独立的.注意我们没有/!中的随机变量是彼此相关的（只中 
的随机变童也是一样的）的任何假设.我们不需要这样做是因为下面我们分别讨 
论每个信号分童的提取方案，即我们仅用 Q 估计信号分童然而，实际应用 


(412 a ) 


(412 b ) 



基于小波的信号怙计 


413 


这些算法需要估计确定的参数，作为一个整体来说正是这点我们需要具体指出 n 
的模型结构（我们将在 10. 5节转到这点）. 

Chipman 等 （1997) 假设噪声变换系数如式 （410 e )， 是均值为零、方差为 
<的髙斯噪声，并且信号变换系数亿有一个混合高斯的概率密度函数，如 
式 (410 d ) 中指定的.在贝叶斯公式中，我们把这个混合模型写为 

i ?/ I Jz = It M )+ (1 - J ,) (0,^ ), (413 a ) 

其中: L 被认为是一个“混合参数”，其先验分布由式 （410 c ) 决定. I 的分布依赖 
于/>,，现在称为“超参数”，另外，随机变 量尺丨 T , 依赖于这个参数和其他两个 
超参数 y ? 和 4,. 注意尺 自己的概率密度函数（即没有条件的随机变量厶）是由 
⑽， 和 AA ( o , 4) 概率密度函数加起来组成的，权值分别为和 1 — 
p 卜 如我们可在比较式 （410 d ) 和 （413 a ) 的右边看出来的，当我们没有接近实现厶 
的值的时候，在随机变置亿和 I 工之间没有明显的区别（当这些是可用的， 
那么给定 Z , = l ， 按分布尺等于随机变量 Y (0, ykb ) 而给定乃= 0时，按分布 
亿等于 A /*(0, ah ,)). 因为0=亿+叫，并且 因为吣 是高斯分布，均值为零，方 
差为<，即满足 

O , \ R t = NiRiya \). (413 b ) 


实际上，为了获得现在称为“贝叶斯收缩法则”的方法，< 和三个超参数不得不 
估计. 

Vidakovic (1998) 也观察了贝叶斯收缩法则.类似于 Chipman 等 （1997) ，他 
也 假设叫 是均值为零、方差为 < 的高斯分布，但是现在只有 条件： 他不认为方 
差 < 已知，而给出它的先验分布，即指数的超参数 为切. 因此代替式 （410 e )， 
现在 我们有 

n, | al t = )» 


这转而指出 


Ot I Rl t<Jn t = A/" ( 尺 / ， 4). 


(413 c ) 


如 7.3 节所讨论的，高斯分布的混合方差是方差有一个指数分布乘拉普拉斯（两 
面指数的）分布，使对于叫的边缘概率密度函数为 


/”，（〜） 


v /" | 


Vc2/v t ) 

(参见式 （257 c )). 同样的结论对 C ), 1亿也成立，所以我们也有 

| o ( -r t I 


( Ot ) 


-/ (,2/vi ) 


(413 d ) 
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代替式 (413 a ), Vidakovic (1998) 完成了模型的详细说明，他给出尺是一个，分 
布（式 （258 a ))， 自由度为久，尺度函数为 a :, (位置参数被设置为零）.这个模型的 
超参数为的，况和心. 

令3 2 (0,)为 R , 关于平方误差损失的贝叶斯法则估计，即 JB 2 ( G ) 是 
£^(&,&<(仄（0,)—/?,) 2 丨丨的极小化.如式 (265 b ) 所陈述的，贝叶斯法则在这种 
情况下是由后验均值给出的.给定 O , 的实现…，后验均值与式 （410 b ) 有相同的 
条件均值，即 


B 2 (of) = J rif R/ , 0 ,- 0 , ( r/) dr/ 

并且氏 （ 0 ,)=1/ 2 ( 0/ ).现在 

Ir , . O , ( r , ,0, ) _ /«, ( ) fo ,\ K l = r l ( o /) _ /力 （ r / )/ 0 , 1 ^-^ (0/) 


foAoj) 


/ r ,!(),=•, (n) 

因此我们能将 B 2 ( 0/ > 写为 
B z (o,) 


fo,Oi 、 j* /k 〆 。 )/0^1?,-^ Co/ )dr, 


J ^i/k, (o )/ 0 , 1 ^=^ (o/)d^*/ 

J /〜( 。 )/(), R 广 17 (0/ 


(414 a ) 


对于 Chipman 等 （1997) 的模型，得到的后验均值（即贝叶斯法则）恒等于式 （4100 
给出的条件均值（因此在图 412 中说明）.接着是 /^ IR ,= r ,(〜） 由 （413 b ) 具体指 
出为 


fo ^ R ^ r , ( O /) 




) 

这恒等于式 （410 b ) 中的八（0〗一 r , K 叫的概率密度函数在式 （410 e ) 中详细说明 
了）.尺的概率密度函数在两种情况下是相同的，并且在式 （ 4 10 d ) 中详细说明. 


对于 Vidako V i C (1998) 的模型，我们通过信号的概率密度函数/«,(_)的，分 
布和对于的拉普拉斯分布（如式 U 13 d ) 得到的）得到式 （414 a > 的贝叶 
斯法则.得到的 s 2 ( o 不能降为玎处理的形式，因此我们必须求助于数值积分. 


为了计算所需要的积分，我们注意到对于有 


. _ /-z-Aj {oi > 0 / ,00 )-h A[ (o/ ， 0,o:) - e - °< A\ (0>0»°°) 

21 =Kl V 1 Ao Co, , 0 ； ,oo)+A 0 + (o^O.o ； )+e-°/ v^VAo (0,0^) ’ 

(414 b ) 


其中 Ot=^Oi/ Cki y/d~i ) ♦ 并且 

A ?( o ；， a ，6) 三 J: (1 + 工 一 ’ v^Wdx 

(上面 的证明是练习注意对于 ci ,<0, 我们能用关系式 B z ( 0 ,) = 
_ B Z (— 0 ,)得到 B 2 ( o ,). 图427展示了小波系数而成的 &(•) 的两个例子. 
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如果我们令 s ,( a ) 是兄关于绝对误差损失意义下的贝叶斯法则估计，即 
戌 （ O ,) 是 { IJBJO ,)— 兄| } 丨的极小化.那么贝叶斯法则与后验中值 
(式 (266)) 是一样的.再次，给出 O , 的实现后验中值号式 （411 e ) 的条件中值 
是相同的，即是 

「W 

(>,=«, ir t )dri = 0. 5 

的解.因此 («,)=& ( 0/ )，并且在我们有附加噪声的、信号独立的假设下 ，一 
个可计算的形式在式 （411 e ) 的右边给岀（式 （412 a ) 给出了一个方便的逼近）. 
Abramovich 等 （1998) 检査对于式 （41 lb ) 的稀疏信号模型的后验中值.他们发现 

B t ( oi ) = sign {«/} max {0*^,} t (415) 

其中 

并且 q 在式 (411 d ) 中定义（这里4^(0是标准高斯累积分布函数的逆一一参见 
式 (257 b )). 对所有 o , 在某一熟悉的定义区间[一心 5] 上，最0是负的 • 因此， 
当 | o ,| 落在阈值 S 的下面时， 氐 （ o ,) 置为零，并且我们得到了一个阈值法则而不 
是一个收缩法则. 

图416比较了由式 (415) 计算的后验中值（细曲线）和式 （412 a ) (粗线〉中的逼 
近条件均值，其中 <=25 ， pi = 0. 95, 4=1，如 Abramovich 等 （1998) 使 用的. 
很清楚，实际上在这两种阈值法则之间的区別很少. 因此 ， Godfrey and Rocca 
(1981) 的逼近对于这种情况已经足够丫.注意，这两个条件对于这个逼近是有效 
的，并且对于这里选择的参数是满足的. 

10. 4 节的评论与扩展 

[1] 这里我们发展一个对于式 （410 f ) 中的条件均值形式的解释 • 由式 UlOd ) 
看来，我们吋以把尺表示为 

R , =谈"+ (1 — * 

其中的和是独立的高斯随机变量，均值为零而方差分别为和 
令/«,(•)，八;"（.）和 / R p ( o 分别是对于尺，祀 n 和和 2> 的 概宇密 度闲数•因 
为尺 服从髙斯混合模型，如前声明的，我们有 

/ R< (r t ) — ptf R ^ (r/) + C 1 — Pi)/r\ 1) (n). 

回想时间序列的变换系数 O / 可以写为 Q = /^ + 叫， 其中叫 是均值为零、方差为 
<的高斯随机变贵，独立于风.令 /«,(•) 和/”，（…分别代表 Q 和”,的概率 




416 


第 10 章 



m 416比较当4=25,九 =0.95 和4 =1时的后验屮值 B ,( o , M 细 曲线） 和逼近条件中值 
1^(0,)( 粗曲线）.点线表示的是对角线 


密度函数.现在，独立的随机变量的和的槪率密度函数是他们密度的卷积（参 
见式 （262 a ))， 因此， O , 的概率密度函数 由亿和 n , 的概率密度函数的卷积 
给出： 


fo t (oi) = f R) * = pifk\ u * /”,（O/) + (1 — A)/|?; 2 , * 八 ⑹. 

既然尺 m 和 〜是独 立的有零均值的高斯随机变 M ， 我们可以把 /〃;" */〜（•） 解释 
为和 Q }” 三抝 1 ，十叫的概率密度函数 /( 彳 ". 如果我们使用两个均值为零的独立的 
高斯随机变董的和还是均值为零，方差是各自方差和的高斯随机变量的事实•则 
/<，（•）的概率密度函数可以看作是均值为零、方差为的高斯 分布. 如果 
我们在式 (256) 中对于高斯概率密度函数设置为 p = 0和 〆 yjah , +<，并且与 
式 (411 a ) 中得到的 A ,(0 的表达式相比较，能够得出 A ,( 0 ,) = />,/#> (仍）.类似 
的论证吿诉我们， Ci—p/ )/^ 2 ) Co ； ). 其中 B/(o ，） 也在式 ( 4 lla ) 中给出，而 
且 /#( o ,) 是对于 OT ^^ +叫 的概率密度函数.因此，给出 O , 的实现 o ,， 我们 
能把式 (410 f ) 的条件均值重新写成形式 


aiQipifo\ u (0/) + b,o,{ \ — p^fo^ (ot) 
ptfo ( , u (o/) *f (1 — pi)fo) t, (o t ) 


(416) 


比较式 (411 a ) 中 a , 的定义和式 ( 4 08) 的简单收缩估计，我们看到， 山0, 项相应于估计 
使得在 Q=o, 处， EUiRW—fl/O/) 2 } 极小. 类似地，如/相应于估计在 O / SO /处， 
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使得 A ,0,) M 极小.因此条件均值可以看作是对信号分量抝 1 >和的 
最小均方误差估计，0可能的权值来自于两个信号分童. 

为了进一步理解，注意在最小均方估计中，我们需要 EM 祀"一 ^0,)0,} = 
0,如在练习 [407] 中所表示的，这表明随机变量兄 n O , 和 O , 是不相关的，但 
是，由于它们在这里是联合高斯的.所以它们也是独立的.因此 

- a A )|0,}= £{ J ? J n - a t O t } = E { R \ l> )- a , E { O t ) - 0； 

但是我们也有 

E{ (Rr - a,0, )10/}= E{Rr\Oi }-E{a,O l I () 」 = 朗 u |CU— a t O t . 

给定 O , 的实现…，上面告诉我们 I O l = o ,)}= a l o n 所以，非线性条件 
均值方法和线性最小二乘逼近给出联合高斯情况下相同的估计.很明显对信号的 
第二个分量也是同样正确的 • 这就导致了对于为何这个模型的条件均值采用了 
式 （416) 的形式的深人洞察. 

[2] 混合髙斯模型当然并不是式 （410 b ) 中统计信号分 M 的分布的唯一选择 • 
另一个可 行的模型是广义高斯分布，其概率密度函数在式 （257 d ) 中给出，对此用 
标准数值积分技术容易求得条件均值 （ Walden ，1985). 

10. 5独立同分布高斯小波系数 

在 10. 2节和 10. 4节中我们已经看了阈值和收缩法则的设计，这基本上可 
以应用到任何规范正交变换系数的集合.阈值或收缩在提取信号的优劣主要依 
赖于变换系数的性质.我们已经在 10. 〗节中说明离散小波变换可以简明地用 
时间频率性质的混合来表示信号.现在我们集中看对小波系数应用阈值和收缩 
法则，并且在这样做的过程中我们讨论未知参数的估计.当规范正交矩阵 O 用 
离散小波变换矩阵 W 代替，阈值或收缩实现时，我们谈论关于小 波闽值 或小波 
收缩. 

本节我们看独立同分布高斯噪声，之后在 10 . 6 节考虑不相关非高斯噪声， 
然后在 10. 7节讨论相关的高斯噪声. 

•基 于小波阈值 

令考虑的模型为十 e ， 其中 P 包含一个确定性 信号. 应用离散小波变 
换 VV ， 我们得到 


W = WD + W e = rf + e ， 
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m 418核磁共振 （ NMK ) 谱<最 h 面的阁形），以及基 T 小波硬阈偵信号估计而用人=6层的 
部分 LA (8) 离散小波变换（中间的）和一个相似的 D <4) 离散小波变换（最下面的）. 

在这两种情况 F ， 我们用中位数绝对偏差标准离差估计决定噪声方差这之 

后我们设置统一阈值水平 》 u sy /[2 logUV )]. 这个核磁共振谱是从公共软件包 

WaveLab 中提取的，它是由旧金山加利福尼亚大学放射系的 Andrew Maudsley 提供 
的（这些数据可以从这本书的网页中找到 


我们认为这是式 (398) 的一个特殊情况.正如在 10. 2节中所讨论的，统一阈值适 
用于噪声是独立同分布高斯噪声，并有方差 W ， 使噪声变换系数 e 是独立同分布 
高斯的，还有共同的方差 Donoho and Johnstone (1994) 要求用 J 。 层部分离散 
小波变换而不是完全离散小波变换，其中九由使用者确定（参见11 节). 在这 
个算法中，变换系数被包含在向童州,，…，和组成的 W 中，但是仅对在 
州4向董中的系数取阈值；即 V ; n 中的元素保持不变，因此 X 的部分归结于“粗”尺 
度;^自动分配于信号 

阈值算法由下列的步骤组成. 
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图419基于_/。=6层的部分 LA (8) 离散小波变换的核磁共振谱的阈值信号估计——从最上 
面到最下面——硬、软和中阈值（最上面的阁形是图418的-•个重复）.对这三个估 

计，我们用基于中位数绝对值偏差标准离差估计645 38的统一阈值水平 
log ( N ) ] 126 22 

[1] 计算一个 人 层部分离散小波变换来获取系数向置州,， …， wo。 和 V\. 
分量上说，我们有 

~ + e i-t J ^ 1 ， … ， J “ / = — 1. 

[2] 其次确定阈值水平 8 = & u> . 若 W 已知，用式 (400d) 计算 # u> . 如果^未 

知，用式 (420) 计算^并用 卜马/ [2H d ,log(AO] 代替 

[3] 对于 W&，）= 1, …，_/。和 f = …， N ,- l ， 应用阈值法则之 一（ 硬、 

中、软或固定的），用％,，代替 Q 来获取阈值系数研)爿，之后把 VT 巧记为形式 
w； f \ j = U Jo. 

[4] 通过反变换 wr， …， VVW 和V 々得到的估计 少". 
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如果 W 是未知的（通常一并不总是——在应用的情况下），估计它在一个实 
际过程是建立在中位数绝对偏差 （ MAD ) 标准离差估计而使用在狄 ，中 ）=1 层 N /2 
的系数.由定义，标准离差估计为 

. — median { | W ,.。 |，| W M |，…， | Wy —, | } 

= 0. 674 5 . (420) 

分母中因子 0. 674 5 重新度贵分子，所以也是高斯白噪声标准离差的合适估 
计.对于从元素 W 中计算出的启发式的理由是，除去可能的最大值最小尺度的 
小波系数应当由噪声决定.中位数绝对偏差标准离差估计设计为稳健的最大变 
差，因此应当影响噪声方差而不是信号方差. 

这种算法使用硬阈值的两个例子在图418中表示.对于一个核磁共振谱（记 
录的谱有 N =1 024个数据，在上面的图形上部显 示）. 在这两种情况中，我们都 

用了中位数绝对偏差估计&_0来设置阈值水平 & u> . 中间的图形表示当我们用 
LA (8) 小波来计算层的部分离散小波变换（从其中得到， 1.645 38 

和义 u > i 6. 126 22), 而底下的图形是用 D (4) 小波形成（丄咖⑴士 1.742 45, 5 <u, - 
6. 487 66) 时得到的估计.注意，两个估计都忠实地保留了在 f = 500 附近尖峰的 
高度，更广的在核磁共振谱主要尖峰假设鲨鱼鳍出现在 D (4) 估计，这显然是由 
TX 4) 滤波器产生的假象（参见 4. 11节关于选择小波滤波器的讨论） • 当我们使用 
光滑 LA (8) 滤波器的时候就没有这样的滤波假象. 

图419比较了硬、软和中阈值估计.核磁共振谱中的信号估计是基于在 
； 0 = 6层的部分 LA (8) 离散小波变换，阈值水平同样是通过中位数绝对偏差估 
计.硬阈值估计(最上面的）是与图418中间的那个图相同.注意有可注意的小尺 
度波动，特别在 f =200 和800 附近. 软阈值估计（中 > 图形完全制止了这些波动， 
而且比硬阈偯估计更光滑，不好的是有时抑制了尖峰.特别是，尖峰的高度没有 
像在硬阈值情况下那样来忠实地处理.更广泛的关于软阈值的缺点是能量层对于 
大系数在本质上改变了.图419 M 底下的图表明中阈值减少了能量层的问题，而 
提供了足够抑制 波动. 直觉上，最后一个估计比较好. 

当列出的 [1] 〜 [4] 的算法应用于软阈值时 ， Donoho and Johnstone ( 199 4 ) 把 
这个过程称为 VisuShrink ， 但是注意我们可以把这归类于一个阈值法则，因为一 
些小波系数可用软阈值置为零 . Donoho and Johnstone ( 1994) 的定理1阐述了对 
VisuShrink 的一个重要更正，即对所有可能的信号 D ， 用对数因子的理想风险 

R(D^\ D ) 完成，这可能通过预言告诉我们哪个的哪些系数被噪声 支配： 

尺 （D ⑷ ,D)=E{ \\D^ - D || 2 }< [2 log ( N ) + 1][< + i ?( D (i> ,!))]• 

代替使用统一阈值 * 我们使用 Stein 无偏风险估计方法定义闻值水 
平. 对丐前假设的具有方差 d 的独立同分布噪声小波系数，我们能便用估计 
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图421基于人二6层的部分 LA (8) 离散小波变换的核磁共振谱的软阈值和 Stein 无偏风险估 

计阈值水平信号估计.这是分别用基于单位尺度的小波系数（最 I :面的图形）和所 
有六个尺度的小波系数的中位数绝对偏差尺度估计来计箅的 

并且给出1^,,的实现功,.,，之后可以通过设置它等 T 5 的平方根来确定《§〜， 
使下面式子最小： 

•/ 0 .V —1 

T (5 2 )= 史乞（2乂一) 一(421) 

>-* I t^O 

(参见 (406a )). 在所 有可能的使最小的值（即 w 7 2 .,， ）= 1，…，入二6， / = 0, — , 
乂一1) 用式 （405b> 给出的迭代来计算 T ( S 2 ), 我们对于核磁共振谱获得义“ 〜 

2.194 94,这小 T 相应的统一阈值水平及 <10 丄 6. 487 66. 由此得到的软阈值信号估 
计在图421的顶部而且比在图418和419中的估计有更多的噪声.由于上面的 
乂一,是所有小波系数中假设的共同方差的一个估计，我们能够构造另一个估计， 
它基于中位数绝对偏差中所有的系数而不是仅仅的单位尺度系数，这个过程产生 

了噪声方差估计 2.052 70，阈值是 & u> 去3. 198 79，并且最小噪声信号估计在 
图421中的最下面给出. 

最后，如 10. 2节所述，通过统一阈值或 Stein 的无偏风险估计的阈值水平 
的一个改变的来详细说明将用于两倍或者“漏一”的交叉陚值的方法，这两种都 
是用软阈值 Nason (1996) 公式化小波系数.对于两倍交叉赋值，开始分开 
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X = IX 0 , X , v -,] T 为偶指标和奇指标下采样，即 

X <C， = [U 2 , …， X‘v- Z ] T 和 X (o} =[兄，尤 3 ，…， X.v_,] T . 

用阈值水平心对两个下采样计算 人层的 部分离散小波变换，应用软阈值到小 
波系数，然后对阈值系数取逆离散小波变换，得到信号估计办 < f > 和分 其次， 
分别在 d ⑺的元素£^和的元素的基础上 插值： 



'D { 0 C) + D\ v) ’ 


~Df_ } +£>r ■ 




D l 0 o) + D{ 0) 

D = J 

峰 2 + 峰 1 

和 D ito) = y 

Df. 3 + Df_ 2 


4 - D ( Q et 


_d| ： 2 + d^ 


最后，分别用 和分 ⑹比较奇指标下采样和偶指标下采样，计算6的范围， 

|| X <o) - D ⑷ II 2 + | X U> — D <w ) I 2 . (422) 

使上面式子最小的 S 表示为阈值水平1因为这个层是建立在长度 N /2 上的下采 

样.而时间序列 X 长度为 N ， Nason (1996) 要求增长&统一于要求统一阈值从 

N /2 增长到 N . 即我们一般用的阈值水平为 

^orcv>_ ^ / log(N—) 

8 = Vlog ( N /2) - 

为了应用“漏一”交叉赋值，确定一个阈值水 平心对 1</< N _2 重复下面 
的步骤. 

[1] 从 X =[ X 。， …， Xv - i ] T 中除去兄，分割剩下的时间序列为“左”和“右” 
向量，即 

久“> 三[ X 。，…， Xh] t 和 X <r> = [ X,+i »••• » X\_i ] T . 

[2] 分别反映 X ( f > 和 X ⑴， 扩展每个向量使它的长度是下一个2的指数.分 
别折叠 X ,-,和获得列向量. 

X (le, = CX/_i , ••• * X/_i » X,_i « ， Xo ， X 。 ，…， X/—1 ] 1 和 
X (rc> = [X/+i ， … »X N -j » X,v-i ，…， X/ 十 1 »X/+i ♦ ••• *X/+i] T . 

注意在 X ⑻中项 AT 的数是大于2/的2的最小的指数，而 x (re> 中的项是大于 
2( N _/_1) 的2的最小指数. 

[3] 对向量和运用完全的离散小波变换，然后对小波系数运用软阈值 • 
对阈值过的向量进行离散小波逆变换取得信号的估计办 k> 和办 
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m 423以层； 0 =6的部分 LA (8) 离散小波变换的核磁共振谱的阈值信号估计，阈值为软阈 
值和两倍交叉賦值（最上面的阁形）和“漏一”交叉赋值决定的阈值 （最 F 面的图形） 

[4] 形成 X 严三 （01^1,+ 以⑷ ）/2, 这是去掉 X /，以’中的 D 以•，为最下面 

点，中的 Df 为最上面点而得到的估计 • 

之后，能构造平方误差的和式2 ( X 严一兄） 2 .这可对5值的一个域进行计 

/ 

算，然后 》 ( lTOtv > 相应地通过极小化式 (402) 得到. 

考虑用这三个交叉赋值算法之一选择 S 有三个解释.首先，当我们假设独立 
同分布高斯噪声£，实际上高斯性并不是必需的，但是 Nason (1996) 注意到这个 
算法不那么好运行，如果我们在模型 X-D + e 中的 e 替换为相关噪声 V ( 这就是 
交叉陚值方法的著名问题）.第二，“漏一”交叉赋值扩展数据长度到 2 的指数， 
通过折叠1-,或的方法保证了循环向量 X …和输入到离散小波变换. 
这种折叠的方法在处理硬过程中得到启发，不同子我们在 4 . 11 节中讨论的，其 
中我们赞成折叠取样中值，因为它保持取样方差的 性质. 第三，“漏一”交叉赋值 
比两倍交叉賦值有优势，因为前者可对任意样本尺寸使用，然而后者更易于计 
算.进而，后者用一个简单样本尺寸 （ N /2) 贯通始终（只是在最后产生 N 个值的 
时间序列，产生一个适合的项的一个适当的调 整）. “漏一”交叉赋值涉及了样本 
尺寸范围从2到至少 2 N — 2的一个混合，因此， 不 清楚得到的水平与样本尺寸 
N 的关系. 
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作为例子，图423显示了用软阈值对核磁共振谱信号的估计，阈值水平有上 
面描述的两种交叉陚值方法.这两种估计都是基于 LA (8) 九= 6层的部分离散小 

波变换.对两倍和“漏一，，交叉赋值估计水平是七如，土 0.780 9和》“撕 V> + 1. 238 12, 
这些相应于展示在图形的最上面和最下面的信号估计.这两个估计是非常相似 
的，但是没有图419和图421中以统一阈值和 Stein 无偏风险佔计阈值水平的估 
计表现的光滑.（关于小波阈值的交叉陚值的更进一步的讨论能在 Jansen 等， 
1997, Hurvich and Tsai , 1998中找到）. 

•基于条件均值的小波收缩 

现在，我们考虑的模型为 X = C + e , 其中 C 为一个独立于 e 的统计信号，应 
用 W ， 我们得到狄=只十於，其中 K 包含统计信号的离散小波变换系数，假设独 
立于 e . 伴随这种指定，我们可以应用条件均值收缩逼近.收缩算法包含下列 
步骤. 

[1] 计算 J 。 层部分离散小波变换获取 W ,， …， VV 』,、 和 V &. 对小波系数 W , 的 
每一个分量，我们有 

= R,., j = U … ， J“ f = 0,… ， N, — 1. 

回忆我们的假设，信号系数化.，有零均值；如 8. 2节所示，这就保证了小波系数 
提供了统计信号 C 是从一个 c / 阶向后差分的统计过程是平稳的而来，并且，我们 
滤波器的长度取 h 使得(注意没有理由假设中的尺度系数有零均值， 
但这并没有关系，因为方法离开 V A ，不受影响） • 

[2] 假设我们用稀疏信号模型（式 （411 b )) 而且假设参数不随层）或位置，而 
变化，即 

R Jt , == (1 一 Tj.i ) AT (0» ac ) 和 （424) 

其中对 

= 1] == /> 并且 P[I,, = 0] - 1 - /». 

因此信号和噪声分最对所有的）和^是同分布的.如果我 们令义 和 A 分别为随 
机 变量心 .，和的共同方差，我们有4 = (1一户)4和 为了估计 

实现收缩法则需要的参数，我们能够 

( a ) 取& » 

( b ) 取平方系数 W 7 2 .,, i -1, ... J 。， / = 0, N >~1 的取样均值组成‘； 

并且 

( c ) 对一个给出的 p 值，用艽 =( 篇 一 W )/(1 — P ) 估计说（典型的々本身被设 
为若干不同的值，并做出客观的评价来看，对某个特殊应用的最适用的——在 
图425中解释）. 
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If ) 425基于； 0 = 6层的部分 LA (8) 小波变换和条件均值 p =0. 9( 最上面阁形〉、 0.95( 中 
间的）和 0.99( 最下面）的核磁共振谱的收缩信号 估计. 剩下的参数（即¥， A 和 
W ) 的估计如在正文中解释的 


[3] 给出实现 W ，,, 的 itv , 之后，我们应用式 （411 c ) 来获得信号系数的收缩 
估计： 



(425) 


其中对给定的 P 值， 

I = 蛘 - ， c = >. 

ah + b\ (1 — p ) a, 

[4] 估计 C 的实现 c ， 通过以-用逆变换 Wp ” ，…， 你广>和1。得到的，其 
中 VV 广〉有分最 ，《 = ()，•••， N y -1. 

我们必须对在第[2_]步中给出的参数估计的逼近做出两个解释.首先，估计 
方差的减少一般是伴随着问題的；例如碎实际上能够是个负数.第二，使用 
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为对于 A 的一个估计取决于层只含有很少信号的假定.严格地讲，这与 
我们假设的随机变量圮.，对所有的 ） 和〖是同分布的假设是不一致的，即,；=1 
层小波系数与其他的层有相同的信号结构 一 这就是估计&应当没有理由更 
喜欢这些小波系数而不是其他的关于估计因此我们应当修改的定义使 
应用所有的小波系数.有没有这个修改，的稳健性质使它成为 a , 在相当少 
的信号项出现时为一个好的估计（如接近于1的时候，例如 0.95 或 0.99 也 
是这样的）. 

图425显示了对于值 p 为0.9, 0. 95, 0. 99应用于核磁共振谱的逼近.对于 
p =0.99 的结果与用统一阈值的硬阈值法结果是相同的（图419的最上面的 
图形）. 

•基于贝叶斯方法小波收缩 

作为用贝叶斯逼近的解释，我们现在返回到 Vidakovic (1998) 的算法.在 
10.4 节，我们列出了对每个变换系数的分离模型下的逼近.然而，每个模型 
依赖于三个参数，即变换噪声系数先验分布的超参数切、变换信号系数/分布 
的两个参数况和 / o . 如果这三个参数已知并且我们假设，例如平方误差损失， 
我们可以构造式 （414 b ) 的贝叶斯收缩法则来估计基于相应的观察变换系数的每 
个信号系数，因此我们不必任何严格假设变换系数的联合概率密度函数 （参见 
10. 7节对参数已经知道的信号估计问题）；另一方面，如果参数未知，我们面 
临对每个变换系数估计三个参数.为了简化估计问题，我们必须对这个模型加 
以限制. 

在离散小波变换情况下， Vidakovi C (1998) 假设小波系数都依赖于三个 
相同参数，即 d 在噪声小波系数方差是指数先验分布的普通超参数）及。和 〆 对 
于信号小波系数的槪率密度函数的普通参 数）. 额外地，他假设每一个噪声系数 
是关于一个简单的随机变量 W 是有条件的.因此，条件加于这个随机变量，噪声 
离散小波变换系数 c = W e 实际上是独立同分布高斯的 （ Chipman 等，1997和 
Abramovich 等，1998,从不同的角度考虑都得到这个噪声模型）.对7。层部分 
离散小波变换的每个分量， Vidakovic 的逼近用 

模型则是 

e ,., \< j 2 t = #(0，久 2 )，因此 

其中 y 有一个先验 （指数） 分布 （式 （413 c )). 给出观察的小波系数，这个模型有 
三个未知参数 （ v ， 1 # c ) 和未知的随机变量 W 的实现.由于对所有的 J 和（，信号 
和噪声项是同分布的，我们可以重新让和 分别表示随机变量尺 
和的共同方差.因此，我们能够获得下面的 参数. 
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图427对于 VidakovicUggS ) 对算法应用于核磁共振谱作为叫,*函数的贝叶斯法则氏 ( w,. t ). 
细的和粗曲线描绘了假设自由度 c ? 分别是5和 2.01. 点线标记的是对角线.相应的信 
号估计在图428中给出 

[1] 我们能用心„^>(式 （420) 估计久的实现，由于在这个实现上的条件，独立 
同分布的假设是适当的. 

[2] 对超参数 w 我们知道 EU 2 丨 = l / v ， 因为 W 有指数分布.因此 Vidakovic 
建议取 ^=1/^. 

[3] 由于零均值的随机变量 Rj ., 有0 自由度的（分布和尺度 参数心 我们知道 
它们的共同方差是 


对于 / c 的另一个值能够特别取为 

•— 卜 2 Q-2\ m 

其中沾是从 W 求得的，而潞是由在> =1 ， …， J 。， , = 0 ，…， 
— 1上的平均形成的；然而，正如前面提出的估计方差的削减是成问题的. 

[4] Vidakovic (1998) 发现置自由度 t ? 的值为5都是很满意的 • 

我们注意到，不像 Vidakovic(1998 )， Chipman 等 （ 1997) 和 Abramovich 等 
(1998) 也允许超参数随层）变化. 
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图428基于； 0 =6层的部分 LA (8) 小波变换和在式 （414 b ) 中给出的 Vidakovic ( 1998) 公式化 
的贝叶斯法则 B 2 (0( 对每个估计的特别法则在图427中给 出了〉 的核磁共振谱的收 
缩信号估计.这两个估计的不同之处在于选择信号概率密度喊数的自由度，剩下的 
两个参数估计如在正文中所描写的 

作为例子，让我们对核磁共振数据应用 Vidakovic 过程，再次使用九= 6层 
LA (8) 部分离散小波变换.为了估计所需要的参数心我们计算&_0^1.645 38, 
产生^士 0.369 38; 为了估计 k , 我们计算晶土 14. 367 55和660 29. 并且 
置0=5，从其中我们得到 4^=2. 645 03. 由此而来的贝叶斯法则 B 2 (0 可用 
式 （414 b ) 的数值积分来计算，并且在图 4 27中用细曲线绘出.相应的估计信号在 
图428的最上面.这里贝叶斯法则展示了少量的收缩，所以信号估计和原始数据 
(图 （418) 最上面的图形）是相当类似的.然而，我们假设变换信号概率密度函数 
/«(•) 是具有设置自由度所展示的图形有更重的尾巴，即我们允许少置的信 
号小波系数为很大的这种可能性，如这种可能对给出观察核磁共振尖峰的理由. 
如果我们使 var{K 丨确定在它的估计#〜 11. 660 29，我们可使/ 〆 •）的尾巴由 t ? 
减小到趋向2的程度来决定（这样也有收缩关于零对称区间的效果，捕捉一个给 
出95%概率的变换信号系数).客观选择«9-2.01产生贝叶斯法则在图 4 27中表 
示为粗曲线，估计表示在图428 M 下面的图形.信号估计现在更多地保持那些获 
取的条件均值估计得到的（图 425), 虽然前者表现非常小的波形而后者更不 
清楚. 
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10. 5节的评论与扩展 

[1] 如第5章所述，离散小波变换的一个隐藏问题在于我们在哪里“插人”时 
间序列它是敏感的 . Coifman and Donoho C 1995 ) , Lang 等 （1996) 和 Bruce 等 
(1999) 找到了寻找减轻这种敏感性的方法，即用所谓的“循环旋转”（我们在练习 
[5.1] 中简单提到了这个概 念）. 当对一个长度 N 为心的整数倍的时间序列.使用 
了九层的部分离散小波变换时，基本的思想是不仅对原始序列 X ，而且对应用所有 
可能的感兴趣的循环平移序列，即应用一个信号提取过程.为简单化，我们 
主要看一个基于小波的阈值算法应用到模型 X D + C , 其中 D 是一个确定性信号， 

e 是时独立同分布高斯随机变量，每一个方差均为如果导出估计坎"，则 
我们可获得一个很少受到开始时间影响的 估计， 这是通过平均这些单个的估计，在 
每一次平移之后，使它同原始序列 X —致，即“循环旋转”产生信号估计 

(我们不需要 考虑” 彡沙：这样的平移产^一个了”久，其离散小波变换是冗余的，因 
为 T - 食 =T ). 在上面参考文献里面列出的模拟实验表明在平 

方均值误差意义下5⑴优于 D ^\ 

因为对各种各样的 T ” X , 离散小波变换可以从 X 的极大重叠离散小波变换中 
提取（在适当的再规范化后），“循环旋转”实际上可以有效地借助于极大重叠离散 
小波变换，如下（为了简单，我们假设，在相应的离散小波变换中，我们使用 
式 (400 d ) 的统一阐值水平即 ^ u> ^/2<；, 2 logCN ), 而 W 已知）.首先我们计算层 
极大重叠离散小波变换来获得系数向量>=1，…， 九和 之后，我们对 

的每个元素用阈值法则之一，使用水平依赖的阈值劣 u ) =%/[2< y , 2 log ( iV)]/P (注 
意，其屮 ^ u > ==，72 ; 2 模拟了在 5. 4节中给出的第 ) 层的离散小波变换和极大重 

餐离散小波变换的关系，即令表示斤，阈值项，我们可以用 

w )° , j = u …， Jo 和 i ^。 的极大重择离散小波逆变换来取得 

两个注释是适用的.首先，循环旋转后的论证，假设 X 的样本尺寸 A / 是2心 
的整数倍.我们实际上可以对任意取样尺度应用上面的过程，因此引出的对总体 

N 有效的5 ⑴的 定义.第二，如果 W 未知，我们采用中位数绝对偏差尺度估计 
而用极大重曼离散小波变换来做.为此，我们定义基于极大重叠离散小波变换， 
标准离差的中位数绝对偏差估计为 

— 2 ly 2 median { | W | ， | WVi | ，…， I 1 } 

<7<m ' d, ^ 0. 674 5""" 

可以与上面的式 （420) 比较，基于离散小波变换和基于极大重叠离散小波变换的 
估计的主要区别是在上式分子上的额外的“ 21 2 ”，这是保持在单位尺度离散小波 

变换和极大重叠离散小波变换系数之间的关系，即 ^,., = 2* 2 W ,, 2 , +1 . 
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图430基于； 0 =6层的部分 LA (8) 极大重叠离散小波变换核磁共振谱的阈值信号估 计一从 
最上面到最下面-硬、软和中阈值（图419有对离散小波变换相 应的囹 形）.每一个估 
计用统一阈值水平 i u) = v /[2 log ( N )/2>] = 6.496 73/2〃 2 是通过极大重叠离散小 

波变换的中位数绝对傰差标准离差估计744 89来计算的 

作为例子，图430表示了在核磁共振谱的信号基于； 0 =6层的 LA (8) 极大重叠 
离散小波变换的硬、软及中阈值估计.每一个估计依赖层统一阈值矣 u> = 
V [2 Hog ( iV )/2 勹土 6. 496 73/2" 2 ,对此我们算出 a (r ^> = 1. 744 89. 与图419 
中相应的基于离散小波变换的估计相比，小尺度的波纹在硬阈值估计的 f = 
200, 800附近明显比在基于极大重叠离散小波变换的估计稀薄，其中峰值在两个 
估计中是大体可比的.基于极大重叠离散小波变换的软阈值和中阈值比他们相应 
的离散小波变换光滑.基于极大重叠离散小波变换估计中主峰的高度是低于基于 
离散小波变换的估计，这可能是后者的一个优点（在偏方差中 • 额外平均隐含在 
基于极大重叠离散小波变换的估计来降低方差引起的更大的偏差）. 
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图431基于保持 M 个幅值最大的系数在正交离散傅里叶变换中（左列）和/。=6层部分 
LA (8) 离散小波变换（右列）用硬阈值方法的核磁共振谱（最上面的图形）的去噪. 

50, 100, 200和 400( 分别为第二行到第五行） 

[2] 用核磁共振谱 X 进一步比较在时间序列中哪种性质被正交离散傅里叶变 
换和离散小波变换很好的保持的方法是很有益的.（这将在 10. 1节中讨论).在 
图431中做出了这种比较.第一行展示是 X 本身的图，下面的四行表示在 X 中 
的信号的估计用 M = 50， 100，200和400个最大幅值的正交离散傅里叶变换系 
数（左列）和7。= 6层部分 LA (8) 离散小波变换系数（右列）.特别注意到，在 X 
中 f = 500 附近的尖峰，这仅用50个离散小波变换系数就可以忠实地获取，而它 
本质上是在 M =50 正交离散傅里叶变换综合的时候丢失的，而仍然可见在 
400综合中明显低 估了. 对核磁共振谱这样的数据，保持这样的峰值是很重要 
的，并且离散小波变换可以把峰值很好地孤立，在几个系数中，而正交离散傅里 
叶变换则把它们传到 f 许多系数中（一个时间域的尖峰在频域覆盖开来， 反之亦 
然）. 另一方面，的正交离散傅里叶变换综合在时间序列的开始和结束获 
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取某些高频震荡，而在相应的离散小波变换综合中遗失了一 -核磁共振分析者们 
大概认为是麄荡噪声的一部分而不是信号的一部分.因此更喜欢离散小波变换的 
这一方面.我们可以想像其他的时间序列，然而，在高频溪荡是信号很重要的一 
部分，尖峰将是不希望出现的一对这样的序列的分析将找到正交离散傅里叶变换 
而不是离散小波变换来提取这种信号.其屮很重要的信号是考虑对特别问题的细 
节，即将主宰的是哪种变换对提取特别的信号最有用.离散小波变换适用于广泛 
类型的信号，但是在这节中我们用它来估计信号的方法可能有问题，例如，已经 
列出来的（参见 Bruce 等1994 ， Bruce and Gao , 1996 a ， 对一个“光滑清除”的小 
波变换强烈反对）. 

10.6 不相关非高斯小波系数 

在 10. 5节中，我们见的小波阈值或收缩是在独立同分布高斯噪声 e 的假设 
之下，这给出了独立同分布的高斯噪声的离散小鲛变换系数本节我们 
看到，附加的噪声仍然是独立同分布但是非高斯的情况.这就意味着，噪声离散 
小波变换系数 e —般不是同分布的，但它们仍然是不相关的.感兴趣的特别例子 
是通过周期图小波阈值谱估计的方法. 

• 谱佑计算法 

假设我们有一个时间序列可认为是零均值的稳定过程 X 。， …， Xv -, 的实 
现，其谱密度函数为 S . v (*>, 取样间隔为以.假设 N 是2的幂.对序列 
{ Xo , Xv - d 使用标准快速傅里叶变换 算法. 在傅里叶频率点 

是= 0,…， Af ， 其中 M = N /2( 参见式 (271 a >)， 我们能用式 (269 a ) 来计算 

y ( ^(/*) = log(SSf P> (/*))+r = log(S x (/*> )+€(/*). 

上面说的是对数周期化一一加了欧拉 （ Euler ) 常数 ）^=0. 577 21以后-能写作一 

个信号（真对数谱密度函数）加了一个零均值的噪声.而对 o </*</. v 的 
U ( A ) 丨组成了一个逼近独立同分布的随机变童的集合，使 
e (/*) = iog(K)+y_iog(2) 

(参见式 （270 c )). 上面推出 y = varU (/*)}=7 t 2 /6. 小波阈值算法能怎样使用于 
这个信号估计问题呢？ 

用小波阈值来 产生一 个对稳定过程的对数谱密度函数的光滑估计的基本算法 
是很简单的，如 Moulin (1994) 或 Gao (1993，1997) 的实现，由下面四个基本步骤 
组成： 

[1] 计算在傅里叶频率的周期图的对数，组成 (/*) = log (却（/*》+ ’ 

[2] 对 { Y < p ) (/*) 丨使用 尺水平 的部分离散小波变换 • 

[3] 对于实验的小波系数，使用阈值过程，产生阈值后的系数集合- 
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[4] 对阈值后的实验小波系数使用离散小波逆变换，产生对数谱密度函数在 
傅里叶频率点的光滑估计. 

下面让我们一步一步仔细地看一下这个算法. 

[1] 如果我们想要把对数谱密度函数估计放在独立同分布附加噪声模型上， 
则必须严格用 y < p > (/；) 使得 o </*</. v 即 々= o , …， m - i (随机变量 y <p) (/。） 和 
y < p > (/ M )) 有相关于 iog ( z ) 随机变量的分布而不是 iog ( y ) 随机变童的分布.不 
幸的是，这产生了一个样本尺寸为 Af — 1，而不是2的幂，因此不符合通常对离 
散小波变换的限制.相应地，我们考虑包括获得的项，用向量记号 


y (p) (/o>' 

= 

- log ( Sx (/ o )) - 

+ 

- e (/ o ) * 

, (433 a ) 

v (p> C/m-i). 


. log ( Sx (/ M-l )) - 


-€(/ m-i )- 



这给我们一个可观察的向量，它的长度在包括了一个不规则分布的简单项（它的 
影响对于大的 M = N /2 可忽略）为2的幂.上面的公式并不能完全满足，因为离 
散小波变换使用循环滤波.由于不要求 S x (0)* S x (/ y ) 彼此任意近，我们能够 
在频率接近于零和/、的扭曲估计 log ( S x (/)) 来结束.一种减轻这种扭曲的自然 
的方法是通过定义一个周期为2 /、的偶周期函数，恢复对实值过程的谱密度函 
数.相应地，让我们使用离散小波变换对式 (433 a ) 展开变形，即 


yrCp) 


y (p, (/o > 


log ( S x (/ o )> 


Ll 0 g ( S X CfiM-l ) )J 


(/ o ) 


ItCU 


D -\- s . (433 b ) 


由于 y * p > (/*) 对 a = i , …，成立，上面是非常接近于我们在 
式 (433 a ) 左边需要的分析的，而使用式 (140) 反射边界条件算法(我们两次用不规则的 
随机变景 V p> (/ o ) 和 (/ m ) 而不是用 y (P) (/ o ) 偏离这个算法). M OU nn (1994) 做 
了一个类似的论证，实际上，形成谱估计的一个标准方法是在一个完全周期中光 
滑周期 图循环 （作 为例子参见式 （271 c )). 

[2] 计算 y ( p > 的一个/。层的部分离散小波变换分解以得到向量 …， 

逐个分量是 

= di ，, -f e„ t > = 1 ，…， Jo ; / = 0 ， … ，2 M y — 1 ， （433 c ) 

其中 M ,= M /2 j = N /2 >+, . 这里 { U 和 {«>./} 分别是信号 D 和噪声 e 的第层小 
波系数. 

[3] 对 Wf ，…，使用阈值算法得到 WT ， …，注意即使离散小波 
变换使用到一个长度为的向景，我们必须计算适合样本尺寸 M 的阐值水平 
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(在式 (433 a ) 中独立的噪声项是 M 个，并且在中 M 个附加项来源于在合理意 
义下处理边界条件）. 

[4] 用紗 T ， …， Wf 和的逆变换得到 D 的估计沴".令坎 。表示 办…的 
第々个元素，我们现在能够通过下式形成谱 估计： 

e 1 彳 1> , ^ = 0； 

(/*)=■< -|- ( e ®* + e ^~ k ) » k = 1, ••• ,M — 1 ； 

[ e ^ ♦ k = M . 

我们注意到，与典型的谱密度函数估计不同，阈值估计 ex P (办 r > 不需要关 
于/=/.、■对称.这就是我们选择在频率 /* 和 / 2M .* 平均估计来组成在第 [4] 步中 

的 Sr (/ t ) 的原因（这种对称性的源头是练习 [10. 8] 的目标）. 

• 系數的统计性质和阈值规范 

由于离散小波变换的局部性质，因为 y (p> (/ 2M -*)=v (p> (/*) 对是 = 0, …， 
M - i 成立，并且因为 y (p> (/。 ） 和 y (p> (/ M ) 当 m 增大的时候变得能够忽略它们的影 
响，我们能够证明，对于大的样本 尺寸， y (p) 的离散小波变换和只有 (/!)，•••， 
v (p, i ) 的离散小波变换的统计性质对于公式化阈值水平是一样重要的（正如 

在下面见到的，我们能够忽略 M — 1不是2的幂的复杂性）.有了这个简化途径， 
我们能够跟随 Moulin ( 1994 ) 来获得小波系数 k ., 丨的统计性质.因为由假设 
{ e ( A )> 是独立同分布， 并民离 散小波变换是规范正交的，所以彳心，丨是不相关 
的，但是，由于 U (/* M 与 log ( X 】） 分布相关而不是高斯分布，不是间分布 
的随机变量——它们的分布现在依赖于）层小波滤波器的效果 • 

借助于由心，而来的独立同分布的随机变量 U (/*)> 的线性组合项的数目，随 
J /迅速增加（回忆）层的小波滤波器宽度由式 （96 a ) L , = (2> —1 )(JL — 1)+1 给出）. 
因此我们可求助于中心极限定理 f 证明的分布当 •/ 增民时候收敛到高斯分布. 
既然是不相关的， M OU lin ( i 994) 指出，对于大的 ）， 彳〜,}可以认为是独立 
随机变量.在这种情况下，假设独立同分布高斯小波系数用小波阈值或收缩是合 
法的（我们在 10. 5节中讨论这种方法）.然而，在小而适当的尺度下，的分布 
尾部不与高斯分布相近，但是当）增加时，则变得相当接近于高斯分布.对这些 
尺度， Moulin (1994) 用鞍点法来逼近分布的尾部特征，从而计算适当的阈值 
(对这种方法的背景，参见 Lugannani and Rice ， 1980； Daniels , 1987 j Reid ， 
1988; 和 Davison and Hinkley ，1997). 

与这种思想相 符合， Moulin (1994) 列出下面对阈值的逼近.对每一个小波系 
数考虑零假设 H 。： <.,==0 而不是相应的 d ^ O . 在零假设下，与噪声 
项有相同的分布 由于它是用 logC ^ ) 分布滤波一个随机变量得来 对 
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小而适当尺度将是反对称的.我们不能在一个明显水平 a ， 当属于一个可接 
受区域|>):备，乂咚]时，拒绝零假设，其中 和分别是下阈值和上阈值使得 

< ^'i] = y 和 P[ej,t > 备 ] = f ， 

因此，当 H 。 是真的时， 

p |>; :备 < ] = p[5；：i < Ci ., < Cf ] = 1 -«• (435) 

由于对每一个）用 f 不同的小波滤波器，在_/层上，上阈值和下阈值依赖于 
w ； r ；. 这个假设验证等价于对小波系数用下面的阈值 法则： 

ro , syi < w ( ^： < a；：'i ； 

w ;：)= < 

lw ； r ；, 其他. 

a 的值可选择需要一个错误警告概率取一个特别小的值，其中，由定义 P /^至 
少是一个噪声小波系数落在接受区域外的概率.因此 

P F = P[\J (ej„ > d 1 ^ 或〜 < 料 ）] =1 — P[ 门（似 < 〜 < 科 ）]. 

i “ i “ 

沁.,}是不相关的，但是如果我们通过将它们处理为独立系数进行逼近，上面就 
变成了 

p F = i-n^L^t i-n ^ 1 - «>• 

>,i i “ 

在简化的情况下，我们对 y … （，），•••， y <p> (/ m -,) 取接近于完全的离散小波变 
换（即在部分离散小波变换中冇相当少的尺度系数），/。层变换大约有 m 个小波 
系数，逼近上面乘积给出项的 数目. 因此我们就获得一个想要的错误膂告概率 
(即 P K =0.1), w . 

a = 1 - (1- P F ) 1 〜 g ， 

其中当/^取很小的时候，使用逼近（基于 l 0 g(l — JT ) &一 工对很小的^•成立）是很 
方便的. 

•例子 

让我们对 Gao (1993, 1997) , Moulin (1994) 用的三个高斯稳定过程使用周期 
图算法做例子. 

[1] 回忆，由定义，一个 /> 阶自回归过程 （ AR (/>)) 满足式 （268 e ). Gao (1993, 
1997) 考虑了 AR (24) 过程，其系数{心.， } 在表272中给出.相应的谱密度函数由 
(268 f ) 给出，而¥ = 1，且~=1，它表示为在图 438( 还在图 273) 最上面的细曲 
线.我们能够用在 7. 9节中描述的方法形成这个过程的部分 X 。，…， X . v - i 的 
实现. 
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表 436 



j 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

-A 

7. 825 

7. 031 

6. 228 

5. 750 

5. 460 

5. 287 

5. 182 

5. 118 


5.556 

5. 601 

5. 142 

4. 976 

4. 913 

4. 90] 

4. 910 

4. 925 


注：下 阈值和 上阈值和 > = 1. 8. 对基于小波的对数周期图 W 值使用 LA (8) 离散小波 

变换. 这里我们用 《=/ V / M ， Pf = 0.1, M =1 024 的近似.为了方便.我们列表把 一 <$锊为 
注意随若 ） 的增加，下阈值和上阈值在幅偯上变得相近了，如希3!的属于收敛到髙斯性. 

[2]Moulin(1994) 定义一个 AR(2) 过程，具体化为 

X, — ^ 2.1 X,~i + # 2 . 2 兄 -2 + 6 ， (436a) 


其中 ^.,=0. 97#和 ^2.2 = -(0. 97) 2 , U } 是具有零均值和单位方差的高斯白噪 
声.对于这个过程的谱密度函数能够通过式 （268 f ) 计算，而且在图438的中间的 
细曲线显示.再次，我们能够产生在 7. 9节中描述的实现方法. 

[3] M 0 u lin (1994) 也定义了“典型的移动无线电通信 ’’（ MRC ) 谱密度函数，它 
是由两个带限，衰减的，移动无线电信号，一个背景白噪声，一个窄带有髙斯形状 
干扰的谱密度函数的黉加.总的来说，谱密度函数是，对于0</<1/2， 

SAf ) ==10~ 3 +0. 2 e -+[1 —( 忐) 2 ]' 2 1[ 0 . V (/) 


+ 卜 - (/ B f° ) ] 

而有 / d =0.3， 私 =0.1( 如往常，对于/<0, S x (/) = Sx (-/)>. 这个谱密度 
函数是在图438最底下的细 曲线. 这里，我们可以用在 7. 8节中描述的从已知谱 
的高斯过程中的方法来模拟. 

对这些模型中的每一个，我们产生一千个模拟时间序列，长度 N = 2( M 8( 因 
此 M =1 024) 并且，对于每个序列形成周期图.由 fV ^ O . l ， 我们置 cr =- fV/M 士 
9. 765 6 X 10- S 然后发现，通过鞍点法，下阈值和上阈值为和 | 和 d j = 
1,…，8,用 LA (8) 离散小波变换（阈值在表436中列出）.用这些与软阈值相关 

联的阈值，然后我们基于九= 5, 6, 8层部分 LA (8) 离散小波变换计算 ^ T (_) 
(因此设置/。的原因在于，分别用64、32和8的尺度系数用阈值后左边不受影 
响）.我们判断通过计算每一个谱密度函数估计的根均方差 （ RMSE ) 来判断它的 


质量，即 


[jv^rrS [ioiog lo csr (/*))- ioio glo (s x (/ 山] *]】 


(436 b ) 
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(注意到这有分贝单位).对于每一人层，我们在这一千个模拟序列计算平均根 
均方差(这些在图446下面用星号给出）.另外，对产生最小根均方差的水平我们 
已经绘出（图438中的粗曲线）谱密度函数估计一从这一千个这样的估计中一它们 
的根均方差最接近平均根均方差（对 AR (24) , AR (2) 和移动无线电通信模型分别 
选择层为7。= 5, 8和 5). 

现在我们评论图438中的三个模型的谱估计. 

[1] AR (24) 过程的谱密度函数有一个动态的范围接近 90 dB (由定义，这个范 
围是最大和最小的谱密度函数值的比例）.尽管 Gao (1997) 在他的对数周期图的 
小波阈值中研究用了这个过程，实际上，这个周期图是有很坏的偏差，这是由于 
对样本尺寸 N <2 048 和/>0.4的漏泄（参见图273或 Gao ， 1997的图 1). 这种 
漏泄在谱密度函数估计的高频上已显出来，在图438最上面 展示. 另外，对于 
/ <0.4, 估计表示错了几个峰值，特别地，低估了主峰值大约 8 dB 在接近于/= 
0.1 处.由于这几点漏泄，其中的平均根均方差比其他两个模型大很多——参见 
图446的星型图形. 

[2] 图438中间的图表示对于 AR (2) 过程的典型估计.这个过程的谱密度函数 
比 AR (24) 过程有更简单的结构，得到的谱密度函数估计总体上是相当好的（只有在 
主峰和高频有轻微的扭曲）. 

[3] 最底下的图形表示对移动无线电通信过程的典型估计.真正的谱密度函 
数比自回归过程谱密度函数有更灵敏的特性，但是它也有-个更小的波动范围. 
估计没有 AR (2) 模型光滑，但是更易于接受，但是在/ = 0.2之前快速上升 
30 dB , 而且有明显的扭曲. 

•谱估计方法评论 

用对数周期图作为对数谱密度函数估计的开始点有三个主要的缺点 • 

[1] 首先， y < p ) 中“噪声，，是 log ( K ) 分布的，所以有明显不同于高斯分布的尾 
巴，因此我们不能对所有层的小波系数用简单的基于高斯的阈值. Moulin (1994) 

用的阈值水平是样本尺寸，层（尺度）和小波依赖-没有可提供的软件-需要 

一些努力来计算. 

[2] 其次，不考虑小波阈值，周期图可给出非常差的谱密度函数估计，无论 
何时真的谱密度函数有一个大的波动范围或是快速变化 （甚 至样本尺寸珂能认为 
是大的）.这种缺乏性产生于周期图不能对边漏泄产生很好的防范效果.这点在 
Percival and Walden <1993, 6.3 节）中详细讨论. 

[3] 为了保持周期化不相关的性质，我们必须在其傅里叶频率处取样，这要 
求在时间序列中观察数目的必须是2的幂.如果这种假设没有满足，一个简单 
的 一 但不 提倡的——改变是取-个网格频率粗于傅里叶频率的周期图，这对于 
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图 438 对 AR(24)，AR(2) 和移动尤线电通信过程基于周期图的估计谱密度函数（粗曲线）和 
真正的谱密度函数（细曲线 ）（ 详情参见正文） 

不计某些时间序列的值是很有效的（这种变化能够变得更有吸引力，用一个“折叠 
部分平均”方法一-例如，见 Percival and Walden , 1993, 6. 17 节). 

在 10. 7 节中我们给出了基于多锥的谱密度函数估计围绕这三个实际缺点的 
另一个算法. 
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10 . 6节的评论与扩展 

[ 1 ] Gao (1993, 1997) 发展了对阈值对数周期图算法的一个稍微复杂的逼近. 
他产生了一个简单的阈值水平使得当 M - oo 时（即 N ^ oo 时)， 

Pf = ^[ U 

另一个形式可写为 

Pf = . p [ U ( max|^. f |> 0. 

/ 

因此至少一个噪声小波系数超过阈值的 概率， 随样本尺寸的增加而趋于零. 
阈值定义为 

= max { a > l og ( M ) ， W [ log ( M )/3] } ， 

其中系数由 Gao (1993，1997) 对 ）=1 ，…， 10列表为 

{ a, ，― , Ol0 y = {1. 29,1.09,0. 92,0. 77,0. 65,0. 54,0. 46,0. 39,0. 32,0. 27}. 
这对于普通用的紧支撑的规范正交小波设计是有效的.现在次 w =〜 log ( M )， 当 
a ,>7 rA /[31 og ( M )—] 时.例如，如果 M =512, 这个条件变为 73. 对于这个 
样本尺寸的阈值在四个更小的尺度处取劣 G 1 ==〜 log ( M ) 的形式，然后在粗尺度） 
>5处为 <^= Tr 71 og ( M )/3. 这对于阈值无疑是个简单的逼近，但无论如何仍 
用对数周期图作为基本的谱密度函数估，因为它实质上是不能抑制边缘漏 泄的. 

[2] 在 10.2 节，我们注意到渐进的论证是用来证明，例如，在我们收集更多 
的数据时， 统一 阈值要求取样在确定的区间上的信号更精 细些. 对于，这里考虑 
的(还有在下部分)谱估计问题取样算法实际上是非常自然的.我们把对数谱作为 
一个信号，因此能观察确定频率区间[0, /a ]• 随着时间序列的样本尺寸 N 的 
增加，我们可通过在网格频率跨度为 △/=1/( N ~) 上的对数周期图取样我们的 
信号. 对数周期阉取样区间 A / 当 N — oo 的降低到零.所以我们对信号的取样变 
得越来越细，如对于渐近说明中需要的. 

[3] 为了公式化本节的理论，我们假设 E { XJ =0. 在实际使用中，我们不 
知道{兄丨的一个先验均值.通常的步骤是，使用 X 。， …， Xv -, 的取样均值 X 
来估计未知的过程均值.之后，我们能够 用兄一 X 代替 AT , 来计算周期图，给予 

Sx P ， (/ o )=0, 因此>^，（/。）= 一如.为了克服这些困难，我们重新定义式 (433 b > 的 
使它变为 

y ( P ) (/ i ) t y ( p ) ( / 2 ) ，…， r p> (/ M )， y (P> (/ M ) ，…， Y (P> (/ 2 )， Y ( P ) (乃 ） ， 

为了保持在式 （ 140 ) 中的反射边界条件.注意因为 y (p> (/ 2M *)= p p ’ （/*) 对于 
灸=1,…， M — 1成立，上面等价于从 Y < p > 中除去 V ^(/。）， 然后复制 Y <p> (/ M ) 来 
获得直到2的幂的向量大小. 
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10.7 相关高斯小波系数 


在 10.6 节我们介绍了通过周期图小波阈值的谱估计.由于噪声小波系数 
是不相关的，所以不是同分布的，导致了更复杂的阈值法则.本节，我们 
研究噪声小波系数{力.,}是相关的，却逼近于高斯分布的情形.这里感兴趣的应 
用涉及谱估计，但这次通过多锥小波阈值谱估计而利用 K 个正弦锥 
{<*_.,， f = 0， …， N — 1 } , ” = ()，•••， K 一 1( 参见 7. 5节式 （274 a )>. 

•谱估计算法概要 

如在 10. 6节中，令 X 。，…，足〜,是一个零均值的平稳过程的一部分，有谱 
密度函数 S x (0 和取样间隔 △£. 令是一个大于或等于样本尺寸 N 的2 
的幂.我们通过“填塞零”将锥的时间序列/=()，•••， AT —1} 扩展到长度 
为 2 M , 产生 K ： 个序列 


{ a ". 0 X 0 ，…， a ”. N - i * XVi ，0 ，二 . ，0 }， n = 0 ,…， K — 1. 

2M-N 个 0 

对这些序列应用标准快速傅里叶变换算法，在 M =2 /频率 /*=々/(2 MA /), 走= 
1,…， M — 1能够容易计算对数多锥谱密度函数 坐标： 

= log(Sr > (/,))-^(K)-hlog(K)= log(S x (/*))+ 7 (/*)， 

其中一 •） 是一个 r 3 函数.上面说到，对数多锥估计（加已知常数）能够写为一个 
信号（真对数谱)加噪声，其中一假设我们用适当数目的锥 （ K >5) — 噪声是近似 
高斯的，而有零均值和已知方差 4 = (参见 7 . 5 节，如以前的，/(…是/^ 

函数）.由于没有必要估计在傅里叶频率的谱，观察的数目就不必是2 
的幂.注意其中用零填塞是很有理由的，因为我们假设我们的过程{ X ,丨有零 
均值. 

我们能够用向量记号表述这些结果为 


- y (m0 c/o > ' 


' log(Sx(/o>) ' 

4. 

' rjifo) - 

y <m,) (/«-,). 


Jog(Sx(/M-l)). 


jjC/m-i )_ 


(440) 


(参见式 (433 a )). 如对于对数周期图，这可熟练地扩展到式 （276) 的模型，包括 
/=/。=0这种情况，虽然这不严格正确；再次，这一个附加项的影响对大的 N 
可忽略.对上述应用完全离散小波变换给岀 

= dj. t + n >it 和 V ^ o 0 - d J+lt0 + n ； + i.o 
对 ）= 1, …， — 1成立，其中 vyr 。” 是信号和噪声分量4 +1 . 0 和 
~ +1 ,。的单个尺度系数，且 M 产 JVf /2\ 
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• 系教和阈值统计性质的说明 

我们把 7 作为一个多元的高斯向贵模型，具有零均值，协方差矩阵为 

\( fo ) …5 7 (/«_, ) 5,(/ M ) 5, (/«-,) … 5,(/.)' 

^(/l ) … 〜 (/ 学 2) ) S,(/f ) … J,(/ 2 ) 

( fi ) …5,(/«-3 ) s,C/m _2 ) 5,(/^-i ) … s,(/ 3 ) ♦ (441a) 

i,(/l > … S,(/« ) 5,(/M_, ) i ,(/«-2 ) … 5,(/o ) 

而 .％(/*) 是在式 (277) 中定义.这个循环的协方差矩阵是对称半正定的.它的分 
量与在 7. 5节的讨论的 </*) 一致， 1? (/*)使/*从0与/.、充分远 ； 对于其他频率 
(在数目是相当小的，随 N 的增加重要性降低），它提供了一种下面很好运用的 
方便的数学结构.矩阵2 7 能够被认为是对7协方差结构的一种更自然的假设的逼 
近，即对称的 Toeplitz 协方差矩阵:其第一行由 \(/*)a = 0 , …， M -1 ) 给 
出（一个 Toeplitz 矩阵定义为，其分量 S \.,. M = s , (/,_) 即沿着一个对角是一个单 
个值，因此，第一行决定了整个矩阵）.因为式（277)，矩阵孓几乎是一个带状 
的 Toeplitz 矩阵： 它有26 + 1个非零对角线，还有 K(K + l )/2 个非零“带外”分 
量在右上角和左 下角. 这些相对少的“带外”元素用来区分和 

因为在式 (441 a ) 中的协方差矩阵尽是循环的，我们可引起在时间序列分析中 
的著名结果（参见 Fuller , 1996， p . 151 ) 写，其中只是一个 
阶正交离散傅里叶变换矩阵（参见 3.4 节） } “ H ” 代表埃尔米特转置； D 是对角元 
为彳 S * : k ^ O , 的对角矩阵，它是2,的第一行的离散傅里叶变换.下 

面的结果给我们一个容易计算方差的简单方法. 

练习 [441] 对 M =2 ; , 令 《 = VV 7 是高斯平稳随机过程的离散小波变换系 
数，其协方差矩阵为在式 (441 a ) 中给出的 iVfXM 阶2,，并且令£ = ()，•••， 
— 1 } 是与）层有 关的” 个元素采取基于宽度为 L < M 的小波滤波 
器离散小波变换，证明 

var {« > ., }= (441 b ) 

其中， 照例九 ，（•） 是第）层小波滤波器{\〃丨的平方增益函数（特别注意， 
var {〜.,} 依赖于 j 而不依赖于 /)• < 

式 (441 b ) 能够容易地计算，对层依赖的方差 d 给出我们知道的值. 

这个方差是怎样随层）的变化而变化的？对于 M =2 ; = N /2 而且在温和条件 
K < M /2 下的特别的哈尔离散小波变换，可表示为 

a? < tr! < …< d < ^/+i 1 


(441 c ) 
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其中 ( Tin 是噪声尺度系数的方差（详情参见 Walden 等， 1998). 式 （441 b ) 
能够用丁数值上说明上面的结论对基于其他的 Daubechies 小波的离散小波变换 
仍然适用（参见练习 [10. 9]). 

关于噪声小波系数方差的最后问题的回答是，它们与怎样相关. 
由于 W 是一个正交变换， tr {2,}= tr { W 2, W T }- tr {2,}, 其中 tr < • } 表示矩 
阵的迹（即对角分 M 的和）. 2,的对角由共同的元素.、，（/。 ）= 4 组成，使 
lr {2,)= Ma \ = 2 ) a \. 从式 (441 b ) 中我们知道 VW VV T 的对角具有形式 

a] ♦••• >o\ * •** *(T2 ，孑 ) 亇 i. 

'~ - • V - - 

因此 

— 爭 + El ， 

与式 (441 c ) 结合，表明 

(442) 

计算表明，在哈尔离散小波变换和 M = N /2 这种特别的情况下，实际上当尺= 
5,…,9时， al < ai < al ; 当/ C =10 时，当 / C = ll ， …， 41( 这包含了 /C 在 
实用中所有可能的锥的数目）时， 

为了确定< 随着> 的增加而增加，更重要的是，为了证实由式(277)， （440) 
和 （441 a ) 定义@随机模型是正确的，我们采取了一个模拟学习，在模拟学习中下 
面的步骤重复了一千次. 

[1] 从具体的高斯平稳过程中产生取样 X 。，…， X N -、， 其中 N = 2( M 8, 
M - N /2. 

[2] 使用 K = 10 的正弦曲线锥计算多锥估计 • 

[3] 基于长度 L ==2, 4, 8 和 16 的小波滤波器式 (440) 中的 7 的离散小波变换 
计算， 产生小波系数 <心,}. 

1 M r> 

[4] 最后，在>=1，2， 3 和4层，小波系数{心}的标准离差由3 
的平方根来估计. 

使用了两个不同的过程，白噪声过程和 AR (2) 过程在式 （436 a ) 中定义，但提 
供的结果在本质上是相同的，因此这里我们只通报了 AK (2) 的情况.图443中的 
盒图绘出了每个小波滤波器每一层一千个标准 离差. 盒图中是这样定 义的： 细水 
平线在数据的中位数通过盒子，盒子的上底和下底是在上盒下的四分位数，由盒 
子延伸出来的垂直线是为了指出在数据的标准离差内盒的垂直线延长超过了每个 
盒子，定义为里面范围的 1.5 倍.估计\的方差随层数7的增加而增加.延伸到 
每个盒子外面的粗的垂直线表明①的值是从式 (441 b ) 中产生的.“标称的”的标准 

离差 32 被记为旋转于每个图形宽度的细线.当我们用 
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I 2 4 8 1 2 4 8 

Tj T J 


图443用不同的小波滤波器对 / V =2 048 和 /C = 10 从 AR (2) 过程中产生的小波系 数”, .,，在 
)=1，2, 3, 4层的估计标准离差&的 盒图. 从盒中延伸出来的水平实线表明从式 
(441 b ) 中产生的值在每个阁中“标称”的标准离差 a = VV (10) 士 0.32 被标识为 
穿过盒子的水平实线 

D (4)、 LA (8) 或者 LA (16) 小波滤波器时，这对1、2、3层超过了取样七的均 

值.对哈尔小波滤波器，标称的标准离差对1、2层差超过了 f 的取样均值. 
因此，图443解释了式 （441 c ) 和导致对式（277)、 （ 440 ) 和 （ 44 U ) 逼近的 
信任. 

现在，让我们重新将注意力转移到阈值小波系数对所有变换层乃 
假设我们选择阈值层为确定的，相应于统一阈值 

^ V [2 ( y 2 , log ( M )]. (443) 

从图443和式 （442) 中易见，相关性相应于小波阈值示例来抑制小尺度（低于 ）) 
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“噪声尖峰”而保持信号的粗尺度系数（高于 ）） 不减弱（注意图443中的例子，我们 
有 2, 3和我们称这个方法为层独立（统一）阈值.注意 

是已知的，仅依赖于我们选择的锥数 K 的数目. 

一个替代的方法是让阈值随变换层而改变，而对每一层仍用统一阈值公式. • 


《 u> = y [2^1 og ( M )]. 


(444 a ) 


这就是层一依赖（统一）阈值 . Johnstone and Silverman ( 1997 ) 给出了这样的阈值 
的例子，但是他们不得不由观察小波系数估计每一个变换层的噪声小波系数的标 
准离差（参见本节的评论与扩展）.我们已经处于有力的位置，从式 （441 b ) 中确 
定 

最后，为了得 到一个 实际的过程，考虑到离散小波变换内在的循环假设，我 
们如上节讨论的，取式 (440) 展开形式的离散小波变换，即 


- y <m °(/o> ■ 

y(mi> 主 : 

y ,mo (f 2 ^ ). 


■ log(Sx(/o)> ' 

Jog(S x (/ 2M -i)). 


「 7(/o) _ 

； =D-hrj 
l_J?(/2M-l )_ 


(444 b ) 


(参见式 (433 b )). 

• 全谱估计算法 

现在我们可以十分详细地说明谱估计算法，即 

Ci]Xo, x.v-i 时间序列为一个零均值平稳过程的一部分的 实现； 

[2] K , 锥的数目； 

[3] M , 2的幂满足 2 M =2 ;+, ^Ni 
[41/。， 满足 J 0 < J 的层； 

[5] 选择阈值方法（例如硬、中、软阈值 )• 

我们用下面的方式构造谱估汁 sr hr> . 

[1] 我们从计算多锥估计的对数算法开始.对每一个正弦锥 U „.,> n =0 ，…， 
/C — 1，如在式 (274 a ) 中定义的，我们形成锥序列 A . oX 。 ，…， a „. N -, XN _ i ,附加 
2 M — N 个零到这个序列，并且用一个2的幂的标准快速傅里叶算法形成特征谱 


S^(/*) = ^]a n , l X t e~ aKl ^ | 2 , 是 = 0,… ， 2M— 1, 

其中 / 4 =々/(2从以） 而且 X 戶0, t ^ N . 这 K 个特征谱平均形成如 7. 5 节中的 
多锥估计 ^ T (/*). 然后，我们形成 (勿 T (/*))- WK )+ l 0 gOO 
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并且将这些 2 Af 个值放在列向 M "中， 如每个式 (444 b ). 

[2] 下面，我们使用部分离散小波变换到 J 。 层.我们获得部分离散小波变换 
系数 VVP "， …，和逐个小波系数分董能够写成 

% 二 0 = +«,.•，_/ = 1 ，•••，/<)， t = 0, —,M,_, — 1. 

在中的 M ,。 个尺度系数完全没有管. 

[ 3 ] 我们把 wr ", …，取阈值得到 MT ， …，经过 

( a ) 对所有的 >=1, …， 人层应用由式 (443) 的层独立的阈值得到小波系数， 

或者 

( b ) 分别对 i = l , …，人层用式 (444 a ) 层依赖阈值. 

[4] 我们用逆变换 WT ， …，和得到式 （444 b ) 的经由办 ⑴的 的估计 

式.令 Df 表示 D ⑴的第々个 分量，注意 exp ( Z ) n 给出 S x (/*) 的一个估计.现在 
我们可以基于下面的阈值的多锥形成谱 估计： 

e D o° , k = 0t 

Sx m,hr) (/*) 三 < yCe 0 *' 1 + e p ;* ), k = 1, — ,M— 1» 

^ , k = M . 

如果不能假定有零均值(实际应用中通常的情况） • 我们在步骤 [1] 中用 
X X 替换 X ,，其中 X 为样本均值（如上节的评论与扩展的第 [3] 条中，以这个 
方法重新 定又的 中心使得周期图在零频率等于零的效果.相反，一个多锥估计 
通常不易影响，因此我们可不调整 
• 例子 

让我们对 N 样的 AR (24)、 AR (2) 和移动无线电通信模型应用层独立和层依 
赖阈值算法，以用于研究基于周期图的算法.对于这些模型中的每一个，我们都 
产生长度为 N =2 048 的一千个模拟时间序列，然后形成基于 K = 的正弦锥上 
的多锥的谱密度函数估计.这些估计的带宽是 （K + 1 >/(N + 1> 勿 0.005 4，这与 
三个模型中峰值的宽度有极小的相 关性. 之后，我们基于 LA (8) 小波滤波器计算 

Sr hT ， (*>, 而结合层独立和层依赖的硬、中、软阈值，以及 */。= 5，6， 8. 我们 
像在式 （436 b ) 中用计算根均方差判断每一个谱密度函数估计的品质，但是用 

^ T hr > (/*) 代替 (/*). 对每一个类型阈值的这些根均方差的平均和在一千个模 
拟中 J 。 的选择，在图446中用的是不同类型的连线（星型线表示对于周期图方法 
的相似的根均方差）.另外，根均方差接近于平均的根均方差的谱密度函数估计 
在图447、448和449中绘出 • 作为模型的确定性选择的一个代表性的谱估计， 
阈值类型和 J 。. 

现在让我们评论一下对于三种模型中的每 一个谱 估计的性质. 
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图 446 对于 AR (24)( 左边图形）、 AR <2)( 中间）和移动无线电通信模型（右边）的根均方差一 
T 个模拟的平均值.在每一个阁形中，对丁-层依赖的多锥方法的硬阈值（实粗曲线）、 
中阈仿（实中等线）和软阈值（实细线）以及对于层独立的硬阈值 （ 虚粗曲线）、中阈值 
(虚中曲线）和软阈值（虚细线）的平均的根均方差（以分贝算）也都绘出来了 • 考虑了 
丸层的三个值即5, 6和8,相应于阈值后不变的64, 32和8尺度 系数. 星形表示了 
对于基于周期图方法的平均根均方差.对所有的情况 • 序列的长度是 N =2048, 并 
且我们 用的是 LA (8) 小波计算离散小波变换 

[1] 与周期图不同，多锥算法抑制漏泄，并且当与小波阈值结合的时候产生 
了没有漏泄的光滑对数谱密度函数估计，如图 1 2 * 4 47所示.这个图表示了对层独立 
软阈值（下面的图形）和层依赖硬阈值（上面的图形）估计的代表方法，其中 
A = 5( 这些选择给出了对层独立和层依赖的阈值参数结合的最小平均根均方差； 
参见图446左边的图形）.两个估计都是好的，易于获得比相应的基于周期图的 
估计有更好的峰值（图438上面）；然而，层独立估计可能被判断为优于层依赖估 
计谱密度函数的三个最高频率峰值的估计.层依赖估计证明了小尺度的噪声系数 
在阈值下没有变得稀薄. 

[2] 图448表现了对层独立软阈值和层依赖硬阈值的 AR (2) 过程的代表性估 

计，两个都有九= 8层(这些选择又给出了对层独立和层依赖阈值参数结合的最 

小平均根均方差；参见图 4 46中间的图形）.两个估计是相当 好的. 层依赖方法 
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图447对 AR (24) 过程估计的谱密度函数（粗曲线）和真正的谱密度函数（细曲线）.谱密度闲 
数估计有代表性的是因为他们有接近在一千个校拟中的平均根均方差.上面的图形是 
层独立的软阈值，而且下面的阁形是层依赖的硬阈值 • 在两种情况下人 =5. 模拟序 
列的长度为 N = 2 048, 我们用的是 LA (8) 离散小波变换 

(下面图）再次证明了小尺度的噪声系数由阈值不减弱，但是对估计谱密度函数 
的峰值的高度起很少的作用.即使这个过程周期图本质上对适当尺度的也漏 
泄. 实际上，基于多锥估计比那些基于周期图的算法有某些更小平均的根均 
方差. 

[3] 图449表示对移动无线电通信模型层独立软阈值和层依赖硬阈值的代 
表性估计，7。= 6(接近前边基于图446右边图的研 究）. 不但在濟密度函数 
的带限部 分升了 和降了 30 dB , 而且在干扰 /=0. 45的窄带用两种方法都可 
以很好地估计，而层独立估计（上面图）在获取峰值高度时更好点 （如图 438 
所示，基于周期图的估计也不能获得在谱密度函数中最尖的迁移）.层依赖估 
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阁448对 AR(2) 过程估计的谱密度函数（粗 曲线〉 和真正的谱密度函数（细曲 线）. 设计和参数 
参见图447 


计(下面图）也证明了阈值下的小尺度噪声系数没有减小.基于多锥估计相比于基 
于周期图估计在根均方差上有明显的减少（参见图446右边图形）. 

注意最好的 J 。 层对三个模型是不同的，而谱估计的根均方差随人的选择而 
有点变化.如图446所示；然而，假设软阈值用于层独立统一•阈值，硬阈值用于 
层依赖统一阈值， J 。 层的根均方差的变化不能使在视觉表现上的相应的谱估计有 
明显的不同. 

最后，让我们对层依赖和层独立阈值进行议论.图446实曲线表示盼者的表 
现，而虚线则表示后者.层独立阈值对所有的 AR (24) 和移动无线电通信模型很 
好.对 AR (2) 用软阈值是可以同能提供的最好的层依赖阈值相比的.对于为何 
层独立阈值能表现这么好的深人看法 可从图 443中看出一些.在图形中缠绕平 
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阁449对于移动无线电通信过程的估计谌密度函数 （粗 曲线）和真谱密度函数（细曲线>.设计 
和参数参见图447 

面图形的细水平线表明了层独立的噪声方差因为这个方差落在仅高于最低的 
两三层的层依赖方差多锥的相关性诱导出与下面对小波阈值的范例是一致 
的.原因在于它实际上抑制了小尺度的“噪声尖峰”而留下了有用的大尺度小波系 
数没有削弱. 

10. 7节的评论与扩展 


[1] 在多锥谱密度函数估计问题中，我们知道每一层的噪声小波系数的方差 
o ). 因此，给出的实现仪， ).,， 极小化 
v ；-* 

2 - w ?., +〉 lo 厂 《 c ) (O ( 449 ) 

/-=0 

作为 8>0 的一个函数给我们一个对 j 层的系数的基于 Stein 无偏风险估计阈值 
(比较式 (406 b )). 
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[2] Johnstone and Silvermann 9 9 7) 指出，在不知道方差的一般情况下，我们 
可以用在每个）层的屮位数绝对偏差估计，即 

牵 _ median { | w Jl0 | * | Wj.i | ，…， | Wj . n.-i I } 

<7<mad, - ; = 0. 674 5 , 

然后在每一层用统一阈值 

化） W[2Uog(N)]. 

另一方面，我们可变为在每一层应用 Stein 无偏风险估计 | 即用式 （405 a ) 在一层 
一层的基础上获得次、作为色>0的函数使得 

2(2 — H - )lr«/.*, (w/.i) 

1-0 

极小.如 Johnstone and Silverman ( 1997) 所述，只对小的）估计是适当的， 
其中有一个在给出层可考虑的数0，信号是稀疏的（即叫.，多是噪声）. 

[3] 关于太阳地震数据的多锥谱估计的小波去噪估计的最新应用，可参见 
Komm 等 （1999). 

10.8 小波系数的聚集和持续 


在上节中，我们集中于对统计噪声小波系数的模型. 最近 Crouse 等（1998〉 
着眼于统计信号离散小波变换系数的统计模型余下的问题.为了激发他们的方 
法，他们指出对信号的统计模型应当考虑在观察的实际信号的经验离散小波系数 
的两个主要性质.第一个性质就是 聚集， 也就是说，如果一个在 > 层内的特别的 
离散小波系数是大或者小的，则在同-•层的伴随系数也可能是大或小的.第二个 
性质是持续，也就是说大的或小的小波系数倾向于从不同层传播.这些想法对心 
电图时间序列的 LA (8) 离散小波系数由图127解释（这是一个对于把该序列作为 
一 个无噪声信号想象的延伸，但是我们本节总是为教学起见这样 做>. 聚集特别 
体现在）= 3 层的系数州,.当一个 K 波事件发生时，这里有两个或更大系数相互 
伴随.持续性也与尺波事件相关，可以从共同对准的大系数看出，如 > = 2和3 
层.合到一起，聚集和持续表明离散小波变换完全不能与实际信号完全无关，因 
此我们必须移到对统计信号的简单独立同分布模型上. 

有了这些想法， Crouse 等 （1998) 发展了一个对模型小波系数独立性和非高 
斯性，围绕隐含马尔可夫模型 （ HMM ) 的新架构一参见 Rabine r (198 9 > 对隐含马 
尔可夫模型的一个很好的冋顾.在离散小波变换中，对每一个信号离散小变换波 
系数隐含马尔可夫模型思想与一个隐含 状态变 量相关（特别注意状态变量不直接 
与原始时间序列或信号相关，而是与信号的变换有 关). 为 r 符合信号离散小波 
变换系数的非高斯性，他们把每个系数的频率密度函数模型作为包含两个或更多 
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分量的一个混合高斯密度（阁 41() 右边图形描绘 r 两个分 m 混合密度的频率密度 
闲数）.隐含的状态变量可以取状态值有限集合中的…个，而状态值可以是相应 
于信号离散小波系数的一些统计，即混合高斯的 分蚩相 应于频率密度函数.尽管 
给出了它隐含的状态变量的值每一个信号离散小波系数是条件高斯的，系数有一 
个完全（无条件的）非髙斯密度（再次见图 410). 

为了允许信号离散小波系数间的依赖. Crouse 等 （1998) 介绍了马尔可夫依 
赖性在基于对于小波和尺度系数的然树结构的隐含状态变量.为了了解树结构 
是怎样发生的，假设我们计算对于信号的九层的部分离散小波变换系数，产生 
向] tW , ，…，％。和 V ,。.我们能够绘出向 MV & 和 W ;。， …， VV , 作为行堆在每 
一个上面，如图127,这描绘 f 心电图序列的九= 6层部分离散小波变换（再次， 
我们假设这是一个无噪声信号）.这里每•个系数向最已被循环平移，使它可绘 
出逆物理意义的时间.如果我们忽略了那幅阁中的由1 6 和你 6 相关的很小的时间 
序列的平移而引起的复杂性，那么“节点” 高于 W s . 3 , 转而依次高于 W 5 . 3 和 

这样数下去，高于\^, :< 和而 Wy 高于 Wh 和 W ,. 6 , 依此类推. 
换句话说，在每一九层系数下有一个树结构.正式地，我们可以说每一个在 V ;,、 
中的个尺度系数的每个一高于在的一个系数，而在 VV , 的每一个系数高 
于在你,…， 2) 中的两个系数.因此这个结构就定义了 N ; 树.由于一 
个状态变 M 与每一个小波或尺度系数 有关. 伴随的是其状态变 M 可用树的一 
个集表示出来. 

这样就定义了树结构， Crou . se 等 （1998) 对于树中状态变 M 的关系考虑了下 
面的树模型. 

[1] 在相同树中状态变量之间或不同树之间没有联系 • 这认为离散小波变换 
状态变筐（因此信号离散小波变换系数)作为独立的，并且不计较聚集和持续. 

[2] 状态变 M 存：）层间（同层通过树连接〉有一阶马尔可夫链依赖 （ Kabiner ， 
1989)，但是由层到层之间是独立的（在同一树间不与下面层相关).这组成了隐 
含马尔可夫链模型， 可考虑聚集但是没有持续 • 

[3] 状态变 M 是垂直连接（-个树内向下层 h 即有 N ;。 树，每一个由连接的 
状态变组成.这就是 隐含马尔可夫树模型并且 能提供聚柒和 持续. 

Crouse 等（1998>强调对 [2] 和 [3] 的情况是建立在隐含的状态变量1：的马尔 
可夫结构，而不是直接建立在 X 的离散小波变换系数本身.然后他 fl 考虑统计 
信号加统计独立同分布高斯噪声的离散小波变换，信号和噪声假设为独立的.附 
加这种结构，因为信号离散小波变换系数遵循隐含马尔可夫模型，因此 对尤的 
离散小波变换也这么做.为此，注意给出隐含状态变量的值，信号的离散小波系 
数是高斯的，并且两个独立的高斯随机变量（信号加噪声>是高斯的，方差是由方 
差的和给出.因此信号离散小波变换模型诱导了对子 X 的离散小波变换的一个 
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平行的结构，我们可以用对观察的离散小波系数找出合适的隐含马尔可夫模型来 
估计信号（即那些对 X ). Crouse 等 （1998) 把信号离散小波变换系数的变量给定一 
个特别的状态变量，即观察的离散小波系数给出了同样的状态值，小于噪声的离 
散小波系数的方差（我们可以用说在等式 （420) 中的定义来估计后者）.关于这 
个估计方法更多的细节，参见 Crouse 等 （1998). 

10.9 小结 

令 X 是一个 N 维向最，其分量为实值时间序列丨 X , W = 0, …， N — 1 }. 令 
O , 是 O 的第/个分童，系数向量来自于对 X 应用规范正交变换 O . 我们把 X 考 
虑为一个信号向量和噪声向量的和.我们认为信号向里或是确定性（固定的）或统 
计的（随机的），统计噪声向量总是具有零均值，但包含独立同分布的随机变量或 
非独立同分布的随机变量（改变独立同分布假设的变量更典型，取两种形式之一 
即随机变量是独立但是有不同的方差或者变量是相关的）.因此，我们认为 X 遵 
守下面四个模型中的 一个： 

[ i ] X = D + e , 其中 D 为一个确定信号而 e 为独立同分布噪声，所以应用规 
范正交变换给出 

0= OX = + = d t - he ( ； 

[ ii ] X = D 4- V ， 其中 D 为一个确定信号而 7 为非独立同分布噪声，因此 

O = (9 X = 01>+0 7 = 4 + « ，于是 0 / = d,-\-n tl 

[ iii ] X = C +£, 其中 C •是一个统计信号而 e 是独立同分布噪声（信号和噪声 
是相互独立的），因此 

0= OX — O C + O e =只 + «，于是 O / = R , + €*, ; 

[ iv ] X = C + 7 , 其中（:是一个统计信号，而是非独立同分布噪声，因此 

O X = O C + Orj = H + u ， 于是 O , = 十〜 》 

(典型的是信号和噪声相互独立，但是，例如在 Vidakovic (1998) 研究 
的模型中这不是真的 .） 

假设在 [ iii ] 或 [ iv ] 中的感兴趣对于任意分量 6 规范正交变换给出 E { R ,)=-0 
(如果我们具体到离散小波变换 • 零均值假设不是完全严格的；如果随机信号 C 
是 d 阶向后差分是平稳的随机过程而来的才可以保证满足，我们取滤波器长度 L 
使 L>Zd). 

在输入独立同分布噪声情况下 （[ i ] 和[出]的情况），噪声变换系数有相同的方 
差（无论 e 是怎样分布的），而且如果是高斯分布的则有相同的分布.以符号形 
式，我们有 

2, = alls 和 I t = O I . O r = 氏 2 厂 V ， 因此 var { e ,} = var { C /} ^ < j \ » 



基于小波的信号估计 


453 


如果 e ,▲#((), a \), 则 W ). 在非独立同分布噪卢情况下 （[ ii ] 和 [ iv ] 
情形）我们只能说 

2 m = OX n C T i 

然而，如果％立入^(0，< ) 那么”，立入"（0，4)，但是不必有 < =4，并且方差 
不依赖于下标 

我们可以用阈值或收缩方法进行信号估计，但是都需要如下 步骤： 

[1] 计算变换系数 

[2] 定义 o — 向量，它的第/个分量是 or , 它是 O , 进行了阈值或收缩后的分 
最，其中一般的角标 “（•）” 被替换为如 “（ t )” 或 “（ shr )” 以表示阈值或收缩（或更 
具体的如 “（ ht )” 表示硬阈 值）. 

[3] 通过 O t O < ”估计信号.这里我们不区分确定性信号估计和统计信号的实 
现估计. 

我们重点强调这个算法实现阈值或收缩的分量，即逐项进行 • 阈值对于情况 
[ i ] 和 [ ii ] 是方便的，即信号是确定性的.法则包括硬、中和软阈值（分别是 
式 （399)，（400 b ) 和 （400 a ))， 所有的由一个简单的阈值参数^>0确定，而严格阈 
值(式 （400 c )) 由两个参数 确定. 对于 O , 的阈值层$必须定义，并且依赖于噪声 
变换系数的统汁性质的一个合适的定义 • 如果这些系数是独立同分布，那么，用 
于所有的 G 是一个简单阈值.对独立同分布高斯噪声，一个通常的阈值选择是 
统一阈值 

浐) =7[2( yflog ( N)T 

(这是式 (400 d )). 选择阈值水平的另外方法是通过使用交叉有效的极小化准则 
(式 (422) 和 （402)) • 并且通过基于 Stein 的无偏风险估计 （ SURE ) 的一个方法， 
其中给出的随机变量的 O , 的观察值〜和假设的软阈值，我们必须设方“为使得下 
面式子极小的心 

2 ( 2 al _ of + 汐 2 )1 [； a *. oo > (of ) 

(这是式 (406 a ), 具有共^方差 d 设为 d ). 如果噪声变换系数是由非独立同分 
布，输人噪声7,则阈值水平需要适当的变化.例如，当系数分为组 G ， 在组内 
为独立同分布，有共同方差 d ， 对于系数合适的阈值，在）组内可通过层依赖 
“统一”阈值来确定 

8^ =>/[2^1 og ( N )] 

(这就是式 （406 c )) 或者通过 Stein 无偏风险估计方法确定祀 *> ，作为使得下式极小 
的5: 

( 2<y? — o),, -h 8 2 (o>.» ) 

•A 
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(这是式 (406 b >). 

收缩适合于情况 [ iii ] 和 [ iv ]， 即信号是统计模型的.最简单的收缩法则是对 
观察的用信号方差 < 和总方差的比来重新尺度的（参见 10.3 节）.对于 
非线性收缩函数最著名的陈述包括信号条件均值 E { R , | a = 给出观察 
(式 （410 b )>. 例如，稀疏信号模型 

Rt ~ C1 一 U AT ( 0，(^ ) ， tii — Af ( 0» ) 

导致条件均值 

E{R, I O, = o,} = ， 

其中 A 是二值随机变量： T , 是 1 的概率，我们有 


b , 


4 


4+4 * (l~P，)<Jn 

(参见式(4111>)， （410 e )，（411 c ), (411 a ) 和 （411 d )). 我们也可用条件均值代替 
(式 （411 e )). 收缩函数建立在信号变换系数 W 和噪声变换系数 U 或的统计性 


质的基础上.收缩法则详细定义了收缩闲数的全局形状和系数收缩成很小值的区 
域.收缩法则的确定因此等价; P 详细化阈值和阈值函数（比较图412和 399) •贝 
叶斯方法是通过贝叶斯法则定义收缩函数.一些在文献中定义的后验均值和后验 
中值贝叶斯法则，原来与收缩函数中研究的条件均值和中值相同. 

关于信号估计的这些结果对于一般的规范正交变换系数 （)/ 是有效的，但它 
们能够有准备地特殊化并应用于离散小波变换情况.阈值和收缩算法由下列的步 


骤组成： 

[ 1 ] 计算人层的部分离散小波变换分解获得…， v io . 

[2] 对每个小波系数 W ,.,， 确定 

( a > 阈值水平用预先选的阈值阐数或 
( b ) 应用收缩法则. 

[3] 对于 j = …，九和/ = 0，…， N, — 1，令是小波系数 W,，, 的阈值 
或收缩后的值，其中一般角标 （•） 可替代为，例如， “（t>” 或 “（shr)”， 以确切表 
明是怎样处理的. 

[4] 对 WT ， …， IV ):/和 V ; n 用逆变换估计信号. 

对于输人独立同分布卨斯噪 e (参见 10. 5节），简单阈值水平能够通过 

’ = %/[2 log ( N ) j " 

来估计，或者，给出随机变量 W ,., 的实现 U ,.,， 通过基于 Stein 无偏风险估计作 


为占的函数的估计使得下面的式子极小： 

V -* 

yi yi (2 一 w ; 2 ./ + m iy . > (如?.， ）• 

> -1 i 0 
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其中 


median { | u » i.o M w ,., | ,…，| Wj . n _, | } 
0. 674 5 


(上面分别是式 （421) 和 （420)). 

收缩法则能够容易地用于给出的统计模型结构.当信号和噪声变量组成 
假设具有谱概率密度 层或位置 t 不变的参数，对于稀疏信号模型的收缩法则取 
式 (425) 的形式，即 


其中叾和〔是参数6和 r 的估计（图425表示由形成的信号估计的例 T ). 

当噪声小波系数的频谱概率密度随层 j 的变化而发生形状变化时（这对 10. 6 
节讨论的基于周期阁谱估计是正确的），阈值的公式化就成了问题.相关的一但 
是髙斯的一噪声小波系数的谱估计算法在 10. 7节中提出，其中每个变换层）的 
方差/已知.因为这相当意外 的先验 知识，很容易用层依赖的统一阈值式 (406 c ) 实 
行阈值，在我们在 M 个非负的傅里叶频率采用了对数多锥估计值 之后： 


^； 0> ^y[2^1og(M)j 

(这是式 （444 a )). 更惊奇地，应用层独立统一阈值式 （443) 也产生了好的结果， 
但回顾起来，这是有道 理的： 层独立统一阈值与小波阈值作用是相一致的，作用 
在于抑制了小尺度“噪声尖峰”而留下了大尺度系数未减小. 

最后，在 10. 8节中，我们总结了 Crouse 等 （1998) 最近的工作，他指出对现 
实世界的信号的离散小波变换系数易于有在一层内大值聚集和层之间的持续性. 
他们提出通过用隐含的马尔可夫树来模型化离散小波变换信号系数来保持聚集和 
持续性质，在其中状态变量与每一个信号离散小波变换系数相关，而且状态变量 
与树结构 相关. 这样的方法为更实际的模型打开了一条通路. 

10. 10 练习 

[10.1] 通过计算和绘出对于信 号认， Z ) 2 和 D 3 基于 LA (8) 离散小波变换的规范 
的部分能量序列，证明在图396的右列的虚曲线是正确的.对每一个信 
号用哈尔和 D (4) 离散小波变换计算相同的规范的部分能最序列.后两 
个离散小波变换的规范的部分能蠹序列相比于 L A (8) 情况及对恒等变换 
和正交离散傅里叶变换的规范部分能量序列如何？ 

[10. 2 ] 假设是长度为 N = 2 ; 的时间序列，对某些的整数，其中 
/) 是确定性信号，£ 是 / V 维独立同分布髙斯随机变量，均值为零，方差 
为如果我们基于哈尔离散小波变换的硬阈值估计办 h ° 来估计 0( 像 
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4.1 节定义的)结合统一阐值次 u , 三 v /[2^1 og ( A 0] (Ltonoho and Johnslone , 
1994)， 证明 

( a ) 如果 D 是由 （401 a ) 定义的周期化构造扩展 16 点序列，那么，对一些 
小的 a >0, 我们有 P [石 ||5 ( ht > — D | 2 < a ]40, 当/一00时，即一 
不是 D 的一个 一 致的估计. 

( b ) 另一方面，如果1>由等式 (401 b ) 构造，那么，对任一 a >0, 我们有 
p [^|| D ( h ,) - D || 2 < a ]- l , 当 J 一 oo 时，即一是 D 的一个一致的 
估计. 

[10.3] 证明，对软阈值，在式 (404 b ) 基于 Stein 无偏风险估计的函数尺 （• ，•， •） 
能够写成替换的形式 

H{a nr O,,8) =< - 2a\ l Co .,*) (O, 2 ) + min{a z ,d 2 }. 

[10.4] Ga 0 (1998) 提出对软、中、_阈值的替换阈值法则称为非负绞刑的替 
换.这个映射定义为 

[0, I O t 

a «)= o 小 一汊卜仏 - g ， 其他 

证明，如果我们使用 Stein 无偏风险估计的阈值法则，在式 （404 b ) 中定 
义的函数尺 （ h , U ， 扪替换为 

7^(<t B/ tOnd) = Of — H- 12<y^ — Of -h 珍 ~^ 2 " f — ) (O/ ). 

(能够证明，非负绞刑使得 A ⑷ （•） 弱可微，如使 Stein 无偏风险估计所 
需要的 .） 

[10. 5] 假设尺，和 n , 是独立的如等式 （410 d >(410 e ) 分布的.证明，在式 (410 b ) 定 
义的条件均值可写成式 (410 f ) 形式.提示： 根据在分母中涉及的两个积 
分用分步积分来表达 （410 D 的分子，并且完成被积函数的平方以得到可 
识形式的积分（即卨斯的谱密度函 数). 

[10. 6] 验证式 (414 b ). 

[10.7] 用九==6层 LA (8) 部分离散小波变换结合统一阈值，及硬、中和软阔值 
法则对心电图数据应用在 10. 5节中描述的基于小波阈值过程，但是把 
保留尺度系数不变替代为设置所有的尺度系数 到零. 绘出三个信号估计 
并解释在不同估计中任何可注意的不同之处（心电图时间序列可从本书 
的网页上获取）. 

[10. 8] 如 10. 6节中讨论的，我们对（重新定心）的对数周期图 y … 的部分离散小 

波变换应用基于小波阈值来获得对数谱估计办' >. 通过构造，对于走= 
1，…， M — 1,产的元素务和 2 M — A 是相同的，与频率 /* 相关. 解释为 

什么相应的办"的元素即使两个都与频率 /* 相关也不必 相同. 

[10. 9] 通过用 D (4) 和 LA (8) 小波滤波器对 M -2 N =1 024=2 10 =27和 K = 5 的情 
况，计算…，8来证明在式 (441 c ) 中陈述的层依赖变量的级数. 
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有限能量信号的小波分析 


11.0 引言 

连续时间小波变换正成为一个对连续时间“信号”进行多尺度描述的好工具, 
信号是定义在整个实轴上的-•个有 限能鲎 函数.这个变换将一个信号与一个小波 
函数“伸长”方案（本质上是一个连续时间带通滤波器）有着本质的联系，从而得到 
这个信号的多分辨描述.本章，我们将总结连续时间小波变换的多分辨观点的重 
要概念和结果.我们的首要目的是阐述连续时间小波分析和前面第1章提供的离 
散小波分析之间的密切关系.为了阐述这一关系，我们首先在数学中讨论的关于 
小波的内积约定与工程中促成的滤波约定之间建立一种对应关系.为了简化，我 
们仅仅讨论定义在实域上的信号、尺度函数和小波函数.这里只 i 寸论二进小波分 
析（基函数的伸缩因子为 2) 进行分析. 

本聿给出的总结主要来自 Vetterli and Herley (1992)， MallaK 1989 a , b, c ) 
以及 Daubechies (1988, 1992). 为了进行顺利，我们首先假定所讨论性质的尺度 
函数和小波函数都存在.在 11.9 和 11. 10节中，我们讨论了采用 Daubechies 
(1988) 方法来构造小波滤波器，其主要 S 的是为了理解消失距和正则性的 概念. 
小波函数的构造的完整叙述由 Strichart Z (1993) 给出 • 


11. 1平移和伸缩 

多分辨分析包括平移和伸缩两个运算，这两个运算都很容易对于定义在整个 
实轴上面的实值函数 /(•) 来定义.对于单位平移运算，或者叫做延时，我们仍 
然采用记号丁（像 3.4 节的式 （52 a ) 中，其中它表示离散单位（循环 .) 延时矩阵）. 
7■算子作用于函数 /(•) 得到一个新的函数，我们表示为 〜“•）• /().!(•) 在给定 
时刻 f 的值为 

y 0 .i (/) = y(/ — 1) , — oo < / < °°. 




16 0 1C -16 0 16 -16 0 16 


图 458 由 y (0=^ exp (- rV 2) 定义的函数的平移和伸缩 
T 作用于函数 &.,(•) 得到函数7。, 2 (0,它在时刻/的值是 

yo,2 it) = y(/ — 2),—oo</<cx3 ； 

类似地，我们能定义 yo .*(0: 

y 0 , k (t) = y(f — — oo < r < oo. 、 

这个定义对所有均成立 （ Z 是所有整数的集合).特别地，当&=一1时，我 
们定义单位平移逆算子丁― 1 ,使了― 1 作用 T 函数 &*(•) 上得到函数 y 0 .*- i (-> 
(八.。（0定义是 /(•)). 

作为例子，如图458中间那一排图像，从左至右表示，对函数 yCO = 
/ exp (- f 2 /2) 的 yn (*>, y (*) 和 〜（•）. 注意是>0时，平移算子将原图像向 
右移动（相对于零时刻延时），相反，々<0时，平移算子将原图像向左移（相对于 
零时刻提前). 

以类似的方式，我们能定义一个二进伸缩（尺度）算子 / C . 算子 / C 作用于函数 
/(•) 上得到一个新的函数表示为.在^时刻 ypG ) 的值为 



. . ^2 

之所以包括因子•^是为了保持其范数不变•如果 〆 •）是 L 2 ( R ) (定义在 R 上的平 

72 

方可积函数的集合）的元素，其平方范数为 

II y (.) || 2 = [ y z (t)dt < oo , 

那么 II y a . o (-) II 2 = II y (-> IP (即伸缩算子保持范数，事实上平移算子也保持范 
数).算子 AC 作用于 y ,. 〆 ，） 得到函数 y 2 . <>(•)，在 f 时刻的值是 

y (+) 

y 2 , 0 ⑴三 -oo<f < 00 , 
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类似地，我们能够定义 〜为 
/,.»(•) = 

同样这个定义对所有的 > 6 Z 均成立，且选择>=一 1 时，定义其为逆伸缩算子 
XT 1 , 算子; T 1 作用在函数上得到 yr 】， 0 (O. 

作为二进伸缩的例子：图 458 中的中间一列，从上到下依次显示为 
/(•) 和/<. 〆 •）的图像.注意）〉 0 时，函数图像直观上被扩展，）< 0 时相反. 
最后，我们用（）， 幻表示 对函数 /(•) 平移继而伸缩所得到的新函数，定 

义为 

y,.k(t) =- —— » — oo < / < oo. 

在图 458 的左右两边上面的图像显示^.-，(…和 Yia (•), 而相应下面的显示 
/ ,.-,(•) 和注意是％,*(•)的第）次伸缩，但是一般 /,.*(•) 并不 
是、„(•)的第々次平移（即我们使用平移和伸缩算子在顺序上有很大关系，这些 
算子不是可交换的）. 

11.2 尺度函数和逼近空间 


信) 


— OO < ^ < 


小波变换最初的发展是用作对一个有限能童信号 X (*) 进行分解和合成的工 
具，其中有限能 M 条件是 

II j ： xHt)dt<oo 

(: r (* M 又限于实值），即 j :(_) 属于 P ( R ). 令 >( OeL 2 ( R >， 使得它的整数平移 
{< 〆 •）： kez ) 形成某个闭子空间 WC = L 2 ( R ) 的一个规范正交基，其中 

V 0 三 span{ 0。,*(0 ! k G ZL 

这里记号 span { S } 表示线性张成，它是 S 中的元素的线性组合所形成的子空间， 
而记号 span { S } 则表示由 S 生成的闭子空间 （ span 彳 S 丨与 span { S } 的区别在于后 
者包括线性组合的极限 〉 .因此，我们有 

| 其他 （ 459 ) 

函数 #•) 称为尺度函数，而空间 V 。称为具有单位尺度的逼近空间.我们可以通 
过 V t , 的基函数为背景投影 1 (，）在 V 。中来分析任意函数 x (*). 如果我们定义 

〈 j( •) ， 〆•）> 三 J jr(f) ： yQ)cU 
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表示两个有限 能童实 值信号 •!■(•) 与 〆 •）的内积， ：《:(•) 的分析产生 

Vo.* = (j(*) ,^o.*(*)> = f — k)dt, ( 460 a) 

J — oo J — oo 

其中 V 。.* 称为函数: 《:(•) 的尺度系教.如果 woev 。， 我们可以由它的尺度系数 
来综合 ■!•(•) 


jc(t) = 2 vo.*^o.*(^) = XI 队 .〆 （之 — 是 ）. （ 460b) 

一 oa 4 = —aa 

如果 X (.)€ V 0 , 上面的无限求和是通过将 •!•（•） 在 V 。上的投影来对: KO 的逼近. 
作为一个简单的例子，考虑哈尔尺度函数，即 

f 1， 一 1 < f < 0; 

^ lW ( t ) =i (460 c ) 

lo , 其他 

(参见后面的评论与扩展的第 [1] 条）.因此我们有 


f 1» k — 1 <C t ^ k ； 

C ( r ) = - i 

lo , 其他. 

祝！ V (，） 的规范正交性是容易建立的.哈尔逼近空间 W ⑴由所有 L 2 ( R ) 中，在每 
个区间々一上为常数定义的函数 1(0 组成，即对某个实值常数 
Vo.k » 我们有工(/)=抑.*，对 k — 1</<^成立，其中 v 0 .* 能够由式 （460 a ) 得到. 
图461的中间一行从左到右分别为私巧 〆 *)， # H ) (0 和此？（•），以及一个包含在 
W H > 中的函数的例子. 

对式 (459) 中变量的一个改变如下： 


J — 


KkU)KmU)dt 


&.*(♦) 於。 •"(？) 

y/¥ 


At 


J ”,.* ⑴ f 


其中 


♦j，k (/) 三 


Mf ) = 

yf¥ 


因此，给定 {& 〆 •）： ^6 Z } 构成空间 V 。的规范正交基，由此得到 <<*(•): 
k ^ z ) 构成空间 K 的一个规范正交基，其中 

Vi S span^^.iCO * k 6 Z}. 

尺度为 2 ,的逼近空间 vo , 因此是由彖“•）， kez , 所张成的闭的线性空间. 
现在假设下面的条件成立： 

… C V 3 C V 2 (Z V 】 C ： V 。匚 V—, CI …. 
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m 461哈尔尺度函数 # H> (0 和相应的逼近空间.中间行的前面 H 个图展示哈尔逼近空间 
vr 的三个基函数，即从左到右，^.(-), 和紀 V ( o . 这一行的最右边是包 

含在空间的一个函数的例子.最上面和最下面的两行分别表示哈尔通近空间 
vf H > (比 W H > 更粗糙的空间）和 viiV (比 vi H > 更好的通近空间）. M 右边的一列可视为 

L *( R ) 内一个信号的相应于尺度2, 1和+的三个哈尔逼近（从上到 TO 

上述条件表明任一有限能量信号到 K 上的投影将给出逐次的逼近_如果我 
们想要这逐次的逼近对任何 L 2 ( R ) 上函数都实用，我们必须进而假设 

\jV, = L 2 ( R )， 门 V , （461) 

itz yex 

其中 0 表示零空间（即函数在整个实轴上恒为零>.这保证了对任意的 〆 •>€ 
L 2 ( R ), 当 i —_ oo 时，它在 V ,上的投影就等于: y (0. 在嵌套子空间中，注意 
/<) 意 味着％ 是比 V ,更大的子空间（即 V )匚％).这跟 Daub eC hi eS (1988, 1992) 
习惯一样，但是跟 Mallat (1989 b ) 的习惯相反. 

作为例子，在图461的顶行显示，从左到右是尺度为2的哈尔逼近空间 
的三个基函数和包含在这个空间中的一个函数的例子 （这三 个基函数从左到右依 
次为： #$(•)*#!?(•))• 底行显示尺度为1/2哈尔逼近空间的 
相应的图.最右边一列，从上到下，对某个 L 2 ( R ) 的函数： r (0 逐次地更好的逼 
近，其中逼近是通过向子空间 V 严，和 V ( _ H / 投影得到的（参见式 （462 b )). 

本节的重点可以概括为以下定义 ： CJawerth and Sweldens ， 1994; 
Daubechies , 1988; Mallat , 1989 b )： 多分辨分析 （ MRA ) 是定义在 L 2 ( R ) 上的一 
列闭子空间 v ,， yez 使 
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[1] V ; CV ,_,, 对所有 ）6 Z . 

[2>( oev 。 当且仅当 j ^ coevo , 其中 X 。.*⑴安 x ( r — 务）， kez . 
[3 iH .) ev 。 当且仅当 “（ oev ,， 其中 ■ r > , e (/)^ r (会) / vF ，> ez . 

[4] 空间 V ; 满足式 (461) 的两个条件. 

[5] 存在一个尺度函数，使 {<*(•): kez } 形成 V ,,的一个规范正 
交基，其中 U /) 三 Mr 々）• 

子空间 V ,称为对于尺度 A , = l 的逼近空间 • 

11. 2节的评论与扩展 

[1] 我们在式 （460 c ) 中对于哈尔尺度函数不 是文献 中通常的那个尺度函 
数——通常# H > 取正的区间为(0， 1]. 如下一节的讨论，哈尔尺度函数诱导出对 
于哈尔滤波器的定义.使用对 #">(•) 非标准定义的根本理由是保证哈尔尺度函 
数能够得到在 4. 3节引人的同样的哈尔尺度滤波器；它在式 （463 d ) 中表示.这个 
非标准定义的需要仅仅反映内积运算与卷积在时间上面的不同的事实. 

11. 3有限能量信号的逼近 

像前面一样，假设: jez ) 构成 l 2 ( r ) 的一个多分辨分析.如像式 
(460 b ) 和 （460 a ) 指出的，信号够写为 

t» 

jr(/) = 2 <jt( • )，U •) X* ⑴ = ^ (t) * (462a) 

* = -、'■ --o 

其中 W = 〈: r (0, <*(•>>• 因为 ：《：(•)€%， 所以我们说 * r (.) 为一个尺度为 
义。= 2° = 1的 信号. 我们可以得到： 《：(•) 的一个逼近， * r (0 向子空间上投 
影得到 

(/) = Z 〈•!•（•），炎|.*(*)〉炎1.*(，） = XI ⑴， （462 b ) 

*=-co 卜 一 O" 

其中 

V,. t = .*(•)) = xU)i>^ k (ndt = ⑴—— dt - (462c) 

因为.、,（•）€%，所以信号〜（*)具有尺度 A ,=2, =2，并且 〜（•） 表示单位尺度 
信号 _ r (0 的 一 个粗較的逼近 _ Vi ,* 称为尺度为2的尺度系数. 

通过将式 （ 462 a ) 代入式 （462 c ) ， 在 z ;。.* 和 v ,.* 之间有一个有趣的关系’我们 

能够得到 

♦d ~~ k j 
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广 彡(+一 M 

= D v 0 , w Ht — m) - —~~ -dt 

«™： J — V 2 

- 卜 ^(4) 

= 2 V0.«j ~ [w — 2^])~^dr 

^ : S m—Zk^O .m * 

m-a—oo 

其中 

g! Ht — l) ― Jr -^ d / = (^./( Ot ^. oCO ). 

y/2 

如果我们定义幻 gg -/， 并且在式 （463 a ) 中令 / = 2 A _ m ， 则可以写成 


( 463 a ) 


( 463 b ) 


Vi .* = ^ gi " Oa , zk - i » 

因此相应于用滤波 b . W 产'生^输出（即因子 2 下抽样）的每个另外的 
值（滤波器 } 与我们在 4 . 3 节中引入的尺度滤波器相同）. 

例如，让我们计算哈尔尺度函数#%(*)的{^.因为 


由式 ( 463 b ) 得出 


1， /- 1 < ^ < /； , (H) 
0 t 其他； 


(音 H :: 


— 2 < / ^ 0{ 

其他. 


0 或 一 1 ; 
其他. 


-责 ； 

由于幻我们有 

_ JlA /2, / = 0或1 

发叫 0 ，其他. 

这与式 （ 75 c ) 给出的哈尔尺度滤波器{幻}完全一致. 

闵为 5 ,( 06 ^, 所以我们可以通过向子空间上投影得到 〜（•） 的 


( 463 c ) 


( 463 d ) 


个逼近，得到 


5 2 ( f ) = ^ V 2 .*#2.*(,) ，而巧,* 三 < S ! (•) ，分 2.* ( •) 〉， 

&(•) 也表示尺度 A 2 = 2 2 = r 的 x ( 0 的逼近.使用式 ( 462 b ) 对 s ,( 0 的表示式’我 
们有 

00 

Vl , k ~ 

m~ 一 •"» 

= yi 幻 i, ， ”<o) 

oo 

OC CO 

= 2 — 2 Sl V \.ik-t » ( 463 e ) 

其中我们使用下述的练 4 结 
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练习[4 6 4] 证明： 

= <參。.„— 2*(.) ，多|,。（.）> = gm - 2 k 

对于所有的）成立，其中 h 在式 (463 b ) 中定义（令 ）=1 即得式 （463 e >>. 作为一 
个推论，还证明 

〈+.«(•)， 之 = gk - 2m (464 a ) 

对于所有的 > 成立. <j 

一般来说，给定我们可以用它到子空间 V y C ： V ,— ,上投影逼 
近得到 

OQ 

s,(t) = 

其中 


v,. k = -i (•)，<*(•)> = ( j (-) 


信号表示尺度 = 的对信号工（0的逼近.对于％*的递推计算表示式为 

cry oo 

v,.k = 2 Sn,-ikVj-\, m = 2 (464 b ) 

m *=—/ = —on 


11. 3 节的评论与扩展 

[1] 假设我们有一时间序列 r , : ^6 Z } 能够认为是信号 1(0 的抽样，即 
x ^ x ( t ). 由式 （460 a ) 我们知道每一个初始尺度序列的每一个元素 I ，。.*都是 •!•（•） 
与念.》(*)的内积.如果对 x (0 的了解仅限于 Z 上的它的值， BP { x , N 那么严格 
地说我们不能够得到 * r (0 的一个多分辨分析，因为我们没有足够的信息来构造 
Vo .». 然而，我们可以使用黎曼 （ Riemarm ) 和来得到近似的抑 

>1 OCV 

Vo,k = f ^ 2 

J — m 一 oo |*B —oc 

实际上，这个算法的初始值常常取 nafve 逼近： ％*=:«:*• Jawerth and Sweldens 
(1994) 指出其他采样过程，包括建议的求积公式，并给出参考文献 . Abry and 
Flandrin (1994) 也给出了初始化效果的例子. 


11.4 尺度函数的两尺度关系 

本节我们探讨一下所谓的对于尺度方程的两尺度关系 • 首先我们注意到••既 
然 VoCV -,, ^(-)6^0, 推出因此我们可以写成 

乡 (/) =工]〈彡 (•） ，多-1" (•) 〉彡一1./⑴ = ^ t 

/■•OO /«—oo 
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其中用到了式 (464 a ) 以得到〈火•），在使用这个式子中，注意? = 
^ o . o ( O ). 因为多从而得到两尺度 关系： 


M = V 2 2 (465 a ) 

这有时也称为两尺度差分方程. 

下面我们研究两尺度关系的一些结论.假设 >(•) 在 a « b 之外的值为0, 
此时我们也称 >(•) 具有 “， 6] 上的有限支撢.我们可以表示这个现实为 

support {#(•)} = ( a ，6]. 因为函数 #(2 z — /) 的支撑 K 间为 ( ,根据 
式 （465 a ) 得到匕只有有限项为非零.因此，两尺度方稈右边的支撑区间为 
d -1) ，|. j ^ 由左右支撑区间相等知，我们必定有 （ a ，6] = ( a — ( f — 】) ， 

音],这推出 “ = - a _ l )， 6=0, 即 #(•) 在区间 (_(L 一 1) ， 0] 之外为 0 . 值得一 

提的是，如果滤波器 Ud 在/#()••••， L — 1时为 0, 那么在/尹 一 L 
-1，…，0时为 0. 所以长度为 l 的尺度滤波器对应于支撑区间（一 a —1)， 
0] 上的尺度函数 #•). 前面我们已经看到了一个简单的例子：哈尔尺度滤波器 
的长度为 L = 2, 式 (460 c ) 哈尔尺度函数的支撑区间为（一1， 0]. 

我们可以利用傅里叶变换借助于得到尺度函数 #(•) 的解.令 

<^(/) = | ^( Oe ~ aKf, dt 
是函数 #(•) 的傅里叶变换.因为 

对式 （465 a ) 两边进行傅里叶变换得到 

*(/) ^*( 2 )= W = 0 ( iPf ^' 

(465b) 


其中 G (.) 是 {1} 的傅里叶变换，即 

oo 

CAf) = 2 

经过《次迭代后得到 


i2*/7 


少 (/) 




G ( r ) 


V 2 


(465 c ) 



当 n - oo 时，我们有 



^+i.o(/> = XI — 2H). (466c) 

1 = 5—00 

练习 [466] 令免 +,(•) 表示纥 + l .0(*) 的傅里叶变换 • 证明 

少 rH (/) = G ( 2 > f )^( f ). < 

例如，从 ）= 2 开始，注意办经过上面结论的三次应用后可得 

屯 （/) = G(4/)G(2/)G(/)^(/) = G(4/)G(2/)G(/)^(0)JX . 

1 V ^ 
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! 构成规范正交函数集的事实配置 6(0 的形式上的一个重要 

约束.由于 #(•)— 少(*)推岀 

帕塞瓦尔定理的两个函数形式（式 38 b ) 告诉我们 

S k ,o — f = [ I 少 (/) | 2 e l 2 s / l d /， 

J —— oo J —oo 

其中九。，如果是 = 0 时是 1 并且在其他情况下为 0. 因此，我们有 

$ k .0 = 交广少 (/)| 2 e ㈣ d/= 2 f Z I 少 (/ + 饥 ） l 2 e—d/ 
m rr«J (2«-n/2 ->/2 

= J ^ 2 /2 ( 2 |4>(/+ w ) | 2 ) e ㈣ d /. 

以上等式表明圆括号内求和的傅里叶逆变换是序列 U *.。}， 而 U *,。} 的傅里 
叶变换在任何频率下都等于1，所以得到 

oo 

2 |^(/+ m )| 2 = 1. (467 a ) 

卿 = 一 oo 

使用式 （465 b ), 我们有 

S W /+-) I 2 = + S I 咐 + f)|K + ?)| 2 ， 

m=_oo m 3 * — 00 

也就是说 

1 1 卞 + f )「 h ， + f ) i 2 = 2 ， 

其中 / = f / 2 . 上面和式的偶数 m 指标部分可以写成 

2 | g (/ + «>| 2 |^(/ + «) I 2 = 1^(/) 1 2 S I 少 (/ + ”)1 2 = 1 以 /)1 2 ， 

其中我们利用了式 (467 a ) 和 G (.) 的周期为1的周期性（即 G (/ + n )= G (/")，对 
所有的整数《均成立）.类似地，和式的奇数 w 指标部分可以写成 

W = —OO 

=卜(/++)| 2 盖卜 (’ + ++ w )「 = |叫’++)| 2 . 

联合得到约束 

| G (/)| 2 + G (/+ y )| 2 = 2. (467 b ) 
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特别地，如果在式中令/=0,就得到 

_)| 2 +| G (士 )|匕2, 

另一方面，式 （466 b ) 告诉我们6(0)=#，从而有结论 

C?( j)= 0 ， (468a) 


该结论将在6节证明是有用的. 

该结论同时让我们能够确定 #(•) 规范化.首先回颐式 (467 a )， 我们可以写成 
1^(/>| 2 + I 少 (/ + 讲>| 2 = 1，因此 I 伞(0)| 2 + 公 | 少(讲）| 2 = 1， 

m •* — « oo 

m^O ai^O 

当 /=0 时； 然而，由下面，我们看到对最后和的所有项都有少 ( m )==0. 

练习 [468a] 令 m 为任一非零整数.用记号 m = f [2) + 1] ,对某个和 
) eZ 并且用式 （465 c ) 证明 

少 ㈤ 叫红 秘 ! E |± i _ ] 2. 


并由此讨论 €>( m ) = 0 . <1 

我们能够得出结论 I 少(0)| 2 ==1，从而必定有0(0) = 士1.为了方便起见，我 
们选择少 (0) = 1. 由此得到规范化 


J < f >( t)dt —少 (0) = 1 

( Daubechies , 1992, p . 175). 所以，式 （466 a ) 可简化为 


少 (/〉 = II 

m- I 


V 2 


(468 b ) 


(468 c ) 


两尺度关系和& 〆 •）的规范正交性同样可以用来证明滤波器以，丨具有单位 
能量以及它的偶数平移的正交性.由以下练习指出(参看练习 [76 b ]). 

练习 [468b] 证明 


2 St gi^zk 



k = 0 i 

其他. 


(468 d ) 





有限能量信号的小波分析 


469 


11.5 尺度函数与尺度滤波器 


本节，我们阐述感兴趣的尺度函数和 •） 与第）层相应尺度滤波器{心(该 
滤波器在 4.6 节中已讨论，其一些主要的性质由表154给出）之间的关系.因为 
gl = g - n 所以第一层的尺度滤波器{沿}有如下的传递函数： 

G(f> 三 2 g^e~ anJI = G (— /). 

/•一 OC / — oo 

在 5. 2节中，我们定义了极大重叠离散小波变换的尺度滤波器它的 
传递函数是乙 （/)= G (/) A /^. 借助于这个传递函数，我们可以将式 （ 4 68 c ) 写为 

] r 

这一结论能使我们在奴…与彳心}之间建立一种关系.我们首先注意 

否 (/) =少(― /) = n 5( 《卜 n 6(4)， 

歸 1 =丨 ' ^ ’ 

对于）很大时成立，其中这个逼近的程度可以用诸如 Daubechies 尺度滤波器（直 

观地，因为 G (0) = 1 和 6(0 是一个对这些滤波器具有所有阶导数的连续函数， 
所以以上是合理的）来 说明. 因此，由式 （169 b ) 有 

杏 (2V ) 免竹 G(2>-/) = f[ 5(27) = G,(/), 

m = l i^O 

其中 (5//) 为 { i ,/} 的传递函数. G , (/) 的离散傅里叶逆变换（式 （35 a ) 是 { l .,}， 
所以如果对上式两边进行离散傅里叶逆变换，并且考虑到■/比较大时的情况，我 
们得到 

D (2，/) e wd / = 二圣 (/') n / 

&士 DW 孩 2,>d/ ' = #( 一 会). 

因此我们得到结论 

2 ； gi.-l = 2 i/2 g-y.w 免 ♦( + )， (469) 

所以，对于大的），第 j 层反时间的等价的尺度滤波器与奴*)有相同的形状. 

为了验证式 （469) 中的逼近，我们需要在网格 Z /2 7 上计算 >(•)• 事实上， 
我们可以使用两尺度方程来计算尺度函数 （在 某一比例常数内通过在网格上递 
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推）.为此，让我们用 D (4) 尺度滤波器为例来说明，我们有（通过式 （75 d )) 

1 + V 3 - _ _ _ 3 +VJ 

1 — " J % 


go = go 


g~2 


g2 


4 V 2 * 
3 一 \/3 


g-i 


gi 


g -3 




4 万 。 -a 4 万 
当 L = 4 时，4(0的支撑为 （一（ L 一 1), 0] = ( — 3, 0]. 由两尺度差分方程（式 
(465 a ))* 我们得到 


>(一3>* 


~g-3 0 0 0 - 


H-sr 

炎(一 2) 

=>/2 

g-l gz g~3 0 


趴 一2) 

多(一1) 

o go g -1 g-z 


彡( _ l ) 

>(0) . 


. 0 0 0 i 0 _ 


>(0). 


从下面一行，我们有? K 0) =7^ X 0)，因为 A 。 关1,这告诉我们4(0>=0.从 


而可以删除最后一行和列，并利用泛-扪，写成 


>( 一 3)_ 



0 

0- 

>(— 3r 


>(-3)' 


多(一 2) 

= V 2 

g \ 

g 2 


《(一 2) 

=Go 

一 2) 

. (470 a ) 



.0 

go 

gl - 

x - l ). 


> (— 1). 



类似地，我们也有 3) = 0( 这与我们假设 — 3在 >(•) 的支撑区间以外相一 


致）.从而我们可以删除第一行和列，得到 




g^ m 

• H - 

- 2) 1 

gi - 

M - 

- l)J 


以上说明向量0( — 2)，扣 一1)] T 是一 2 X 2 矩阵的特征向量（相应特征值为 1). 
因为对于任一常数 c , c [^(-2), _( — l )] T 也是一特征向量，所有我们仅得到在 


某一比例常数下的#(一2)和 以一 1)( 实际应用中，利用 #(•) 必须是积分为1这一 


事实，以后我们可以非常精确地计算这一常数).上面第一行给出了 

彡(一 2 ) = = 1 — VI ， (470 b ) 

彡(一 1) 1一 gz 1 + V ^" 

因为 >(一3)=0,从而也就固定了 0( —3), ^(-2), A —1)] T 的相关元素大小. 
假设现在我们在每个整数一3， 一2, —1 上都增加 0.5( 二进制中表示为 .1) 来估 
计 ★(•) 在这些点上的值.如果我们再一次使用两尺度方程，就得到 

— . 广 /X T __ i ✓ ^ \ — r-A / O \ — » 


•H — 2.5)" 
1.5) 

= >/2 

•gi g3 0 ' 

go g\ g2 

>( 一 3)_ 
— 2) 

= G , 

— 3)" 

— 2) 

.^(-0.5). 


_0 0 g 0 _ 

jK 一 D - 


.炎 (一 1)_ 


即由在整数点的值，得到两整数之间的值.现在假设我们在每个整数元素一 3 , 
— 2, — 1上都增加 0.25( 二进制中表示为 0.01) 来估计 >(•) 在这些点上 的值两 


尺度方程给出 


- H ~ 2. 75)- 


寸(一 2.5)* 


'^(一 3)' 

必(一 1. 75) 

= Go 

今 (一1.5) 

= G 0 Gi 

彡( _ 2) 

0. 75). 


■令(一 0. 5) - 


— 1 )_ 
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图471第 j 层等效的 D (4> 尺度滤波器 } (左边一列）和 D (4) 尺度函数 #•) 在网格+，/= 

_3*2、…， -1. 0( 右边一列），;= 2, 4, 6, 8( 从上到下）上的估计值.对给定的 
j , 两组图像均由 3* P + 1 段直线段连接而成.右边一列从上到下分别表示的是函数 
炎（•〉在 一 3 到 f = s 0 之间以步长为0.25， 0.062 5， 0.015 625， 0.003 906 25的图 
像.左边一列中，滤波器表示了式 (469) 的近似，它的稱确度随笤 > 的增大而增离 

类似地，如果在每个整数元素上增加 0.75( 二进制中表示为 0.11). 两尺度方程 
现在给出 


2. 25)- 


' U - 2.5)- 


pjH — 3) _ 

^(-1.25) 

= Gi 

今 (一1.5) 

= G \ G ] 

|^(-2) 

>(一0, 25). 


>(-0.5). 




注意数量的二进制表示（添加整数位）告诉我们如何使用矩阵 G 。和 G » 的下标序 
列.例如，如果我们增加 0. 625( 二进制中表示为 0. 101)，就使用 GGoG , 左乘向 
量 0( — 3), 和一 2), 多(一 1 )] T 来得到 0(-2. 375)， M -1. 375), 375) ] T 

(更多递推格式的讨论参见 Stran g and Nguy en ， 1996 ， P - 196) - 

作为例子，图 47 i 右列从上到下显示了序列{<会) -1, o } 

中的 ； = 2, 4, 6, 8. 最上面的曲线是对 WO 的以 0. 25为步长的从 一3 到0的 
估计值，最下面的曲线是步长为 0.003 906 25. 随着步长的减小，图像曲线慢慢 
的汇聚于 D (4) 尺度函数特有的“鲨鱼鳍” 形状. 左边一列显示了与/ = 3 • 2%…， 
1，0相应的仏 ./ 的图像（对于 j ==2, 4，6，8在图 98 a 中的左边一列也以相反的 
顺序同样给出 了）. 注意在） = 2和4时，左边曲线与右边曲线存在着视觉上的差 
别，在 ）= 6 和8时这种差别更大，这正好验证了式(469>的逼近程度. 
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n . 5节的评论与扩展 

[1] 因为具有宽度 M =-(2' — 1)( L —1) + 1， 我们知道仏.,=0，对于 
Z <0 和/>(汐一 1)( L -1) 成立.当）很大时，由式 （469) 有2" 2 仏. 

d ); 然而一会 ( 2 ) — i ) a - i ) — a — 1)+¥, 对于很大的』•，这刚好 

大于一 （ L - i ). 由此论证能够得出结论 <(•) 在 （一 a — 1)， 0] 之外为 o . 
式 （460 c ) 定义的哈尔尺度函数有奴一 1) = 0( —(L — 1)) = 0 和4(0) = 1 ;另一方 
面，对 D (4) 尺度函数，使用两尺度关系，有 V — 3〉=<(一一 1)) = 0 而 4(0) = 
0. 因此，一个有用的通用表达为 support { sKO } 匚（一 a —1), 0]，这允许我们 
处理 #(0) = 1 与 #(0)=0 的可能性（比较 Daubechies , 1992，第6 章〉. 

11.6 小波函数和细节空间 

假设％，形成一个多分辨分析（在 11.2 节最后已定义），所以特别 
地， V 0 CV _,. 令 WedV -, 是 V 。在中的正 交补； 即如果 9 (*> eW 。， 那么 
〆 •）€▽— , 但 〆 •：) 与所有函数 ar ( OeV a 正交， 

= 0 . 

然后可以定义 

v_, = v 0 ㊉ , 

即空间称为 V 。和 W 。 的直接和， 其意思是中的任一元素能够表示为两个相 
互正交元素之和， 一个厲 T v 0 , 另一个属于 W 。. 一般地， R 匚 V ,_,， 且 
是 V ,在 K 1中的正交补，所以有％=%^©%+,,由以上迭代我们得到 

v, = ㊉ wv 2 ㊉…. 

子空间称为对尺度 r > = 2 >_1 的细节空间.％和的嵌套如图 473 a 所示. 

作为例子，在图 473 b 中，从左到右依次显示的是基于哈尔尺度函数在子空间 
和 Vl H / 中的一个函数.回想一下，所有 V 5 H> 中的函数在区间々一 1</< 

k , &6 Z 上都为 常数； 另一方面，所有 vlw 中的函数在区间 々 ez 上 
都为常数.要使函数 〆 •） 在 v ( JV 同时与中的所有函数正交，在区间¥< 

亡 和为偶数）上这两组值之和为 o . 这在图 473 b 的中间图像 

中已表明，其中 〆 •） 的值表示偏离0的程度，区间 々一 l < i < 灸用竖直的点线来 
给出. 事实上，如果将图 473 b 中左边和中间的图像求和，则得到右边的图像. 
让我们定义小 波函数 0(*)为 

<30 

0( r ) 三 #5] 0(2/ — /)，其中& = (― 1)* g)-i-L， 


(472) 
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ffl 473 a 韦恩图阐明了子空间 V ,和 W , 的嵌套.有五段圆弧从基线 发出. 每段圆弧的末端有 
一段直线，连接到左边较低 角点. 由给定弧和从弧的末靖发射的两条直线所围成的 
面积表示一个近似空间 V ,.这最大面积的整个图表示 V - p 而最小面积的图像表示 
W (注意按要求阴影部分表示细节空间 W — 注意 W 0 (Z 
V_ lt W . CVo , W 2 CV ,, W 3 CV :( 因为写不下，所以 W 3 没有标 出）. 同时注意 
VoCZV -,* WoCV -!, 因为 Vd 同时还包含 w 。 和 V 。之内的函数的线性组合—这 
种组合不一定要同时在 V 。和 W 。 中，可以在 V 。和 W 。 之外的空间中，在图中以镰刀 
状 的阁形 表示，并标以 V -,，所以最后注意因为所有的空间都包括 
零函败，所以所有的 V ,和 W , 都相交于一点（左下角的交点） 



图 473 b 在空间 V 严，讲严和 WV 中的函数举例.注意当 V 严 空间中的函数在区间 

A], *ez, 中为常数时，则在这一区间中，中的函数的积分为零（这些区间的 
端点在中间图像显示垂直点线显示〉.在 VT ? 中的函数亊实上由另外两个图像中由 
点法则相加形成 
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(注意这一定义与式 (465 a ) 中关于 >(•) 的两尺度关系之间的相似性）.序列是 
相应于{仏丨的正 交镜像滤波器 （ QMF ); 正交镜像滤波器的定义隐含，假设 

在区间一（厂一1)</<0之外等于0，因此 （&} 在区间 一 a —1)</<0之外 
也等于 0. 因此，从 一 oo 到 oo 的求和在数学计算方面很方便解释且与 
式 （465 a )— 致，但是在实际应用中，取 b = 0, />0和 /<_ L . 正交镜像滤波器 
的定义保证 &-,=&• 

考虑到支撑区间 support {^( OJCZC -( L -1), 0], 式 （472) 意味着当 
一（乙一1)<2/ —/<0时，0(/) = 0.我们也有在区间一 （ L — 1)</<0之外有 
{匕三（一为 0. 因此，两约束相加除以2后求得，当 f 不属于 
一 （ L — 1)<0<0时 〆 £) = ()，所以有 support { 〆 .）} CZ ( —( L —1) , 0]，对炎 （•） 也 
一样. 

带有 


<¥_ k 

_ 

我们要求: 构成细节空间 W 。 的一个规范正 交基. 为此，我们先 

证明，对所有的 m ， 有‘ „(•) 丄尺 〆 •>，其中丄表示“正交于”，即 

»^0. n (*)) = [ 办， w (’） 多。•”（’）山= 0. 

J —oo 

这一结论可从的规范正交性和式 （465 a ) 以及 （472) 得出，因为我们有 


, j,k e z, 


fpj . k ( t ) 


00.* (吾) 




0 b . m ⑴多。，”⑴山 =hi g /+2 m -2 n =0. 

J 卜一 OO 

练习 [474a] 补充上面等式的推导细节. <3 

因为 < 〆 •） 构成 V 。 的一个基底，由此得出 办,„(0 与 V 。 中的所有函数正交. 


另外，式 (4 U ) 中 〆 •） 的定义可以写成 


•po.m^O = hi4>-\,i Ct _ m ) ， 

/• 一 OO 

这表明由于 0 d .»«(*) 与 V 。中的所有函数正交，且属于 V -,，所以 
我们必有如.„(.)€讲。对所有的 mez 成立. 

练习 [474b] 使用 〆 •） 的定义， UO 的规范正交性和由式 （468 d ) 给出的 

Ud 的偶数平移的正交性，证明办.“ •） 是规范正交的 • < 

最后一步需要建立办, 》•(•> 构成的一个规范正交基，这是练习 [11. 2] 的主 
题.因此，像 V ,的基函数是尺度函数 #(•) 的伸缩平移一样， W , 的基函数是小波 
函数 〆 •） 的伸缩平移. 




有限能责信号的小波分析 


475 



图475哈尔小波函数夕 H UO 与相应的细节空间.中间一行的前三个显示的是哈尔细节空间 
识^的三个基函数，即从左到右， # H > (0 和此 V ( o . 这行最右边的图像是 
中的一个函数的例子.上排和下排分别显示了与哈尔细节空间 wr 和相应 
的图像（图461显示了相应的哈尔尺度函数和逼近空间） 

小波函数的一个最简单的例子是哈 尔小波 函數，其定义 如下： 

广⑴三气 —(2,-0=4 - 

一 1 ， —\<,t 1/2 ； 

=^ 1 , - 1 / 2 <^< 0 , ( 475 ) 

0， 其他. 

由于正交镜像滤波器关系产生尺- ^ o = i -, = l / V 2 和厂= 
0(/^0 或_1)(注意这一定义与式 （2 c ) 中定义的不同）.图475显示了哈尔小波基 
函数，从上到下依次对于子空间从严，的，以及每一个子空间的一 
个函数实例（比较图461的哈尔尺度函 数）. 

因为 ^ i .^ coev ,, 且由于中所有函数都与％中的函数正交， 
我们有 &*(•) 丄 U *)， 对所有々， m 6 Z 成立，进而因为 

V。= V:㊉ W 2 ㊉ ， 

则有 &*(•) 丄办.《(•)，鈦 *(•) 丄办 .“ •） 以及办,*(，）丄办.《(•)，对所有々，讲 
成立. 一般地，七.*(*)丄0/,«(*)，），是，入且使办, *(•) 丄办.，（•）， 
对于所有），是，/, mez 使 j •关/以及 A .*(0 丄也,„(•)，对于 所有乃 A ， rn^Z 
使 k 參 m . 

和之间的正交镜像滤波器关系可以用于建立如下结果. 
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练习 [476] 证明丨的傅里叶变换由下式 给出： 

H (/) — e i 2 " /( L - n G * (/-+)=— 严 卜” G (+- /)• (476 a ) 


由式 (468 a ) 和 （476 a ) 以及 6(0 的单位周期性产生 

H (0) = = 0. (476 b ) 

t ■ — oo 

另外，令氺 (•） 表示 〆 •） 的傅里叶变换.用类似式 （465 a ) 到 （465 b ) 导出的论证， 
对式 （472) 两边进行傅里叶变换得到 


因此 H (0)=0 意味着 


少 (/) = 


({) 




({) 


V 2 


(476 c ) 


^(0) = = 0. 

( Daubechies , 1992, 2. 4节）.简单地讲，以上的意思就是说小波函数看起来像 
一个“小的 波”； 因为平(0>==0,小波函数在频率为零的时候没有能量.因此，像 
尺度函数-样，小波函数 〆 •） 具 有单位 范数，但是与尺度函数不同的是，它的 
积分为零.将式 (465 b ) 代入式 (476 c )， 回忆少 (0) = 1 我们有 


少 (/) = 


n ({) jr G (^) 

n Lh V2 


(476 d ) 


11.7 小波函数与小波滤波器 

在小波函数 0(0 与第 J •层等价小波滤波器之间，存在类似于我们在 
11. 5节中讲的尺度函数与滤波器之间的关系.因为心 e / T - M 我们知道 H (/)== 
H ( — /). 因为极大重叠离散小波变换小波滤波器是&三纪/〜尽(参见 5.2 节），它 
的传递函数由 H (/) eH ( PA ^ 给出. 因此，式 (476 心给出 

从而. 对于大的）， 

^(/>=乎 (-/) =符 (*) nq 丢)々 h ( 2") n ^(^)* 

因此，由式 （169 b ) 

W /) 勿 H(2^/)n 5(2—/) = HC2>- , /)II G(27> = H>C/), 

m -2 ^=0 
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其中是彳的传递函数.对于大的），由离散傅里叶逆变换产生 

h,.t ^ J f ^(2 y /)e i2,,// d/s» — 卜各 ) • 

所以对于大的）， 

2^ j,-i = 2' 2 hj,-i 0^2? ) * (477a) 

因此第 ./ 层等价小波滤波器的时间逆将与 0(0 有近似的图形. 

现在，让我们转到利用式 (472) 的递推来计算 #(•). 举一个特殊的例子，利 
用式 （59 a ) 定义的小波滤波器来再一次考虑 D (4) 的设计.由式 （472) 以及用/»,= 


得到 



tp ( — 3)' 


■fh 

0 

0 

°l 


X - 3)1 


0(-2) 

= V 2 

hi 


h , 

0 


^(-2) ! 


(p (— 1 ) 

0 

h n 


hi 


彡(一 1) 


>(0)- 


.0 

0 

0 

ho _ 


>(0) . 

因为我们知道^(-3)-^(0)= 

:0, 

由此得出 0( 

— 

3) = 0(0) 


第一列和最后一行最后一列得到 


>( 一 2)- 

r^Vhi hjl 

— K p> 


_ 必 (—1 ) ■ 

—V ^ 

•h h\- 

-H— D- 


由此我们可以得出比率 


删除第一行， 


( 477 b ) 


必一_ 2 2 =_ (477 c ) 

0( — 1) 1 — ^3 

及 !>(— 3)，0( — 2)， 0( — 1)] T 的元素的枏对值（比率的验证是练习[〗1.3]的主 
题）.类似于式 （470 a )， 我们可以写 


0(-3)- 


~h 3 0 0 - 

3Y 



0( 一 2) 

(— 1)- 

4 

h i hz hy 

-0 h 0 h x . 

多(一 2) 

= H 0 

彡 (一 2) 

M— 1)- 


现在假设对整数一3，一2， 一 1分别增加 0.5( 二进制表示为.01)，在这些点上估 
计 #•) 的值.再一次利用式 (472) 得 


- 0( — 2* 5) 


-h 2 h, 0 - 

>(-3) 


• 炎 (一 3)' 

0(-1.5) 
jp ( — 0. 5)_ 

4 

An h\ hi 

-0 0 h 0 _ 

彡 (一 2) 

jf>(— 1). 

=H' 

— 2) 

x-l) - 


如果对整数一 3, —2, —1 分别增加 0.25( 二进制表示为0.01)，在这些点上估计 


〆 •）的值.式 （472) 给出 


*0(- 

-2. 75)- 

^( - 2.5)- 

r ^(-3)- 

( p (— 

-1.75) 

~ Ho I 1.5) 

= U 0 Gx 卜(- 2) 

(- 

-0.75). 

U (— 0.5). 

1^( - 1). 
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图478第 j 阶等价的 D (4) 小波滤波器(左边-列）和 D (4) 小波函数 #•) 在网格_■， 

/=_ 3 .2>, 一1, 0 ( 右边一列 ）， > = 2, 4, 6, 8 ( 从上到下）上的估计值.详细 

的布局参见图471的类似的说明 


类似地，如果对整数一3，一2, — 1分别增加 0.75( 二进制表示为0.11)，在这 
些点上估计 #•) 的值.我们得到 


•0( - 2. 25)' 


-^(-2.5)- 



4(— 1. 25〉 

=\ 

^(-1.5) 

= H.G, 

參 (一2) 

j // C ~ 0. 25). 


JK - 0.5). 


J > (— 1). 


二进制数的整数位增加的表示形式再一次告诉我们使用矩阵序列.例如，如果增 
加 0.625( 二进制表示为 0.101), 则用乘以向量 [X — 3)，奴一2)， 
炎(一 1)] T . 最后一个矩阵乘法是所以之前将插人矩阵 

作为例子，图478右边一列显示序列{沁会)：卜 一3 • 2>，…，一1，0丨（从 

上到下）对于 J = 2， 4，6，8,左边一列显示了与纟= 3 • 2)， …， 1，0相应的 A ，，, 
的图像 ( j =2， 4，6的曲线在图 98 a 的右边一列逆序显 示）. 随着 j 的增大’同一 
行的图像之间的视觉差异逐渐消失，由此验证式 （477 a ) 的逼近程度. 


11. 8有限能置信号的多分辨分析 


在 11.3 节中，我们考虑通过向子空间上投影获得的 〜（•） 来逼近 
信号 X (.)6 V 0 . 这里我们通过证明在 ：《：(•) 与投影〜 （•） 之间的差别能够表示 
为在细节子空间 W ,, Wj- lt — , \^上的投影来展开我们的 讨论. 信号工（《)€ 




有限能量信号的小波分析 


479 


够分解为它在 V ,和上的分量给出和的形式（多分辨分 析）： 
x ( t ) = 5 j ( r ) 4 - d x ( r ), 

其中 〜（•） 和 d ,(_) 分别为信号 •!（•） 包含在％和上的 部分. 信号 〜（•） 是 
x (0 在子空间％的投影，由式 (462 b ) 给出，同样地，信号4(«)是 WO 在子空 
间的投影.因为 { 必, 〆 •）} 形成的一个规范正交基，我们有 

山 ⑴= U ⑴，其中斯.* 三 <:«:(•) ，办.*(.)〉. （479 a ) 

这里 4(0 表示 x (0 由粗糙的逼近 〜（•> 失掉的 细节， w ,.* 称为的小 波系 
数.使用式 (463 a ) 改进的平行结论，我们有 


J: [ J:。. 九⑴] 


dt 


* r 。 

2 v 。." 

»•« — OO ^ "" 


72 


=^ ^0,«(^0.-,-2*(*) t ^ i . oC *)). (479 b ) 

w ，_oo 

练习 [479] 证明〈參。 . W -2*(*)，01 .o ( • ) ) = A m -2* » 其中是相应于<匕丨的 
正交镜像滤波器.另外，证明 • 

〈 ( •) ，办 + 1 .* ( • 〉〉 = 〈分 0 .«-找 （• 〉，办 .0 ( • )〉 = hm ~ 2k (479 c ) 


对于所有的） 成立. 
我们注意 


hi — <^0./(O »01.o(*)> 


[ — /) 

J —oo 


All 

V 2 


di . 


<j 


(479 d ) 


作为例子，让我们计算对于式 (460 c ) 和 （475) 的小波尺度 # H > (0 和小波函数 
0 < m ( O 的 A /}. 因为 





I — 1 <i t I ; 
其他， • 


— 1, —2<.t 1; 

广 ( + )= 如， -1 <r <0； 

lo , 其他. 


由式 （479 d ) 得到 



-1 " V < H , ( f - /)ck (， 一 /)dr 


— 1/ - s /2» 

1/万， 

0, 


l =— 1; 
/ = 0； 
其他. 
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因为 h 戶 h — p 我们得到 

l/y/2 f I = Of 

h i = 1-1/V2t / = 1 ； 

0， 其他. 

这与 4. 2 节中引人的哈尔小波滤波器{心丨的定义一致. 

由式 （479 b ) 和练习 [479] 的第一部分，我们有 

= 2 ^m-zkVo.n, — 2 htVo.zk-i * (480a) 

m «■ —**» /■—>. 

其中我们使用心且令 / = 这个式与 （463 a ) 的％.*非常类似.像 

{%. 4 }是正确的一样，在情况下，序列 { tt ，,.*} 由对输出滤波器的（因子 2) 下采 
样产生. 

因为 .、,（ oew = v 2 ® w 2 , 我们可以在\^ 2 和研 2 里将它分解得到 

^e> 

Si(t) — «2 (^) ^2 (?) ♦ dzi.t') = 加 2 .*# 2 .* ( 丈）， 

其中;-2层的小波系数由下式 给出： 

U »2,* = <5 i (*),02.*(«)>. 

使用式 （462 b ) 中对 〜（•） 的展式，我们有 

1V 2 .t= < 2 功, "U. 〉， 02 .*(*)〉 

OC* 

= 2 ，必 2 .*(.〉〉 

WI = —oo 

ex> oo 

= 2 h m -nv Um — 2 h,v^. 2k -i> (480b) 

其中我们用到式 (497 c ) 当 j == l 时的结果. 

用类似的方法，我们可以将 ^ ㊉ ％分解到 K 和 W , 中的分 

量得到 

Sj-iU) = SjCt) +^ 7 (/)* c /, ⑴三 L ， （ 480c) 

k-*' — » 

其中）层的小波系数由 F 式 给出： 

= < Vj (•) ，也. *(• 〉〉• 

对 U5.* 的表达式进行递推得到 

oc ao 

W ht = h m ..2tVj-um = 2 h t Vj~i,2i-l 


(480 d ) 
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(参见式 (464 b ) 中的 

在第 ） 步，我们可以写成 

x ( t )= Si ( t ) di it ) 

= 5 2 ( f ) + 禹⑴ +4 ( r ) 

== Sj ( t )-\- JjU ) H - (481 a ) 

一个多分辨分析反映这样一个事实 

Vo = V , © W , ㊉…㊉ WV 

这个结果自然地导出重要的 结果： V ,上的投影等于： r (_) 在％上的投 
影，巧- 〆 •）在 W , 的投影等于0*(0在\^上的投影.下面的练习可以清楚地说明 
这个结论. 

练习 [481] 证明， v 2 . t 和 u ； 2 .* 的表达式由下式给出： 

V 2 ,k = <j( * ) i^2.* ( * ) > ♦ IVi.k ^ 〈：《： (•) ，办 .*(• >>• 

推广这个结果，证明 

Vj.k ― (jt( •) ^>.*( •)) , Ufj.k = ( j :(-) »^.*( •)). < 

借助于尺度和小波系数，式 （481 a ) 中 1 (*)的表达式能够明确地写为 

- J ° 

x (/> = 2 %.為 .* ⑴ + 22 (481 b ) 

k /»)*=• — «> 

在上式表达式中夂*(.)和也*(.)的规范正交性容易得出帕塞瓦尔定理的如下 
形式： 

[ x 2 it)dt = 2 S S ^** (481 c ) 

现在假设对某个 ：《：(• )6 即我们没有必要像前面 
那样假设 x (.) ev 。， 所以现在认为 X (.) 具有尺度 A , n =2 〜而不是单位尺度 .一 
个类似上述的扩展显示，对任一的）>介，我们有 

扣 > 

j ;(，） = \(，）+<(，）+ … + rf v+1 ⑴ = X ) %.入* (/) + 2 2叫冰 〆 ”’ 

k : 於一 

(481 d ) 

从而式 （481 c ) 变为 

[ T 2 ( r ) d / = 2 W .* + 2 

J ~ >•-= — .*» /=-> 0 r \ k ^ — ^ 
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图482 函数 r (06 V < iV (左上角图）的多分辨分析，得到三个逼近，即 
io < oevs H \ ii (*> ev{ H, ip S 2 (*〉 ev 产（如图上排从左到右）以及 
相应的细节 </«(•) 4 ( yew 严和（下排从左 
到右） 


作为例子，图482说明了“半尺度”函数 0：( O € V^V 的多分辨分析直到尺度 
A ? = 4. 

在式 (481 d ) 中，因为我们考虑 dOeVhCLVR )， 所以对/求和后是有限 
的.我们仍然假设仅仅知道 . r (0€ L 2 ( R ). 

练习 [ 482 ] 证明，对任一给定的 j ， 

v , © w , © w ,-,-" = U V , = L 2 ( R ). < 

HI 

由上式可得非 齐次小波展开 

On ■/ 的 

xu ) = y] 

kwM /«r 一 *K: 裊暫 — OC 


我们也可以证明 

@ W { = LHR ), 

产 生仅根据小波函数的 齐次小波展开 

x ( t ) = ^ 2叫 .*〜* ⑴ • 

一 Of : 秦 Sc —oo 

最后，我们注意到，给定 > 层的尺度和小波系数，使用式 （480 c )， 我们可以 
重构 ）一1 层的尺度系数 

v ) -i, k = {.<,-1 (•) 


= (sj (•)-(- dj {*) ，於广 i .*(*)〉 
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=“（•），“（•）> + <<(•)，“（•）> 

CKi » 

— X ] %.»〈&«(•)， 《厂 】.*(•)〉+ 2 w y .«- (0>.» ( * ^ ^^ ) 

«*»—to iw = 一怎 

MO OO 

= 2 4 - 2 h k - 2 m U) )%m , (483 a ) 

m ■* —cyj m 4 * —oo 

其中在得出最后等式时我们用到了练习 [464] 和 [479] 的结果.注意在最后一行第 
—部分求和时不能表示为滤波彳 ％，„ 丨，因为当 々为偶 数时，求和只用到了 
{ g m } 的偶数角标部分的值，而当是为奇数时， 求和只 用到了以„丨的奇数角标部 
分的值（对包括求和类似的结论也成立). 

11.9 消失矩 

令表示小波函数 〆 *)的所 阶矩： 

J \ f m = J t m ip ( t ) dt . (483 b ) 

本节，我们探讨 r 阶消失矩对 #(•) 的影响， r 阶消失矩的意思是#*=0,对 
;« = 0, 1 ,…， r _ l 成立，其中 r 为一正整数.消失矩的意义源于如下事实（在 
评论与扩展第 [1] 条中简单讨 论〉， 如果 0(0 和它的 r - 1 次微分处处连续且满足 
某个有界性条件，则 〆 •）有 r 阶消失矩. 0(0 的连续性和足够阶可微性帮助消 
除了信号分析中由于小波函数本身的人为误差^—通俗地说， #•) 的消失矩的阶 
越高，从一个逼近空间到另一个逼近空间的转换越光滑.现在，只是如果0(*)有 
r 阶消失矩，且 0(0 和它的 r —1 阶导数都连续.这就是 Daubechies (1993) 将消 
失矩条件合并到他的滤波器设计中的动机，像在本节讨论的.值得注意的是，具 
有 r 阶消失矩的小波 0(0 不保证有 r — 1阶连续导数，即“当且仅当”不成立，仅 
仅是“仅当”（我们转到评论与扩展第「2]条）. 

加在 ☆(•) 的消失矩条件相当于加在它的傅里叶变换少 （•） 的条件.如果令 
少^(.)表示少 (•） 的第 m 阶导数，那么我们有 

= C-i27t) m | t m ip(t)e 

由此可以看出 AL = 0 意味着 (0)-0 ；即加在々（•）消失矩条件意味着 
〆 •）的傅里叶变换及其一定阶的导数在频率为 0 的时候等于 0. 

消失矩条件同时也隐含 H (0 上的某个条件，这是在式 （472) 中用来定义 

〆 •）的 序列彳 t } 的傅里叶变换.为此，对式 ( 476 cK 式 （02) 中频域>进行微分得 

沪 "(/) = 響叫 {). 

因为 H (0)=0 ( 参见式 （476 b )) 和因为少 (0) = 1 (参见式 （468 b ))， 我们可以看到 
沪 "（0) = 0 意味着 H (,) (0)=0. 
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练习 [ 484 ] 通过证明，对任意的 /» = 0，1,…， r -1, 少 ^(0)=0 意味着 
H < m , (0)=0, 来推广上述结论. <, 

因此，如果 〆 •）有 r •阶消失矩，则对任意的 m = 0, 1,…， r~U H < m > (0) = 
0. 由于 

H <m> (0) = (- \2n) m 2 l m h , » 

卜 : —30 

所以 ⑺有 r 消失矩意味着序列 { t } 也有 r 阶离散的消失矩. 

现在是相应于 丨 的正交镜像滤波器，所以通过式 （476 a ), 加在 
H (_) 的条件变为加在 6(0 的条件.首先注意 

+ G (0) = V 2» H (0) 0 

(使用式 (466 b ) 和式 U 76 b 〉， 并且回忆起 L 为偶数）.对式 （476 a ) 的左右两端进 
行微分，并且令/=0,我们得到 

H (,, (0) =-i 27 r(L- 1)G( j)+G u> (y)= G (,) ( + )， 

所以条件 H u > (0)=0 意味着 G <n ( + )=0. 进而微分显示，对于 m = 0, 1 ，…， 
r — 1, H <m, (0)=0 意味着对于 m = 0， 1，…， r~U G (tn} ( y ) = 0. 因此， 

〆 •） 有 r 阶消失矩也意味着对任意的讲=0, 1，…， r — 1， G < ro ， ( y )=0. 

对于复值变量 h 让我们定义 

GCz ) ^ ^ gi ^~' * 

这称为序列彳斤/ } 的 2 变换 （Oppenheim and Schafer ， 1989， p . 149). 如果令 
巧， 我们得到 

G ( e lU, ) - 2 le 娜 ； G (/), 

i 

即 丨 的傅里叶变换（实值变量 / 的函 数）. 回顾一下对4(*)和^(*)在区间 
(一 a —1>, 0] 的有限支撑相当于仄]和在一 （ l — i )</< o 之外为零.所 
以， 5(0 是: r 非负指数的 L 一1次多项式，我们可以写成 

5(«) = 2] 士2 _/ =云- 《卜 " n (z "~ %)， （ 484) 

/--(/.-I) 卜 .1 

其中 A 是多项式 5(0 除以后的第/个根（假定我们能够取 ir-a 1,^0 ). 
因为 

G(/) = G(e^) = jf(e , 2 " f -z t ) t 
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由 e B <, 我们可以将 5(0 视为 L —1 次三角多 项式. 

假设 〆 •）有 r 阶消失矩，从而当 m = 0, 1，…， r -1 时有 ( y ) = 0. 

由于 G < m > (去 )= G m > ( e ，”）=^ <m ，（一 1)，由此得到 5 (m> ( —1) = 0. 我们认为加在 

5(0 的导数上的这个条件意味着5(*)的 r 个根，计为 ^，…， A ， 都等于 一1. 
为此，我们在 z =~\ 处对 5(0 进行泰勒 （ Taylor ) 展开得（利用对所有的 I 多 L , 
& a > ( z )=0, 因为5(，）是 L -1 次多项式这一事实） 

GU) = S ⑺ (-1) 

卜‘、 I * l: r I • 

= ( g + l)s ( g + 1)/ ~>>(- l ). 

/=r 【 • 

与式 (484) 联合产生 

L —通 

GCz) = g-iL-D (« + 1 ) r |j[ (« — «/). (485 a ) 

/， r，l 

给出上式在频域中等价于 

/p i2«/ I 1 \ r 

G(/) = G(e aK/ ) = g- tl .-vie atJ -\-ir ][ (e^-z/) = ( ― ^ — ) Q(/>» 

(485 b ) 

其中 

Q(f) = 2 r g- {L -i) IT ( e 12 " —z,). 

注意到闵为 6(0)=#, 则还必有 <3(0)=斤.另外，因为 A 关一 1，对于 / = r + 
】，•••，/.- I 成立，我们知道 Q ( y )^0. 很容易看到 Q (*) 是有单位周期的 
L ~ r — 1次的三角多项式. 

构造有有限支撑的小波的关键是式 （485 b >. 定义&(/)三 | G (/)| 2 是平方增 
益函数，使 

Q(f) ~ C ~ |Q(/> I 2 = cos 2 r (rc/) Q(/)» 

其中 Q (/) e | Q (/)| 2 . 

练习 [ 485 ] 证明，因为序列是实 值的. 所以 G (/) 和 Q (/) 都是 
cos (2 tt /) 的多项式. < 

因为 cos ( 27t /) = l —2 sin 2 ( jc /)， 我们可以将 Q (/) 写成 sin 2 ( tt /) 的多项式， 

因此 

^(/) = cos 2r (ir/) ^(sinHjr/)) » 
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其中 P (0 是待定多项式.借助于 C ?(0, 式 (467 b ) 的正交性条件可以写成 

d(f) + d(f~hj)= 2 , 

即 

cos 2 r ( xc /) V ( sin 2 (7 c /) ) + sin 2r ( nf ) PC cos 2 ( re /)) = 2 

或者 

(1 — y) r V (, y ) -h y T Vi \ — y ) = 2, 

对任意的3^[0， 1] 成立. Daubechies (1992, 命题 6. 12， p . 171) 证明了 P (*) 
必须有如下 形式： 

V ( y ) - 2 \ v r dy )+ y r 

其中 

^ jr - 1 + 是、 

^(•)是一奇次多项式且选得使: ye [0, 1] 时 P (: y 〉>0. 由此， Q («) 的形式完全 
知道了，但是，为了用式 (485 b ) 来得到滤波器 &,}, 我们实际上需要知道 Q (/) 
的“平方根” Q (/)， 求 Q (/) = P ( sin 2 ( jt /)) 的“平方根”在数学中叫请分解. 

Daubechies (1988) 选择尺（>0三0构造了一族尺度滤波器.： P (•) 三2 (•) 且 

平方增益函数为 

^(/) = 2 cos Zr ( jr /) 2 ( r ^^) sin 2 *(? r /). (486) 

这与式 （105 a ) 取 r =| 时是恒等的.在下节，我们取 L = 2, 4, 6和8来对匕面 

的谱分解进行讨论. 

11 . 9 节的评论与扩展 

[1] 令 C " 表示使 y << n (0, y (1> (，）， …， 〆 “（•）处处连续的 /(•) 函数集，其中 
y m (，） 表示 /(•) 的第 A 阶导数(定义 〆 °>(0= y ( o ). 令 〆 •） 是一个函数，使得 
{‘ 〆 •）： 々 ez } 构成 L 2 ( R ) 中函数的一个规范正交基（如果0(*)为一小波函数， 
这能满足）. Daubechies (1992， 推论5.5.2， p . 154) 证 明了： 如果 〆 OeC - *， 
且如果 〆 “（•）对于 k ^ r - l 是有界的，并且如果 

|0(/)|< (1 + … 广‘， 

其中 （ •是—常数，且£>0,则 #(•) 具有 r •阶消失矩（即在式 （483b) 中，讲= 0, 
1，…， r_l 时都有 jV* m =0). 

[2] 尺度和小波函数的光滑性的种度 M 通过它们所谓的正则性给出，我们 
可以通过利普希茨 （ Lipschitz ) (或者赫尔德 （ Hdlded 条件）定义.如果对任意的 h 
/'6 R 有 
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| 7(0 — + |< c \ t f \ p , 

则称函数 /(•) 有沒阶 Lipschitz 正则阶，其中0<%1， t 是一常数（实际中.认 
为 〆 很小).由 /(•) 的；2阶导数代替 /(•) 可以得到高阶的正则性这样 
定义 a 阶 Holder 空间介于 C 和 C ” +1 之间（回顾 C ” 表示 /(•) 函数集使得 /(•) 和 
它的1到《阶导数都处处连续）.在 a 阶 Holder 空间中的函数称为是 a 阶（赫尔 
德）正则. 

Rioul (1992) 估计了对厂= 4，6和8时 D ( L ), W •) 和 0(•) 函数的赫尔德正 
则性，分别 如下： 

^(•),^(0 e c °. ss00 ， 即多(•）, 〆 •) e c°m 
^(.), 0(0 e c , 0878 , 即炎 （•）， 〆•）e c 1 , ^ c 2 , 

#•), 〆 •）€ c 16,79 , 即分 (•）， 〆•）e c 1 , e c 2 , 

其中，例如 D (4)，>(•) 和 #•) 函数连续，因此属于 c 0 , 但是它们不属于 cv 即 
它们没有连续导数）.注意既然0(_)是4(2«)的平移的有限线性组合，所以认为 
多 （•） 和 0(0 有相同的正则阶是合理的. 

对于比较大的 L 的 D ( L ) 族， Daubechies (1992) 发现近似地有 
多 (.），0(.) e C L/, ° ,即歛•）， 〆 •）€ C '\ 

因此大约80%的零矩量是“没用”的，即同样的正则性理论上只有 L /10 消失矩可 
以 得到. 这意味着 〆 •）有 r 阶消失矩不能保证有 
[3] 回想0(0有 r 阶消失矩意味着 

G <w) (y)= G (m) 卜 +)= 0,m = 0, …, 1; 

由于 G (/) = G ( —/)，所以有对于彳幻丨的增益函数|(；(0|在/= 

•处随着 r 的增大而变得更扁. Daubechies (1992, p .245 — 7) 指出： 对包括 
(；(•) 的多重应用的级联的滤波器进行隔行下采样（应用于离散小波变换），对于等 
价滤波器的增益函数在高频处将出现波纹，除非 | G («)| 在/=^■处非常扁平. 

11.10 谱分解和滤波器系数 

对于式 (486) 中的& (•) 的分解，我们先回顾一下实系数滤波器（即实值脉冲 
响应序列）的延时、相位以及属性的一些结果 • 我们的出发点是式 （485 a ) 取 r = 
L /2 •令 

G ( z ) = g- iL ~D (z - f - 1 ) t/2 Qo ( z ) f (487) 

对此我们定义 

卜 l I -1 

Q 0 ( z ) = JJ (z — z ，） 二 JJ (z — z ,); 
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右边等式仅仅是为了脚标的方便.注意到立>(幻是 z 的&一 1次非负指数多项式; 

“一 1 的系数为1;且它所有的舍个系数都一定是实数（因为 5 U ) 是实值滤波器的 
e 变 换）. 写上式变为一个传递函数，因此我们可以将上式看为一个长 
度为 | 的滤波器的 z 变换.因为两滤波器的卷积等价于它们的 z 变换的乘积，滤 

波器的上述 z 变换可解释为两个 | — 1 滤波器的卷积.长度为2的滤波器也常称 

为“偶极子”，以后我们采用这个术语.第/个偶极子具有 z 变换 z - z ^ z - hb ^ 
e 〜 +6,的传递函数和在的等于1的以及/ = 0时6,= — 々其他为零的脉冲 
响应序列.让我们写这个偶极子的脉冲响应序列为{1，其中将指标£ = 0的 

系数用粗体表示.注意为了得到长度为 t 的实值系数的滤波器，我们可以用偶极 

子<1,卜},而6,为实数或者具有系数为共轭复数的数对，我们说丨1， L 丨和 
U ， 是复共轭对，如果心=6二. 

现在，让我们比较第/个偶极子的两个非零系数的大小，即我们想比较 
|以|==1々|与1.假如 |6|〉1, 在此情形下，根 a 位于复平面单位圆 外面. 因为 
两个非负系数的偶极子中有一个在很长时间以后才出现，这样的偶极子称为最大 

延时或者最大相位偶极子.如果全部 | — 1 个根 A 都在单位圆外，则宽度为专的 

实系数滤波器是 | — 1 最大延时偶极子的卷积，且得到的滤波器被描述为最大延 

时或者最大相位滤 波器. （参见例如， Robinson , 1980； Robinson and TreiteK 
1980). 它的（在 4. 8 节讨论的）部分能量序列的建立是任一具有同样平方增益函 
数同宽度滤波器中最慢的. 

下面让我们考虑偶极子彳 h ， 1丨，即它的脉冲响应序列当£ = 0时等于匕 ， f = 
1时等于1,其他为 0( 这相当于时间逆转{1， b t }). 如果仍然有|6,|>1，则这两 
个非零系数中有一个在早些时候就变大 . {匕， U 的 2 变换为 卜 + f ，它有一个 
根 一1/^= 1/ z , 位于单位岡内.这样的偶极子被称为 最小延 时或者 最小相 位偶极 

子.如果4,，1}，/=1，…， y - K 都是最小延时偶极子，则通过它们的卷积 

得到的宽为 I 的实值滤波器可以描述成敢小延时或者最小相位滤波器.它的部分 

能 童序列 的建立是任何同宽度滤波器的平方增益函数中最快的. 

现在，对: t 变换是 （幻的 滤波器的平方增益函数是通过在处估计 
|&( z )| 2 获得的. 

练习 [ 488 ] 证明当时，我们有 

[ Qo ( z )]- =3。(厂， ）, 从而有 |4 u ) l 2 < 

现在 au ) 是偶极子的子变换项的乘积.具有实值系数的偶极子（1，贡 
献 U +6 z)U • + 〜） 到|0。（2)| 2 .注意 IM 〉】 相应于一个最大延时偶极子 
{1, 和一个最小延时偶极子 1} 的 卷积： 由于它是滤波器与它时间逆的卷 
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积，所以这个结果仅仅是最大延时偶极子的自相关.一对系数互为复共轭的偶极 
子 <1，6-}和{1，虼 >将贡献（2 + 6«)(2 + ^；)(厂 | +〜 Mz '+ W ) 到 | 仏 （ z ) l 2 . 
因为自相关是 U ， k 丨的复共轭与它的时间逆的卷积，所以 U+W )(«：-+ 乂）是 
{1，自相关偶极子的2变换. 丨心丨 >1相应于一个最大延时偶极子 
{1，虼 K 和一个最小延时偶极子<心，1丨的卷积，还有(:是{1 ， O 
的自相关的 z 变换_，也相应于一个最大延时偶极子和一个最小延时偶极子的卷积. 

下面我们从|&(2) I 2 着手来举•简单的例子.有很多方法可以得到 
我们可以取所有的最大延时偶极子，或所有的最小延时偶极子，或具有实值系数 
的最大延时偶极子和最小延时偶极子的混合，以及具冇复值系数的同为最大延时 

或最小延时的偶极子对.从具有 f — 1 个实值系数的偶极子的集合开始，有2+一 1 

个长度为 | 的实值滤波器且具有同样数最级的 z 变换的平方（或平方增益函数）， 
但相位函数不同.如果具有实值系数的个偶极子和复值共轭系数的个偶极 
子对做卷积，有舍一 1，则有 2 ^*_个长度为舍的实值滤波器，具有 

同样数量的 sr 变换的平方（或平方增益函数），但相位函数不同. 

• 一阶消失矩与哈尔尺度滤波器 

当厂=2时有 r =/72- l 阶消失矩，我们有卩(411 2 &/))三2 P t ( sin 2 ( n /)) = 2. 


因此 

|G(.0 1 2 = 2cos 2 (tt/) = + +cos(2tt/)]= 2[ j ++( e 12 

: »/ + e i 叫， 

从而 

|G(z)| 2 = 2[ + (z_ l +2 + z)]= + U + l)(z- 1 +1). 


取 G(z) 

=U giZ~ l = iZ + t) =± <« -h 1 )/y/2^ 注意我们期望在 2：= 

=— 1 处有一 

个单根 (r=l ) 且 G(«r)5(z ')= |G(z) I 2 .为了 6(1)=#( 即 6(0>=V ^)， 我们 
取 正号. 相应的滤波器的系数是哈尔尺度滤波器是相应于时间 


逆的滤波器， = 因此珈=心=1/々，如式 （463 d ). 

•二阶消失矩与 D(4) 尺度滤波器 

为 L = 4( 即 r=2 阶消失矩）时，我们有 P(sin 2 U/>) = 2 ^ ( sin 2 (n/)) = 
2 + 4sin 2 (n/). 因此 

Q(f) = cos 1 (tt/)[ 2 4-4sin z (it/) j == [ j ++ cos (2 兀 /) ] i_4 — 2cos(2 兀 /)] • 
从而 

| G ( z )| 2 = +2 + z ) 2 (- z 1 + 4- z ). 

我们从一阶消失矩的情况知道， U ^+2 + 2：) 2 可以分解为 U + lVU ^+ l ) 2 .我 
们只需要另外分解（一 z _1 +4_ z ). 如果我们乘以一 z ， 就得到 z 2 —4 z + l ， 它有 

互为倒数的两个实根，々和2—即 

一 z = c 2 -4g+l = (z^jiXz-z；^ = zT i U - Zl )( z ^ - z ,), 

— z 一 Z 


4 
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令注意到丨匕丨〉〗，因此我们有 

\G(z)\ 2 = C 2 (z+l)Hz 1 +1) 2 (2 + 6, )(z -1 +6 】 ）， 

其中 C 2 = Z rVl6 从而 C=±^0. 如果我们继续像在 r=l 的情形，用包含因 

4^2 

子 z+1 的项来构造 5(2) 且取 C<0, 我们有两种可能的 OU) 的定义，即 
G(z) = C{z-\-\y(,z + b x ), 


因而 

G (« _, ) = C ( z l +1 W +6,) 

或者 

S(z) = Cz(«H- l) z (z-' +6,) = 6,C(zH-l) 2 (2 + 6r')» (490a) 


因而 


G(z-') = W 1 + l) 2 (z + 6,), 


这两种定义都导出了需要的性质， OU) 是 2 的非负指数次幂的多项式，且 
^ 2 )5( ，） =|5( 川 2 和 5(1)=#( 注意也可以是 S(z) 的另外一种定义，期望 
它在 z=_l 处有一重根 ). 第一种定义利用最大延时偶极子 {1 ， 6 .}. 第二种利用 
最小延时偶极子 { 私， 1}. 比较第一种定义与式 (487), 我们注意到 ③ &) = ：!：+& = 


Z-2-V3, 展开第一种定义，得到 


5(«) = -~+ [2 + 6] ~\z i 4 ( 1 + 26! )z + ) 

= 1 —73 3 , 3 ~V^3 2 , 3 士 1±V3 
4 V 2 4 V 2 4 V 2 4 V 2 


从而系数为 


( 1 — VJ 3 — y/S 3 1 ~h y^ j 

i \ 拉、 4y/2 ’ Ay/2 ' Ay/2 J 


(490b) 


滤波器 U ,} 的系数用时间逆得出，即 

、\ 1 +>/3 3 +\/3 3 — >/3 1 — V3 1 

{ 办，心……卜 l - T 7 T ， i ，77 n 卜 

这就是在式 （ 75d) 中所述的 D(4) 尺度滤波器 . 

练习 [490] 证明 G(z) 的第二种定义（即在式 （ 490a ) 中的一个包含一个最小 
延时偶极子）导出 

、 ( 1 — y/3 3 一 y/s 3 1 "[ 

与 D(4) 尺度滤波器的系数是相反顺序 . < 
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•三 阶消失矩与 D (6) 尺度 滤波器 
当 L = 6 从而 r =3 时，我们有 

P ( sin 2 ( n /)) = 2 P 3 ( sin 2 ( 7 c /)) = 2 + 6 sin z ( tt /) + 12 sin 4 ( tc /). 

因此 


^(/)= cos 6 (ir/)[2 4 - 6sin 2 (jc/) + 12sin 4 (Tt/)] 

=[++ |cos(2tc/)] [8 - 9cos(27t/) + 3cos z (2rr/)]. 

用 取代上式的 cos (2it/) 得到 

\G(z)\ 2 = —(z + DHz- 1 +1) 3 去 (3 厂 2 — 18Z- 1 +38 — 18z + 3z 2 ). 

64 4 

我们可以利用 S-PLUS 函 数多项式求根 来求出 

1 — 6« + ^z 2 — 6z 3 + = (z — Zi ) (z — )(z — Z 2 )(z — z{ ) ♦ 

其中 

z, 士 2. 712 748 621 955 979 5 + 1. 443 886 782 618 004 Oi (491) 
和 

z 2 =s= 0. 287 251 378 044 020 9 + 0. 152 892 333 882 199 2i = -V = T^TT. 

之 I I 2Tl I 

所以我们可以写成 


\G(z )\ 2 = + -^ly^z-z^cz-z ； x^-' -z ； >, 

其中，注意闵为 I A I > 1 ，所以项 Z _ A 和 Z — z { 相应于最大延时偶极子 


{1，一 z , } 和丨1， -Z ； }. 如果再用含有因子 Z +1 的项和最大延时偶极子来构造 
G ( z ), 则又可以得到 


G(z) = - ^ | -(z4- 1) 3 (z — Zi) (z — Z]) ， 

16 |zi I 

这是 z 的非负指数的多项式，且满足要求的条件 5( Z ) G ( Z - 1 )= |5(2：)| 2 和 G ( l > = 
y / 2 . 我们比较上式与式 （487) ，注意 Oo ( z ) = (z — qMz — 展开上式并与 
g - oZ S +云-4 〆 +…+乾。相等得到 




1 

g-K 


3 — 2ri 

g-i 

_ V3 

3 — 6r, + | | 2 

g 2 

16 M 

1 一 6n + 3 卜 ! | 2 

g-i 


— 2r, -f- 3 | | 2 

Jo . 


_ U - 


其中 n 为 A 的实部.回想 gi = g ->^ 计算给出如表109的对于 D (6) 尺度滤波器 
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的值. 

• D ( U 滤波器的一般形式 

对于■-般的我们可以使用式 （487) 和练习[ 4 88]给出（设 z - e ait/ ) 

| G(r) I 1 — ! 2 + 1 I L I Qo ( 2 T) I 2 = g-(L-l) I 之 + 1 ! f Qo (z)Q(> 1 ) ♦ 

其中 au ) 是 2 的非负指数次幂的实系数次多项式.对 l =4 的情形，我 

们有泛 >( 2 ) =■• 5 ： — 2 — r , ，其中 n 为一实根；对 L = 6 的情形，我们有 

Q o(z)==(z - ZiHz - z - ), 其中为式（491>的复根.对于一般的厂>4,我们 
总可以写成 

^ K i 

| Q„ (c) | 2 — ( 2 — r /)(z l — r；) JJ (Z — )(2 — 2/* )( — Zi)(z~ ] ~ Zi ), 

/ I r I 

其中 / C ,+2 fC , =舍一 I ; n , …， r K| , 是实根（没有一个等于或者小于零）；而 
…， 2 TK , 为复根 （ Daubechies , 1992, p . 173» Chui ， 1997， p . 81 ). rft ] •对 

|(1 U >| 2 的表达式是唯.•一 的. 因为|5( 6 如）| 2 = | G (/)| 2 = 3(/)， 其中& (/) 由 
式 (486) 给出. 对 |§,,( z ) P 的表达式却不 唯一. 实际上，如果我们转化任意一个 
实根 o 或者仟意••对复根 q，w ，则 | au )| 2 也将改变.例如，因为 
(z — r,)(.z ] — r,) = rf (z — rj l )(z~ l — n l ), 

我们可写成 

K 0 

iQo ( z ) i 2 = IQ . («> i 2 ( H ^) * 

卜 I 

其中 

% K 】 _ 

| Q i(z ) |2 = ( z - rr 1 )(«-' - n ^ lJCz - ZtX . z - z ； KsT 1 - z t )( z ~ l - z, m 

/--i 1 

由此我们可得 

| G (^)| 2 = ( gU - ullrniz ^ lVlQAz )^ 

卜 1 

现在的 I 么 （ dP 相当于原来的 14(0 I 2 . 所以有，种可能的选择却 
得到同样的平方增益函数.相位函数不同. 

现在已经很清楚，给出 Daubechies D(L ) 滤波器丨的 { 心丨的选择是取 

K n K i 

Q ( c ) = ] J ( z - r ,)\ J ( z - z ,) iz - z ,' )» 

Ml / 1 
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其中丨…， | r Kc |, UI , …， |以，丨 都大于1,换句话说， & U ) 是由 M 大 
延时偶极子构造的，上面 L = 4和 L = 6就是例子.滤波器 
ig >* /= — a — 1), …，0 丨因此由 4 U ) 中的最大延时偶极子与形如 （1， 1} 的 
/-/2个的偶极子的卷积形成.因此宽度为 L (与形如 U , 1丨的 L /2 个偶 极子〉 的 
滤波器和增益函数|6(*)|，即丨，它的部分能 M 序列的建立是最慢的，闵此 
{是，}是最大延时滤波器.另一方面，宽度为 L (同样与形如 {1, 1} 的 L /2 的偶 
极子）的滤波器是以/丨的时间逆和增益函数 | G (*)| , 即为一个 Daubechies 
D ( L ) 滤波器{沿， /=_ a —1), …，0丨，它的部分能量序列的建立是 M 快的， 
因此是最小延时滤波器. 

最小延时滤波器的相位绝大部分从零分开，因此最小延时或者最小相位滤波 
器的设计在小波文献中 （如： Daubechies , 1992， p . 255) 有时候也称 为极值 相位. 
对于这最小相位滤波器需要“前载”，从而尺度函数是非常不对称的（唯-的例外 

是 L = 2( 哈尔）时，因为尺度函数关于 — ^ ■对 称〉. 

• 四阶消失矩与 LA (8) 尺度滤波器 

在 4. 8 节中已经指出， Daubechies 小波族中最接近对称的尺度滤波器通过选 
择不同的谱分解来产生；即比 D ( U 滤波器的选择更好的对相应的最大延 
时偶极子的项的选择，使得式 （: H 2 a ) 的表达式中根的选择尽可能地小.对于 
= 8， 

P ( sin 2 ( it /)) ― 2 ^ ( sin 2 ( jt /)) = 2 + 8 sin 2 ( w /) + 20 sin 4 ( jt /) + 4 Osin *( w /)« 

由此可得 

| Qo ( z ) I 2 esc - Sz~ 2 + 26. Zz~ x -41. 6 + 26. 2z - Sz 2 + ar :, (493a) 
(验证上式是练习 [11.5] 的前半部 分）. 利用 S—PLUS 多项式求根 程序，•以 
写成 

| Q 0 (z) | 2 = Cz — r x )iz~ l — r t )(z — Z\ )iz — Z\ )(« _, )(**"】 ~ z\ ) ♦ 

其中 

r ,^= 3. 040 660 461 647 448 0 

z , 去 2. 031 135 512 091 439 0 + 1. 738 950 807 644 819 i ， 

因为 |n |〉1 和 | Z , 丨〉1,式 （493 b ) 中的项 2 — r , ， 2 T —2, 和 2： — 相应于 最大延 
时偶极了 •. 

取 

G(z) =— I l _z J (z-h l) 4 (z — n )(« — )(c — z ； ) (493b) 

得到一个滤波器 W /丨， 经过时间逆后，给出表 109 中的 Daubechies •‘最小延时” 
D (8) 滤波器 {& K 参见练习 [11. 5] 的第二部 分〉. 对于这种选择， 

Q 0 («) = (2 ： — 广 1 )(2 — 2T] W >• 
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然而，有四种可能的选择来构造 5( z ): 相应于根 （ n , 彳丨如上， 
{1/ r " z ” z ； }, { r ,, 1 A " l/*r } 或者 {1/ n ，1/ z " 1/ z ； }. 第二种根的选 
择给出 


G ( z )=IA I 一 2 ] (z ~h l ) 4 (z — n ' )(z — z t )(z — zi ), 

并得到滤波器经时间逆后，给出得到如表 109 中的 Daubechies “混合延时” 
LA (8) 滤波器{幻}.在此情形下， 

Q 0 ( z ) = (z — ri 1 )(z — Zi)(z — zi ). 


(第三和第四种描述给出式 （112 a ) 更大值的表达式，所以不选择作为 LA (8) 滤 
波器 .） 

11. 10节的评论与扩展 

[1] 这里我们所考虑的偶极子都有一个系数等于1，因此我们可以表明最大/ 
最小延时条件借助于项中其他系数与〗进行比较.偶极子最一般的形式为 
{ a M b ,), 其中〜有先于心的发生顺序，山和6,均可为复值.这样，如果|^|< 
|6,丨则这个偶极子称为最大延时偶极子，如果|^|>|知 | 则称之为最小延时偶 
极子. 

[2] 对于 Daubechies 最接近对称的 （ LA ( L )) 尺度函数和小波函数的赫尔德正 
则性低于最小延时 D ( L ) 尺度和小波函数，详见 Rioul (1992， 表 1). 因此，令人 
惊讶地发现，给定同样的增益函数，增加对称性将降低正则性. 

11. 11 小结 


本章我们研究了连续时间小波和离散时间小波分析之间的关系.连续时间小 
波分析处理定义域是整个实轴 R 的函数 /(•)( 或者称为信号）.为了简单起见， 
我们假设 y (，） 是实值的且属于 l 2 ( r )， l 2 ( r ) 是实数域 r 内平方可积的函数空 
间.我们通过下式定义对 y ( o 进行第）阶伸缩和第々阶 平移： 


Yi.kU) ^ 


y (★叫 


— oo < f < oo. 


其中）， 々 ez (整数集） • 

在信号的小波分析中的主要概念是多分辨分析 （MRA) ， 定义它是满足以下 
性质的闭子空间的序列 ％ cil 2 ( r ), > ez . 子空间必须是嵌套的 
… CZ V% c v 2 C V, (Z V 。匚 V , CZ …， 

同时它们的并和交的闭包必须满足 

(J V, = L 2 (R) 和 n =川 } ， 
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其中 {0} 表示仅包含零函数（即对所有的； 6 R ， 该函数的值均为 0) 的集合. V 。空 
间是使当且仅当 y 0 .*(O = yU —是 ）€ V 0 , kez ； 另外， y ( oev 0 当且 
仅当 > ez . 最后，必须存在一个函数 MO € L 2 ( R)， 使得它的整数 
平移 冰, 〆 •） 形成闭子空间 V 。的一个规范正交基（这就推出 
{& 〆 •）： 形成 V,的一个规范正交基）.函数 #(•) 称为尺度函数. 

在多分辨分析中的子空间％被称为是一个逼近空间，与它相应的尺度为 A,= 
2>. 给定一个多分辨分析，信号 x(06V。 可以表示为 

jtXO = 2 ( x (-),^ o .* C *)>^ 0 .*( f ) =* 2 » 

4 = — 身 ■—OO 

其中 

vo.* = (x(») ,^o.*C*)) = J_ xUH a .kU)dt. 

我们通过向子空间上投影可以得到 ： c(0 的一个比较粗糙尺度上的逼近 

5 j («) = Yj Vi . k ^ i . k ( t ) , 

其中X；,,*三 <：«：(•), *(•)>. 函数〜（•）€%是对单位尺度信号 x(*) 的二尺度的 

粗糙逼近.％.*是二尺度系数.与之间的关系由下式给出： 

90 OO 

Vl.t — X] 8«r-U V 0.m ~ X/ St V 0.2k-l » 

m** 一 oa /*—«<> 

其中 ^, 0 ( O >, &三云- /( 这里的与 4.3 节中所介绍的尺度滤波 
器一样，因此 {f} 仅仅是它的时间逆）.这个方案可以推广：函数〜 

通过向子空间 V,C：V^_, 上投影可以得到 

Sj(t) = 2 Vi^j.kU ) , 

9 糸. *(•)> = < jc (0 ，糸, *(•)> 是相应于尺度 = 2’的尺度系数.这 
里 &(•) 是对信号尤（.）的尺度 A, 的逼近（也可视为对〜- ,(•) 的逼 近）. ％*可以通 
过下式递推计算： 



多分辨子空间的嵌套提升两尺度差分方程 (465a) ， 即 


i>(t) = V2 ^ gi^(2t — /). 
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如果我们假设对于/在范围一 （ L —1), …，0之外时是零，则在区 
间（一 （L — 1)， 0] 外 #(•) 是零，这时称 >(•) 有冇限支撑.我们记这个事实为 
support {^( OICK - CL - l ), 0] (这里我们用 “d ”而不用“==”仅仅是因为 >(•) 在 
t= 0 时可以为零也可以不为零）.这两尺度差分方程利用递推的方法可以用来计 
算尺 度函数 #(• )(11. 5节已详细阐述）.对尺度差分方程两端作傅里叶变换后得 
到中 (•） 与 G («) 之间的关系，即 

M q ( J _\ 

少 (/) = ， » = 1，2, …， 

其中 0(.)为>(*〉的傅里叶变换. 而6卜）是的傅里叶变换（当后者是一脉冲 
响应序列时，（】（•>变成它的传递确数).对尺度差分方程两边积分（与假设 #(•) 积 
分后非零结合）给出规范化 

G <0) = =在 

/ 

<怂〆，）： 々6Z} 的规范正交性意味着少 (•） 必须满足式 （467a)， 即 
2 | ^( / 4- »» ) | 2 = 1 . 

IM* 

现在，给出如 下三个 有用的 结论： 第一，我们发现 #(•) 必须积分后为1或 —1. 
选前者后得出结论少 (0) = 1, 从而 



第二，我们有 p (/)| 2 +|("^/+ + )「=2 ( 就是式 （467 bH , 所以 
第对大的八 第） 层尺度滤波器的时间逆将有与 #(•) 相近的形状，即 

2 J g ,.-/ = 〜多 (秦)- 

(该逼近由图471给出 .） 

令 Wodv ,为 V 。在 V ,中的正交补，即如果 〆 •）€%，则 0( oev -" 
但 0(.) 与 V ,,中的所有函数正交，即对任意的 7 (.)6认，有 < 〆 •），了 ( .）>二0•空 
间 W ( 、称为细节空间.如果 0(06 //(10使得它的整数平移{办. 〆 ’）：托 2 丨形成 
空间研。的一个规范正交基，则0(，）称为小波函数.更 -- 般地，子空间 
V ,一，是 V, V ,,中的正交补，它被认为是相对于尺度 r, = 2 J - ' 的细节空间. 
W 此 

V , ^ V M ㊉ W , 丨， V , = W,-, ㊉ ㊉ …‘ 

信号 ㊉ ％可以分解到 W 与 w ! 的分 M 为 

• r (/) = si ⑴十 c/i (,) ， 
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其中 


d x (f) = Yj w ^kipiAt) , w x . k = (j(-) ,0,.*(•)), 

轟一一 oo 

这里 ： r (_) 由粗糙逼近 5,(0 失掉的误差细节.是单元尺度下的 
小波系数.％. 4 与切 1 .»之间的关系由下式给出： 

^1.* = ^ ^w-2*Vo.«, = hiVp.zk-l ， 

«* —oo /=—oo 

其中 & = «/(•), 0,. o ( O >, 且 A , = ^ ■- /( 滤波器 {/ U 是 4.2 节中介绍的小波滤波 
器.所以是它的时间逆）.我们可以分解卜到在 V ,与 
W , 中的分量，得到 


5^(/) = 5, it) -h d,(t) t dj(t) = ^ , 


其中也 . 〆 •）>• 系数叫.*可以用式 （ 4 80 d ) 递推计算，即 








2 _ 


因为 


V ,。= ㊉…㊉ HV " 

我们知道，对某个如果： KOeV ^。， 则对 任一） >) 0 , 


vo j 

xU ) = S 2功，.* 必 , , * (/ ) 

裊，， — cxj ( ― / 0 f 14 r * —的 

和 

f J ： 2 (t)dt = 2 A + 2 2 W/2 .*. 

J —^ *=»-^ / «> 0 *f u^— 

>- i 层尺度系数可以通过 ） 层尺度系数和小波系数使用下式重构： 

OC W 

取广 1,* = Sk-2mVj %m -h h 

m=:_ ： K» m =* 一 《 X 7 

通过式 (472), 小波函数 〆 •） 与尺度函数 #(•) 有如下关系： 
0( i ) = >/2 ^ h t ^(2 t — /) ，其中厂/ 三（一 1)’ 
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以上结论类似于两尺度差分方程.小波滤波器以，},在之外 
为零，是相应于尺度滤波器 { h }， 在一 （ L _ l )</<0 之外也为零的正交镜像 

滤波器 （ QMF ). 这正交镜像滤波器的定义确保了上面 〆 •） 借助于 
多-，. 〆 •）的表达式以及 support {^(*)} C (-( L - l ), 0] 意味着对 〆 •）的支撑也 
是同样的情况，即 s U pportQ (*)} C ：(-( L - l ), 0]. 通过 11.7 节中定义的递推 
方法，上述表达式可以用来计算小波函数 〆 •）的值. #•) 的傅里叶变换少 （•） 
如下： 

少 (/) = 

其中 /?(•) 是仄,}的傅里叶变换.正交镜像滤波器关系推出 
H (/) =- e i 2 * /( i - 1, G ( y -/), 

并且，由于 ^+)=0, 由此得出 H (0)=0, 因此少(0)= = 0.对大 

的>,第 j 层小波滤波器的时间逆与 〆 •） 有相似的形状，即 

= 2 ,/ 2 hj .-, & 0( 务). 

(这个逼近在图478中展示 .） 

如果 〆 •）有 r 阶消失距，即 

f>(/)dr = 0,则 H im> C 0) =0， 2 rh t = 0 

对 W = 0, 1，…， r _ l 成立.因此滤波器序列 { t } 也可以称为有 r 阶离散消失 
距. 进而，对于 m ^-0， 1，…， r — 1, H ( m > (0> = 0 意味 着对 / w = 0， 1，…， r _ 

1也有 + ) = 因此 j ,} 的变换有 r 个根为 一1. 当 M =1 时， 

即 z = z 变换的模的平方有如下 形式： 

L— 1 

\G(z)\ 2 =G(z)G(z- 1 ) = gl u ^(z- l -h2-^zrJ[(z-z l )(z-'-z l ). 

/*rfl 

如果令 ^(/)=| G (/)| 2 ， 其中^/)=5(6〜），则相应的滤波器系数{匕}的平 
方增益函数由下式给出： 

Gif ) = 1 - + 2 e，2 - 2 r | Q (/)| 2 = cos 2 r (7 c /) Q (/) ， 

其中 Q (/) 是 cos (2 tt /) 的多项式. Daubechies (1988) 构造了对于 L = 2 r 的一组尺 
度滤波器，系数由下式的平方增益函数给出： 

G ( f ) = 2 cos 2 r C jc /) s ( r " ^ + *) sin 2 *( nf ). 


Hi)^) 


n 


72 
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表 499 


hi = h -1 f / = () ， ••• ， L— 1 

gi=g-i* l~0, •••, L—l 

h , = ( — l)'g i 

塞（一 1V +1 A,-,- l 


{gi }^G(*) 

{h, 卜 H(.) 

(gt) 

H(/)=m-/) 

G(/)=G(-/) 

H(0) = 0 


H(/) = -e ,2 - /<, ~ ,, G(y-/) 

G(/> = e a * /a -"/7( + _/) 

H <m, (0)=0 m = 0, •••, r— 1 

G tm} ("y ) =0 m = 0, •••, r— 1 

^(y) 

/( + ) 

fi i~ l Ht l) 

•J2 

gt \ Ht /) dt 

y/Z 

J 必 ⑴ df = 0 

J^(r)dr = 1 

support {»!>(•) )(Z (.— (L— 1)*0] 

support {^( •) } (Z (— (L— 1> ， 0] 

W 少 （•> 

*(• w 少 （•> 

史(一 2 j /) 〜 民 （/) 


0(- + 卜 2{.,=2 "、,， 

妗 (- ；卜 2’. 產 ,“ = 2〆 2 莒 „, 


f fM{) 

^/)-4>(f) ^ 

州卜 # H W 

TT 啦） 

^ (/) -H V2 


v/2 7 

ipit^ =t j2^1ih / 彡 (2/ — /) 

^(t)=V2'£ig ,^(2t-l) 

w,.k — Ct)dt 

v,.k = 

(Oj,k = ~l 

l 

注： 〈 i) 小波与尺度滤波器 <A, > 和 > 以及它们的时间逆彳 (HM 、 波函数 #•> 和尺度 

涵数 #(•) 的关键 关系 - 
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对于一个给定的 r， 这个表达式可以再写成如下 形式： 

|G(*)| 2 = \z + l\ L QoU)Qo(z~ l ), 

其中 au) 是 z 的 I •一 1 次非负指数实系数多项式，并且可以写成 

K., K, 

Q 0 ( z ) = | J(x — ^)^|(^ — «/)(« — 2 ,* )； 

I I / I 

这里和: r, 分别是实根和复根，且 K n +2K,=f —1. 丨的2变换 Gk) 用“谱分 

解”构造，这里我们选择”二 f 个根为_1，之后使用 f_l 个在单位岡外（相应于 
“最大延时”偶极子）的根来确定的一个分解 a (dau— 1 ). 得到的滤波器 
丨是 DOJ 尺度滤波器，且有一个具有舍个根为一 1, + —1个根在单位圆 
内（相应于“最小延时”偶）的^变换.这一方法可以通过修改来产生 LA(U 尺度滤波 
器： 我们选择最大和最小延时偶极子的联合而不是选择 (5k) 的 | — 1 个最大延时偶 

极子，使得到的滤波器提升到{沿}以便满足式 (112a) 的最优性判别标准 • 

最后，注意表499总结了涉及小波与尺度滤波器的关键关系、小波和尺度函 
数以及相关景. 


11. 12 练习 

[11.1] 使用 U. 6节中列出的方法的推广来构造一个与图471类似的对于 D(6) 
的图 （1)(6) 尺度滤波器的系数由表109给出）. 

[11.2] 证明 •'Xk e Z ) 构成的一个规范正交基.提示：给定 

J 办. 4 (/)念. ,(/) d / = 0和练习 [4741)] 的结果，需要证明任一： K *) e 
V ., CZ L 2 ( R ) 可以写成 x ( t ) - 2 c ^ o .* C /) + 乏其中系数 

k k 

和 kn 必须满足乏] (d) 2 和5](4) 2 < 00 •这个使用哈尔尺 

k t 

度和小波函数的特殊情况很容易证明. 

[11.3] 验证式 （477c). 

[U .4] 假设和 V,， yez, 是一个具有相应尺度函数 #(•) 的多分 
辨分析.考虑由下式给出的关于： *•(•) 在子空间 v, 上的投影的 逼近： 

5,(/) = J ] ,. kU ) ♦ 其中 V/.* 三〈，（•），#>.*(• )〉• 

对任一夂<),并且证明对这个工（.），式 （48id) 的右端能够被认为是 
、（/)，即在 子空间 上的投影. 

[11. 5] 验证式 U93a) 和 （493b> 的形式. 




附录 

嵌入练习答案 


在这里，我们给出嵌人各章正文的所有4题的解答（想给出各章末尾的练习的解答的教师 
请与我们联 系）. 我们认为，读者通过努力做这些练习可以帮助理解小波，所以我们鼓励读者 
在#解答之前先做完练习.通过做练习读者有机会找到更优的解答，并且我们非常乐意听取 
大家 关于错 误或改迸的宝贵意见 （ e - mail 和通信地址在书的前面已经给出 >. 

练习 [22 a ] 答案首先注意，由于/和々都是整数， e = cos (2» th > — i S in (2 irh ) = l . 
因此， 

A(/-hA)= ^a,e 

= a,e l2 * /f = A (/). 

练习 [22 b ] 答案一方面，我们有 

A (~/)= 卜 0, 

= 

另一方面，因为对于实值变量有 a ,• 

A* (/)= ( 

= 2 a ； (e an/, ) - 

t * ->• 

= 2«产. 

终习 [22 t ] 答案利用 A (/) 的定义，我们有 

\ UZ Aif ) e ^ (, d /^ f 2 ( Y ； a , e ,ix/, ' )^ u (, 6 f 

J -'/'* J •»/* ，- 

= ,|^， J ： :广 
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如果？=，，则上面的积分为 h 另一方面，因为也是整数，那么 

J 二广 , ,d ，= i^TT ， 一 ，II 

一 1 / 卢‘《(，- 〆 ， 一 --•«<!-»') \ 

一 i2x( 卜 ) 

_ sin(K(f— ,〆）) _ 0 

因为上面无限和中所有项除了 外均为0,在 f = ，时为 a . 

练习 [23 a ] 答案 因为 

Aif) - 

ao 

B ' (/) = 2 b ； e a * /i， , 

t'^-oo 

我们有 

「 2 A(/)B' (/)d/= \' 2 ( 2 )(!>’’ )d/ 

J - i /2 J-vz 


,frl ,trL 

用与练习 [22 c ] 相 M 的论证，当/=，时，上面的积分为1，其他情况为0,因此里面的和正好 
减化为 V . 

练习 [23 b ] 答案 因为 

a, = P 2 A(/)e i 2 n/, d/, 

J - t/t 

我们有(令/ = 2/) 


+ L 4 卜， 

+ [ r + EW >( 4 ) M 4 


在括号中的第一个和第三个积分.分别改变积分变 S /=/ + 1和/=/一 1，然后组合结果 
得到 

- = r ；, i [-( i )^( y + i )>- d / 

(因为单位周期性.并且 exp (士 12抑）=1，其中》为整数，我们还可以利用亊实一 = 
A ( {-+ 上面的积分具有离散傅里叶逆变换的形式，它告诉我们的离散傅里叶变换 
像在练习中阐述的. 
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练习 [24] 答案使用的定义，像需要的，我们有（令 m ) 


2 a * b.e ^ 1 -2(2 a M 6,_.)e 

|= —oo |= —oo B=3 — DC 

=E«.( S b v e- Mi ^ ) 

lis 一 ran t^at — ac 


= 2 a . e - a ^ ( |] ) 

*■—oo v ■"—江 

= A (/) B (/). 

练习 [27] 答案令 BO ) 是级联滤波器的输人的傅里叶变换.从练习 [24] 得到，第一个滤 
波器的输出具有由 fK ^ A〆 /) 定义的离散傅里叶变换.由于输人的第二个滤波器的离散傅里 
叶变换还由 B (/) A ,(/) 定义，再次利用练习 [24] 可知，第二个滤波器的输出的离散傅里叶变 
换用 ^/^^(/ M〆 /) 定义.重复 M 次，就 SJ 以得到级联滤波器的输出的离散傅里叶变 
换为 C (/〉 三 B (/) A ,(/) A 2 (/) … A〆 /). 

令 


A (/) = 

则有 C (/) = B (/) A ( f ). 令<«,>是 A (*) 的傅里叶逆变换.从蠔习 [24] 可知 { c ,} 是<6,}和 U ,} 的 
卷积.从练习 [24] 和归纳吋知 U ,》 是 m = l , …， M 的卷积. 

练习 [28 a ] 答案首先，我们证明 M =2 时的结果成立，从练习 [27] 可知级联滤波器的传 
递函数为 

A (/)= A l (/) A ! ( f ) 



=s s … 

1= IC 1 

现在，当/ =仏+1_1， 《 = fC 2 + L 2 —1 时得到 z + “ 的最大值；同时，当户 K ” 时得 
到/+“的最小值.令是 A (.) 的离散傅里叶逆变换，从而得到 

K, 4Lj-HK 2 tL 2 -l 

A (/) = 2 a ^~' Ufv ' 

v^K { » K 2 

所以 U ,} 的宽度为 

K\ + L\ — 1 + 尺 2 + 厂 2 — 1 一 （ K】 + K 2 ) + 1 = 4- Li 一 1 ， 
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这就建立了 M =2 的情况. 

其次讨论，如果对于 M — 1 个滤波器结果成立.那么对于 Af 个滤波器必定成立.从练习 
[27] 可知，由 M 个滤波器组成的级联滤波器的等价滤波器的传递函数为 

M M-1 

A(f) - = A m (/)JJK/> 三 Am(/)X (/>， 

m 1 *i_l 

其中 A (_) 由 M - l 个滤波器组成的级联滤波器的等价滤波器的传递函数，这 M — 1个滤 
波器对应的传递函数分别为▲ 〆 •〉 ，…， ,(•). 由归纳假设可知宽为广= 

2 L m - M ^- 2 . 因为 A «(/> A (/) 定义了 2个滤波器的级联滤波器的传递函数，所以 Af =2 的 
^ - 1 

情况说明 U , }—々（•）的宽为 

M-I 

lJ + Lm 一 1 — — 2 4- Lm 一 1 

m « I 
M 

■»« t 

练习 [28b ] 答案因为对于所有整数 m 有 exp ( i 2 nm > = l ， 并且因为乘积 fn 为整数，像需 
要的，我们有 

A*.«v = 它 1 = 史 a e -^ 、， e - ， 2_ = ^ a ,e ^ t/s = A k . 

#=?0 l_0 1=0 

练习 [29a ] 答案为了证明提示，注意 

.V-l .V-l N-1 

= 1 一/， 

II >0 M^o M — 0 

由此能够推出，如果 Z 9 M , 则 



另一 方面，如果 ：篇丨， 则事实上，如果 2 = 则： r=l 当且仅当(?=0，土 2«， 

M — 0 

士 47 C , ….利用 A * 的定义，我们有 

1 另 a 〆 一 =去 s ( ii ^ e — V 

N —1 N-1 

=去2>.1>.— • 

«f =0 裊 _0 

如果 fs = M ， 里面的和为； V » 如果 r 关“，注意 sr = exp ( i 2 ir(f — 《)/ N )# l ( 由于 0<2 it U —“丨 /N 
<27 t (/ V - l )/ iV <27 t ). 因此，里面的和为 

n = _ E -这 o , 

Aj e 1 _ e i 2^ i-->/jv Vf 

由于 exp ( i 2» t (*-«)> = l ， 这是因为始终为整数.因此二重和正好为山，从而得到所要求 
的结果. 
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练习 [29 b ] 答案 因为 


A* = 2 V* 、• 

r-n 

v-i 

B ； = 2 6 - e' 3 -* v . 


去 =^ S ( l ：^ e —)( 纪 6: ) 

• k^Q 4*0 / »-0 u-«U 

1 V I v-l 


在练习 [29 a ] 中，我们建立了 


因此三重和化简为一个单 t 和，从而得到结果. 
练习 [30] 答案 a * b , 的定义产生 


N , M = /J 

O, 其他. 


^a* b, s = 2(2 a » hl -- v ) e U，K * N 

#sO l — 0 II o 

•V-I V I 

= 2 a -S^-"^ v e* 3 *’*' v . 

11*0 r *o 

现在，无限序列 U 户…，一1，0, 1， …} 是以/ V 为阓期的周期序列，因此在 

序列中在任何 N 个邻接的变量上和是相 间的. 另外利用事实6,一~==6,，如需 
要的.我们有 

N、1 \-l V-l 

2> * m “ v = v 

ftsO 41-0 #«0 

= 2 «- e N 、 = A t B t . 

ir ««0 i »0 

练习 [31] 答案令心=< 和对于*=1 ,…， N -1, 作为技巧.这个可以从 
图 31 a 和 31 b 中用岡阐标示的元素对照的元素可以看到，或者从下面形式的论证可以肴出来. 
令 v = _ u ，我们有 

N - I 

CL *6 f = 》: (^u ^ w » f mod -V 


vmwt V (因为 V = ^ t #r»od V ) 

v- I 

.v -j m-1 

tf.V-rmod sb t - v nMl \ = a ^r- v mo<1 N • 

f # *0 
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S a -* c，tmt,N ^ ( S « 


)'= A ； 


给出，如所需要的. 

练习 [33] 答案对于所有整数〜使用事实 

。一 ihUfnVU/N _ ^-anuk/N^-i 


我们有 


A* = 


2 (S a ^» v ) e 1 


SS ' 

i»» -力 »»0 


A 


( 奋 ) ， 


在此，二重和化简为单重和是由于在两个表达式中无穷序列的每项恰好出现一次 
(二重和增加了 N 个邻接的变量组成的组，然后把这所有的组再加在一起）. 

缟习 [34] 答案作为一个简单的反例，考虑下面的三个滤波器，对每个滤波器而言，当 


1, 一2，…，或者 r =4， 5，…时， 


T ， 


T 


2,3； 


V 3 


4# 

-3 + V 5" 


0； 


4^2 
3 4- V 3 

TyT ' 

-1 - y /3 
4 V 2 ’ 


和 


a , = 1/2* 0 ^ ^ 3 

(这些滤波器是第4章所讨论的第1层和第2层小波和尺度滤波器的特殊情况）.上面每个滤波 
器满足 = 对上面以长为 N = 2 进行周期化产生滤波器{/。= 0, 4=0}， {«o = l / V 2, 
〆 =一 和 = I ， = 1 } ，对此，我们分别有 


2 la：|* =0, S U ； l 2 = 1. S l«"l 2 =2. 


其中 Cl, sa'V-ffTKMj.V (回忆 a 。 saCmodV™ 5 〆 ，而 t=lt ••• f N — 1), 最后， } 的傅 
1 叶变换由 



«.v «; 

& 
+ + 
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这个例子说明了，周期化的滤波器的平方和小于，等于或者大于原来的滤波器的 f- 方和 . 

这里是更正式的证明.因为 

{a*,* t = 0.***»N— = () ， ••• ， N— 1 } ， 

帕寒瓦尔定理表明 

( 见式 （ 36h)). 因为是非周期化滤波器的离散傅里叶变换.所以可以写 

f_0 0 f 應一 • = —or 

= 去 2 S^ ： Se-— 

*-0 

使用类似练习 [29a] 的解法给出的论证，最里面的和仅当是 N 的整数倍时非 0 ,在这种情 
况下这个和为对给定的 N 当 “ =/, t±N，t±2N, … 时躭是这种情况，因此，一般地， 
我们有 

<-0 f_—OO 鼸 _ — no 

= 2 I a, I* + 2 a < S (a A«v + a,~»s ) 

I 嘗 -00 k f_T—jO H 辦 I 

^ S la, I*. 

练习 [43] 答案注意到 d=C? T 是正交矩阵，因此式 （ 43c ) 告诉我们 

S-1 

x = 2]<x，d*.> d*. , 

*-o 

然而 5*.=c?.* ， 所以像要求的， 

•V I 

X =[ 〈太 ， 0 -*〉 a *. 

k^O 

练习 [44a] 答案因为当 / 时 <^. 仿 . =0 . 像要求的我们有 

.v-i 2 

\\xv= So, o. 

；-0 

= (S 0 ' ^0 T (S^ Oy.) 

)-0 /*o 

N-l \~1 

= 2 S^O,- Ol O r . 

>•*0 ，’ *0 

=oi oj. 

J^O 
•V I 

= 2 ( 0 / Oj.) r (O t Oj.) 

- 2 II o, Oj. II J . 

> = 0 
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练习 [44b] 答案因为由定义《=龙一女，我们有 

II eV^ \\X-XV= S ⑽ S 说 . 

II 。 


V-1 \-1 

2(0,—a,)cv + 2 ⑽. 

j-o >- V 



- 

1 N-. 

2 >办 

1 ,.0 

2 

其中 


_ j O, — a, 1 

> = (> ， ••. ， /V’ 一 1 j 


= ia. 

j = N ，， … ， N-l. 

现在 





I S|| — () T ( y]^o^) 

I >-0 II >*^0 k^o 

•V 丨 AT I 

=X 2 A 办。 二。 *. • 

>—0 轟二 0 

o,. 的正交性意味着当）关 a 时 o/. a. =0. 因此，上面的二重和化简得到所需要的 结果： 

\*1 V- 1 N-l 

2 /^ ~ 2 ( 0 ' — a .) 2 十 2 °*- 

练习 [46a] 答案 定义 O 的第 y 个元 '素为 0 戸 <X, 6i.. X. 因此有 0=0 X ， 注意 


- (X . - 


' o!!.x ' 


- <X,Of>.) - 


- a - 


X = 

o^.x 




o, 



.c?u 


.<x,av-,. >. 


-O.v-i- 


这建立了分析方程.因为由定义 O h 0 = /v 在分析方程的两边同乘以 C? H 就可以容易得到综 
合方程. 

缠习 [46b] 答案首先，注意到，因为 e° = K 


因为X,为实数.所以上式为实数. 其次， 因为 

F ^ = 7w% Xli 


1，对所有整数/，得到 


錢后. 汴意到因为 


( 過严 )• 

一IV，则有 


F；. 


^ ⑴〜六 gx ， <—n' 


1：式必须为实值. 
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练习 [47] 答案的第 ； 行元素为 e xp ( i 2 j ^7 iV)//?7, t = 0, N-1, 而 ：T 的第 * 

列元素为 exp(— CtiM /N)//??， «=0, N -1, 因此的第 （>, 4〉个元索为 

4卢士 ㈣ v v 

^ fr，0 
1 X l 

=丄 y 1 e i?*0 *"/.V 

i-n 

1 、勺 

而 


I {指数 exp ( i 2» rr ) 圣 咖（2打） 十 ismUjrr ) 等于 1 当且仅当 i 为整数；因为 一（ N — 1 ><) —是< 
/V — 1,所以仅当 >=々时 2 =1，此时上面的最后的和为 N . 因此当时有 = 而 
时我们有（利用练习[29 3 ]的提示） 


〜 = 77( V = t ) = 1^( 


e i 2«0 


e .2«rO 


)i 0, 


因为 1 - e ,z,< >■，*，= 1 - cos[2n(i 一 *>] 一 isin[2ir() 一 *)] = 0. 
练习 [50a] 答案我们需要证明对于 0< k < Y 有 


Fk Tif 十 F.v-* — 2 Tv (F* Tk >). 

首先，注意 

1 N _ l 

— F； , 

其中用到 了亨实 expUSTtOel ， 因为 £ 为整数.其次，注意到，只的第（>/一4)行是 * ••因 
此 ， V *. 的第：个元素为 

( ★「一 *' 、 ) . = _ i _ e - ,z,w * v . 

上式等于 / V . 的第*个元素；即，、*.=，*•••因此 

F* ' •十 Fv-* JF.v *. - F* Tk. hF ； Tl = F* 4 - CF*，*•>*. 

现在，如果 s 兰： r + iy 是任一复值变盘，则 sr + 2：* = j ： + i ： y + i - i ： y i =2 jr =2 72 U ). 我们就可以 
得到结论 F* ，*. +Fv ,Ts *. =2 KCF k 7 k .). 

练习 [SOb] 答案由练习 [50 a ] 的结论可知 £^.*=2 兄 （ f ； A. >. ，的第々行是力《.，因此 
它的第/个分贵由 

e «2»r* N g 2ir V 

~W " 7 ^ 


510 


附录 


给出，并且 F * 八.的第 r 个分置由 

-^F* = -^(A* - iB*) (cos( 2n/ “ ) + i sin( 2n/*/)) 

=-^[A*cos(2«/*/)-h B*sin(2ir/*r) + iO\*sin(2it/*r) - B*cosC2jr/*r))] 
给出，从上面可以得到 2 兄 （ F * JT *.) 的第 z 个分董，即 IV .*.,由 


7^ 


[A*cos( 2 ^/*f) + B*sin( 2 rr/*，>] 


给出. 


练习 [52] 答案注意，对于任何锒数 m ，7 -X 的元素可表示为 

X- m mod \ * X|-„ mod \ « Xjmod \ * *** » X\ - l „ mod S 

因此: T " X 的第务个傅里叶系数由 


夫9 




-iZnmt * 

2 x,, 

v^N 

•V-l 

^ X lmo 


ve 


V^V t 




v/N f ： 

= v / r t 

给出，其中我们用到了下面两个事实：⑴无穷序列 U , m cd . vej w * /J % ，=…，一1，0，1，… } 
是以 N 为周期的周期序列，因此任意 N 个邻接元素的和都等于任何另外的 N 个邻接元素的 
和； （ iUX,』.、 ， r = 0 ， …， N -1. 

练习 [ S 8] 答案令 n =0, 并且定义 + 对）= 2, 3,…，/，其中^用来 

标示 VV 的特殊行（例 如： 当； V =16， 7 = 4时， r , 标示行为 r 】=0， r 2 =8, r 3 = 12, r , =14). 
定义 W 的行 r ,() = 1，2, …， _/) 为 

= [-忐 ，… ，-“ … ，忐，2^]， 

^ ’ ' ' ’ \-*> 个 0 

y i 个 个 


II w v "*= 2” 〗 (- 士 ) 2 +2， 1 ( 士） =^r 丄 ^r 

所以，所有撕~.范数均为 u 另外，如果） </• 我们有 

< w r , w v .>=2 - 卜忐 )( -去 ) +2;_1 (忐 )( - 忐 ) 


1， 


2“丨 


0 , 
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因此 WV . 是规范正交的.接着定义 W 的剩余行 如下： 


因为 

和 


!*. = T i，k W 〜 . ， ） =1，…， J — 1 ，袅 =1，… 

Ww [士，…，士]， 

II w 0 ,*. || *= !| r tjt w v ir = I! w r ir =： 


II Wv_,. II *= = |r = !* 

所以 W 的每行具有 1 范数.闵为 

OV.v-i. = gTTTJ^ 2>- 1 (- 2^)+2 /_， (^)]" 0 

对于 J = l ， …， / 和 A =0, …， 一 1 成立，由此得出 VVn -:. 与 W 的剩余 N —1 行是规范正 


交的.最后，我们必须证明任选其他的两行都是正交的，即 


< W ,. h *. , vw v ,**.> = 0. 

现在 

< W ,. + *., W 7+ r .>= < T 2，t W r .., r 2，i ' W r/ .> 

= W ^.. T z，k T z，k w r/ . 

= w r T . r 2； *' 2/ * w r ... 

i I 

我们能够选择） </ 使 /=)+5, ^>0. 然后 — — 此式说明平移是2/的整 

数倍； 然而，加到 vv 7 .上的量所作的前后平移将导致 wl . 的一 串等值（公共值为0,或 
1/2，*，或者一 1/2> 7 *〉.因此内积总得到为0,得证. 

练习 [66] 答案回忆 V ,是正交矩阵 W 的最后行. VV 』 是 ㈧ 的另外 N /2, 行组成的 N / 汐 X 
N 矩阵.由正交性得 W , V }=0, 其中0是 JV /2 〗 维零 向景. 因此，对于 

pT v t = w j v j = 0 

练习 [97] 说明 V , 的所有元素为1//及，因此上式左边与的元素之和成比例，因此我们得到 
V, 的元素的样本均值为 0. 

练习 [69] 答案假设 { M : / = (),•••， L —1} 是具有奇数宽度 L 的小波滤波器 • 规范正交性 
条件(式 （ 69c)) 要求，对于所有的非 0 整数我们必须有 

L -1 

h\h\)ln = 0 

(这里/»,'三0,对/<0和/>/丄如果 L 为奇数，则1为偶数，因此令 n = (L —1>/2得到（因 
为和 A 【-,#0) 

1.-1 

h\h /rL-i ^ ^oh f.-i ^ 0 f 


这违背了式 （ 69c>. 
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练习 [70] 答案因为彳 A 彳的自相关序列，所以的离散傅里叶变换由 { A /} 

的离敗傅里叶的模平方给出，即 H (/)= 丨 mn I 2 (见式 （36 e )). 使用 exp (- m ) = - l 和对 
非零偶数妫= 0的假设，我们有 

«(/)= 2 h 含 1 + 2 h e "' U，i » 

>• - - 二 u，— 

v ' 

=1+ 2 Ce ' 111 ]^ 

= 1 十 2 [- 1 ]^ * h J e ,u,i 

1^7-1 .r 3.— 

oo 

=1 一 2 h *h,e iU " 、 

j^r 1. 二 3 •… 

因为对所有的奇数八有 [- 1? = ~1.产生 W (/) 十 K (/+*|~)=2 ‘ 

换句话说，因为 U */»,}«：«(•)，所以用练习 [23 b ] 得到 

“h - } f '^[ n ({ hn ({^ j - )] e ^ d /. 

上面说明 《( j ) + W ( + + j ) 定义了一个函数，该承数的逆离散傅里叶变换是指标》= 。时 
为2其他时为0的序列：然而 • 这个序列的离散傅里叶变换是处处恒等于2的函数，即 

^(-f ) + ^( f + y )=2. 

练习 [72] 答案因为对于所有整数“ = I 和对于所有的/，有 K (/) + W (/+ + ) = 


我们有 


h° 


士 （E w ( 奋 ) w v + E w (备十 +) e _ (奋 d) 

ivi} 4 A«*-D 

= 痛《 ) 十《 ( 奋 ++W 、 


k T 

为 / 得到想要的结果，注意 

f 1 

iy" 


^N/2 

10 , 


T 


当/ = o 上式是明显的，而对于其他的/，应用 

f ' 

2>* = 


而 z = e ,J « <a> 


所以 


e i2 * 
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绛习 [ 76 a ] 答案因为沁 =( 一 1)*"/^ <M ， 我们有 

G (/)- 

/-0 

/»0 

= (- \) L , h l e- a ' t,iL -^ n 
/-0 
Lr，i 

— 2 f_ " l_n ， 

其中我们用到了 事实： （_1> L -* = ( — 1>广(° 一 1) i = ( 一 IV ， 因为 L 是偶数（因此（一 l)i =1>和 
(一 l ) _/ = ( —1)/. 注意到 eis - l , 因此 （一 Dke - “，我们有 

L -1 

Gc />= 2 n _ t ? ■"卜卜" 

1-^0 

= e 2 〜 e -如（卜 ，>< 

卜 C 

= e _ ⑽ _”//(+_/) • 

因为 

0 ( f ) G (/) I * = | e -«*’ (卜” H (+一/)| 2 = [ h (|--/)[ 2 = «(+ — /)• 

第二部分容易得到. 

练习 [76 b ] 答案由练习 [76 a ；| 我们有 

卜1 . 
gg , = G (0) - ff ( y ). 

在式 （69 d ) 中，令/=0得到 | H (0)|*+| f /( j )| ‘ =2; 然而，由式 （69 a ) 有 

1-1 

H (0) = ^ A / =0, 

i :0 

所以 |/ f (+)「= W (+)=2, 从而"(+ ) = 士#，建立了练习的第~部分. 

因为对的平方增益函数以 •） 满足以 /) + 6^/++)«2(这是式（761>)的第--部分>， 

我们从下述的公式 （69 d ) 知道 U ,} 必须满足规范正交性质，从而得到练习的第二部分.另一方 
面，我们可以如下直接建立规范正交性质的第二部分.使用沿 5( —卜，，我们有 

Sw = S(-ini = £/•? = !， 

t 着 a /—o t^o 

因为小波滤波器有单位能纛（式 (69 a )). 第二，对于所有非0整数均有 

L-l L - I 

2 (-1 ) 1< 1 a w -, (- 1 y ^ 1 

/-0 / =0 

L -1 

~ ( — J l) h Ll ^ l h l _ lm ^ {nZm) 

/«0 

t -\ 

= 2认-2" = 0， 

/-o 

闶为 小波滤波器与它的偶平移是正交的(式 (69 c )>. 
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练习 [77] 答案对于所有整数 n 我们有 

OO 90 

2 glht^ln = ( 一 一 /A/ ， 2*i 二 S ， 

i » — «>U / 二 — OK： 

如果由 Z 用变; ft 代替 m = L — 1 一/一2«(所以 l — L —\ — m —2 n ), 我们有 
S = (- 1〉 <L_ 卜 卜卜 

綱 _— OO 

ou 

= 2 (-m 卜 m (因为 l 一 2 ” 为偶数） 

= X] (一 

M «s—oo 

vo 

=— 2 (— =— s, 

由此得到所箔的结论 s = o . 

另一方面这里是和练习 [78] 解法紧密相关的频域方法.因 此幻为 实值.从式 （36 d ) 可知互 

相关 

g *h ■妄 gth/in 

的离敗傅里叶变换由 （T (/) H (/) 给出. 令 b 斤 g * h u . 我们需要证明对所有的”有乂 =0.由 
练习 [23 b ] 得出 {6,} 的离散傅里叶变换由 

B (/> = +0 (f )«(f )+ G *( i + i )«( f + |)] 

得出.式 (76 a ) 说明 G (/)= e - a * /< ，- u //(~|~-/)， 因此 

G *(/) = e a ”’“ " fr (^--/)= e ' I - / a *- l > H (/~ y )= e * 2 « /< t - ,, H (/+ y ), 

因为对于实值序列 ， fT (/> = H ( — /)( 见练习 [22 b ]， 并且 f /卜） 是单位周期函数（参见练习 
[22 a ]). 因为 Gh ) 也具有单位周期性，所以上面方括号里面的项变为 

..„(+ + + ) H ( + ) +e M_a-n H (+) H (j + +) 

= e wn[ H ( j + + ) H (|)+ e »a-» H (|) ff ( j + 

因为 e ,,r<L ~ ,) = ? [ e i,l ] L ~ , =[ — l ] 1 *" 1 = 一1(回忆1^—1 必定是奇数）.因此对于所有/， B ( f )=0 9 
这告诉我们对于所有的 n ，6.-0. 
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练习 [78] 答案由 

，*心=•(务)《(♦)"、• 

y . I --1 

= 去(卜 (±)H(A) e ^ ， v + | G . (^ + |)H(A + |) e .WW)) 

= ^E[G*(^)H(^)+G*(A + |)„(^ + |)] e .-- 
得到第一项展开式.为了得到第二项展开式，首先注意下述的 事实： 

G (/)= e -叫" n H (+-/) 由式 （76 a ) 

G * (/)- e u ,{ L ~ l ) H ' ( y -/)= e a - /a i > H (/- y ) 

G' (/+y)= e ^/'»/*>a-n H( p =-H(/), 

其中我们使用了事实 e wa l> =(f — l / is — l . 因此厂为偶数.因此 

G ， ( 奋 ) h (*) +g . ( 奋 ++x++) 

因为 h ( o 是单位周期函数，所以 H (^- y ) = H (^ + T )- 

练习 [91] 答案令 U ,}*- A (*) 表示新的滤波器.因为 

| « / 是 m +1 的整数倍； 

a t — I 

\ 0 , 其他， 

如所需要的，我们有 

(_ • na.-i) 

AC /)= 2 a / e ~ a，/， 



= 2^ e " ，2B<>，，：；/>， 


— H ([ m + 1]/). 

练习 [92] 答案因为 {U 一叶 （•> 和 H : (/) = H (2/) G (/>, 我们有 H :(0) = H (0 K ；(0> .因 
为 H (0)= ^1 = 0,我们得到所求 

I 

L z~ l 

h z (o) = y^fi2j ^ o. 

/ = 0 
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当时， U 2 .,} 的元素形成离散傅里叶变换矩阵 W 的其中一行的元素因为矩阵 W 是规范 
正交的，每行必须有单位能掛，因此也如此.另一方面，用帕塞瓦尔（式 （35 c )) 定理得到 

f ' W * C /) d / 

= f * 2 n(2f) 0(f)df 

- yf , 

就像证明练习 [23 b ]— 样，我们把最后一个积分分成 5 部分并且用积分变童代换得到 
= J 2 W(/)d/= /t? = 1 1 

其中我们用到了 4 + ) + ++)=2 和再次用到帕塞瓦尔定理. 

为了说明彳心.,}对于偶平移不能是正交的，假设结论成立.因为它具有单位能量，所以它 
的平方增益函数必须满足正交性条件％ ( + )•}■ + 对于所有的/都成立.然 

而，对于/=0和使用沁 （/> = W (2/) P (/), 我们有 

H ： (0) -I- W ? ( y ) = H(0) G(0) +W(l) ^(y )= 0, 

W 为 W (】> = H (0) = 0, 导致矛盾.因此彳 A 2 . j 对于偶平移不能是正交的. 

第二层哈尔小波滤波器由 

给出. 这个滤波器和为0并且具有单位能 ft , 但是 

i]n . 2 = + • (-+)++• (~y )= - y 尹°， 

因此式 （69 c ) 不满足. 

练习 [95] 答案注意 P * = VV * r W , • 所以 I ! P * II * = W * r W * W * T W *. 因为…扃，我 

们有 

VV > W* T ^ AA .., … 九 < … AUbJ 

== BkAi-i — Afv/J … A ]. x B ] 

= BkAk-i •** Aj.. : B] 

=BtBj 

= r 、. 


w 此 


II Vk II / = Wl\v t = li W k ir. 


类似地， « S , | P = li v , | i *， 并且结论由式 (95 d > 得到. 
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缟习 [96] 答案练习 [28 a ] 的结果说明了等价滤波器的长度是 j 个独立的滤波器的长度之和 
再减去 >一1 得到.现在，第4个滤波器 a = l , …， ）) 有2*— 1 个0,紧接着 A —1 个非0元索，因 
此有 （ L 一 1)(2* 1 — 1〉个0元素和 L 个非0元索，总共有 ( L 一 1>2*^+1个元索.因此.因为 

' = 2, - 1, 

滤波器大小为 

t 

2[(乙一 1)2—* + 1]- O'- 1) = (2 J - DCL-l) -I- 1 ^ Lj. 

级联滤波器递函数是单独的传递函数之积.第一个滤波器具有传递函数为 G <_) .第 
二个滤波器由对第一个进行上抽样得到，因此练习 [91] 说明了它的传递函数为 G (2/ h 并且 
第三个滤波器由对第二个进行上抽样得到， 因此它 的传递函数为 G (4/); 重复这个过程.芮 
先的 >一1 个滤波器的第々个的传递函数为 G (2* 】/).类似地，对于第）个滤波器的传递函数 
为因此所有这些的乘积就得到了式 （96 b ) 给出的 
缟习 [97] 答案离散傅甩叶变换矩阵 W 的最后一行 Vy 由 

[g'j.S -l .••••«；. I . 其 U 

给出.考虑 

g ( 心於 - 秦 ^ 

为了使得上式等于0,从而得到对于/=0 ,…， N — 1有 <.,=+. 为此，注意因为 沁是止 
交阵的一行，所以必须有 


( z .，)* = 1 . 


因此 

S(W 


然而 

V -1 L J 

^ g e j-i — 2 
/«»0 /**0 

I 

gjj = Gj (0) , 

从而 




r= 2 

1 y/N 

冋忆 




Gjdf ) = 

jjc ； ( 27 >* 

/ Q 

我们得到 

J-l 

G；(0) - JX G(0) = 

L-l 

- 11 ( 2, 
/r?0 l -r C 

因为 N=2 〗 ， 我们得到 G ; (0) = v ^7, 这就达到了我们的 S 的. 

因为 v,= [夫 •. 

..， 古]，由此得到 



W N _ t = VjX = yN. 


因为 V / 是定义 1 X 1 矩阵，它的单个元素是 . 丨，那么必定为 N 维列向 M ， 其兀 
索均等于 X . 
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练习 [102 a ] 答案比较式 （95 e ) 和式 （96 e ) 可知，我们能够用 Un ,} 和滤波器 U , 丨的卷积 
构造{~.,}，该滤波器的脉冲相应序列为 


即，我们有 


h ° ， 21 ^扁…，、 

2卜 *-1 个0 P _l -1 个0 


[ A " 〆 ， ，/ = 0,2，-，•…，2卜 1 a — 1) 

:0， 其他 • 


因此， h f . t ^ 2 ^-1.^/-- 作代换 m =2〃4 就得到第一个 结论： 

fb“ = 2 hkg^u-zi^k 


^ / = 0* —, L y — 1 

***0 

(为了构造我们仅需要在定义时用办代替 A ,>. 

对于第二个结果，从练习 [91] 知其中 A (/) = H (2，]/). 因此，从式 （36 a ) 
和式 （36 b ) 珂知，丨和的卷积的傅里叶变换由 

- «>(/) 

具 体化. （类似的讨论得到> 

练习 [102 b ] 答案令 <«,} 在的元素之间插入单个0形成的滤 波器： 

f = 0,2,… , 2 ( L,-i — 1) } 

lo , 其他. 

首先我们证明和 { g } 的卷积产生其中，从式 [96] 知道 

1-2 

H ,(/> = H (2^ , plT G(2， / ) - 
1-0 

为看到此，注意: A , ,,/>-«,-】（•），其中 

;-3 

H ; l (/) = H(2 广 V) IlG(27>. 

卜0 

使用练习 [91], 对的传递函数定义为 

H 广,(2/>=出2厂 2 [2/])行 GCm /]〉 

/-0 

/ -2 

= H (2 , - , /> rr G(2< / ), 
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图519 对滤波器 U d = _1 A /^, a ,= O t 叱=0, «, = _1 A / D 的平方增益函数 >!(•> 


因此和{沿}的卷积的传递函数由 

卜2 >-2 

Hi-i(2/)G(/) = [H(2 > - , /)TT G(2， / ) ] G( / ) = H(2 i ~ 1 /)]J G(2/ /> = «>(/> 

/-I / =0 

给出.因之我们能够写 

_=— <» 

作变量代换 l~m = 2 k 得到所求 

~ S -1 -1 

^ 2 = X )幻 Z *•* 1. 

轟= 一00 1«0 

(我们能够用类似的方法得到{幻.,}的公式 .） 

练习 [103] 答案因为 

s ^ = i ] 一 = 2 ，* 而 = s ^ 

^•― oo 1=0 乙 /=0 “ 

利用式 （103) 就得到所求 

(公〜) 2 

width . { g „,} = f ~-~ -- = 2 ; . 

2 A 

练习 [105 a ] 答案因为 

3 3 3 

y ^ g / = 0 ， =* 1 和 y ^ a < a /^» = o 

/ = 0 i *»0 

对于所有的非 o 整数” 成立， Ud 满足小波滤波器的定义（见式 （69 a )、（69 b ) 和 （69 c )). 它的 
传递函数由 

3 

A { f 、 三 



e -iun 



= 丄 e —，"/ [- 2isin(3ic/)] 

y /2 

给出.所以平方增益函数由《4(/)= I A (/) I * =2 sin 2 (3 n /) 给出.图 519 给出了 *4 (•) 的图形， 
由图明显不是高通滤波器. 
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练习 [ lOSh ] 答案对滤波器 U D = 1, 〜=一1}的传递函数是 
1 

D(/) s ^ a t e " 12x0 = 1 — t' anf — e _i " r [e_*’ 一 e _ *_’ ] = e _1 " [2isin( ], 

/ = 0 

因此容易得到 P(/)E I D(/) I z =4sin 2 (jr/). 

练习 [106] 答案为了方便，令 Af = L /2, 

/ M +/ 

C 主 cos z (jt/> ，S ^ sin J (w/), M, = | ^ 

从而 

v-i 

g ,IM (/) = 2 C m 2 M ^ s， 和 H ,m (/) = 2 S M 2 wrC , . 

/=-0 

注意式 （ 76b), 条件 W (D> (/) + H <D> (/+ + )=2 等价于 + 因此我们必须 



证明，对于所有的正锒数 M 有 


c M 2 M ^ S/ + sM S M rc , 


(520 a ) 


我们用归纳法证明.当 M =1 时直接得到，因为对于 M = l ， JW a _ = l 并且 C + S = co # U /) + 
sin 2 («/) = !. 下面是归纳过程.我们必须证明，给定式 （520 a )， 由此得出 


现在 


C Mn 2 M < S< + sMU SHC ' 

卜 0 /=-o 

M M 

C MH 2 HS ' = C ^ d - SJ ^ HS ' 


因为 


M , 


/ M + /\ / M + / — 1 \ 

M -=( , hi ) 


(M+/)! 

M\l\ 

(M+l- D! 
M\(l- D! 

(M- /)! 

- (M+L-l)! • 1 


M\l\ 

(M+ / ~~ 

1)!EM+/-/] 


M\l\ 

(M+/ — 

D! 


(M- 1)!Z! 


( M +/-1) 


(520 b ) 


CT 芝 ] [Af,S ’ 一 HS m ] 

/-o 

/ = 0 卜 1 

[1 + 2 [灿一 Mh ] 穿一 ]. 


M 7 , 
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我们有 

M M 

C M ' 2 HS' = C M [l 4- S' -M m S m，1 ] 

/-0 /»J 

=cr [ 2 M r5 y -f M M S M - M M S M i ]. 

/^O 

另外，式 (520b) 的第二项也可以表示为 

M M-1 

S M+, = S w + M mC m - M m C^ ']. 

/ - •) / -=0 

因之，应用这两个表达式和式 （520a> 的归纳假设，产生 

c ^" 2 M < S, + s m * 1 2] w ：, 

/-=o /-c 

=1 + cr (MmS m - JVf M S MU >4 - S M (M m C m - M m C^") 
=1 + 2C m S m M - m - C m S m M m (C+S) 

^ 2 + 2C m S m M m - C m S m Mm 
=H-C m S m (2Mm-M m ) = 1, 

其中我们用到事实 

/2M— 1 \ /2M\ 

2 M m - M m =2( m )-( m ) 

(2M- ])! (2M)! 

〜 M!(M - lTj _ M ! M ! 

__ 2M • (2M— D! - (2M)! _ _ 

MjM! 

练习 [111] 答案 像要求的.我们有 

9C- 

LT <0 (/)= 2 2 吣，如" 

/=■ ^ 

=e' 2 "^ 2 * e tt " A L7(/). 

练习 [112] 答案式 （ 76a ) 说明 

G(/) = 


因此我们有 


H ( j - 广 , _,,G (户. 

令/ ^ = ■一 /, 使用因为 L 一 1 总为奇数，我们得到 
H (/)= e , *"< i ^ / ) a ~ n G ( y -/) 
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练习 [114] 答案因为汉说（《)是对 G (_) 的相位滷数，我们有 （；(/>= | G (/) 

因此 

>— 1 >-1 |-1 V* •⑹ <2，/> 

G t Cf) = Jl G( 27 ) = n [I G( 27 ) I 〆〜"]：=[IX I GC2 1 /) | ]e ’ 々。 ， 

<*0 1=0 /-o 

则对 （;,(•） 的相位函数由 

6 j G) (/) = ^ d ( G ) (2' f ) 

/«0 

给出.由于— 1，在上式中使用 0 ⑹（/ >々2 n / v ， 则 

/-0 

广 1 

dr < P ^ 22 h( 27 )v = 2死 /( 2 , -l)w = 2死八严， ( 522 ) 

卜 0 

而#妄⑵一…否则，因为沒⑻ ㈠ 是对出 •） 的相位函数，则 H (/)= | 出/) | # <M> 
因此 

H,(f) = H(2^'/)C,-i(/) =! ||G,-,(/) I 

所以对的相位函数由 

(2 > , /) +65-1 (/> 

给出.在上式应用 (? w (/) 勿一 2 n / a-l + v ) 和式 （522) 得到 
(9 广 （/) «»- 2ir(2 广 '/ML- 1 +v)+2»r/(2 厂 1 -l)v= 2 k/C_ 2，~ l a - 1) - = 2nfv l , H) , 

而 v )«» 空一 [2 厂 *( L — l 〉+ tO . 

练习 [116] 答案 LA (8) 尺度滤波器具有宽度 L = S , 所以式 （112 e ) 表明 ,= -y + l =-3. 


式 （〗 14b) 现在表明 

f — 4» > = 1» 

v； H> =-(2^ J [/-- l] + v) =-7. 2^' +3 = J-ll, > = 2, 

1-25, j = 3, 


另一方面，式 （114 a ) 表明 

^ c > = (2 1 - l) v =-21. 

由于这里〜 = 1,指标/和组成你1的小波系数彳 z = 0， 1， …， 63} 的实际时间之间结合， 
由表达式 h +(2( z + l ) — l + i ^ H > m 0 d JV > 给出，所以我们有 

(142, t = Ot 


144 ， f = 1; 

18 1 t = 21 


实际时间 


17 +(2 卜 3 mod 128)= < 


20 , 

22 , 


t= 3; 


138, 

140. 


t = 621 

t = 63t 
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指标 f 和组成 VV 2 的小波系数 { W 2 ,, : /=0, 1, ...» 31} 的实际时间之间的结合，由表达式？。+ 
(4(/+1〉一 l + y ^’ mod 』 V ) 给出，所以我们有 


137, r = 0； 
141, f = l * 
17, t = 2» 


实际时间 


17 + (4 卜8 mod 128) 


21， 

25, 


t = 3； 


129, t = 30 ; 

1133, / *= 31? 

指标 / 和组成％的小波系数 { W 3 . <: z = 0, 1,…， 15) 的实际时间之间的结合，由表达式心+ 
(8(/+1)—1+# > 1110<1^0给出，所以，我们有 


127, t = 0 ; 
135， t = l s 
143， t 2; 


实际时间 =17 十 （8/_ 18 mod 128) 


23, 

31， 


t — 3 t 


111， r — 141 
.119, t = 15； 

最后， 指标 f 和组成 V 3 的尺度系数/ = 0, 1，…， 15} 的实际时间之间的结合，由表达 
式《。+ (8“+1) — l + i /^ mod N 〉 给出，所以，我们有 

131， t = 0； 

139， t = 1； 


实际时间 = 17 4- (8/- 14 mod 128) 


19, 

27, 

35, 

115, 

123, 


14 i 

15. 


图524给出了作为实际时间函数的 IV ,, V 3 元素的图. 

练习 [ in ] 答案用山 卜 卜，，/= 0 , — , h — i 定义反向滤波器•那么 

A(f)^ T , a ^ Uf， = Egt-twe 2 ^ = 

/ =0 / =o /»o 

L -1 

- e -W"--n 

1^0 

= e -^ ( t - n G * </), 

因为其中{沿}是实值的 • 

线习[118]答案由于 5]^' ^ 2^^ = 我们有 


e { g ,) e { h ,) — yi/gf + D 执？. 
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实讀 Hj 

m 524关于时间序列{兄：/=0, 127} 的 J 。 二3层的部分 LA (8) 离散小波变换的小波和 

尺度系数，在 X „ = l 时时间序列全为零. X ,的第 r 个值与实际时间 f + 17 有关•因 
此与实际时间80有关，在上图中用细垂线表示 


应用式 （75 a )， 则有 


2>卜 2 >t 




l ) h ) 


从而导出所需要的 


I *> » 

-{/?/} 4-e{A/}= y] ( /, — 1 — oh] + 


= c l—1) l— i. 

/-0 

练习 [139] 答案 V , 和 W, 中的受影响项的部分分别为 + L — 20/ N 和 
VL )/ N . 对于大的 j , 我们有 L ( = L —2. 因此受影响的比率为 

2nA+L, -v _ 2 j (L -2) + (2'-l)a-l) + l-2' 

2>L ； 2^(/,-2)~ 


2 , 
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缠习 [149] 答案由于 L )>0 当且仅当 L >4, 我们有 

L, = (2^ -1KL-D + 1 ^3 - 2>2\ 

为/证明 J ，>2' L ;， 令 = 而 r =( L -2)(】一 士)和0<在<1，那么 

^ L ) = 2 V + (L 一 2) (2, - 1) + 2^ 

= (2 j -1)(L- 1) + 1 — （ 2, 一 1) - 1 十 2W = +2M^- 1). 

因此 

L , = 2^1/ j-h 2'(1 — 5) > 2>//>. 

练习 [166] 答案注意到 



交叉存取上面两式，我们能够写 



类似的论证产生 + A r v 1 ++4, 1 v T .,= J 1 

练习 [167 a ] 答案由于析# 1 =+ ( 树你 1 +码.,〜, 1 >并且由于氏 0卜！糾及 
N / 2 ，则有 

it Vi r= ii bjw,w s =^- it 对 w,+ b t 7A w ta r 

4 

= BiBlW, +W}., +WjBxB T r. i W T . l +W T T , l B T , i B l l W l ) 

« i - ClV ^ W , + w \ a W ta + W ? B , 码 .】 W 7 ., +W J TA B T .iB x l W ,) 

= 4-C If P+ \\W. TA \{ 2 -hWj B^ 7A \y. T .x ). 

4 

由于 II r = j ( II ||*+ji w T>1 li z ), 并且标童 W 7 氏 w TA 等于它的转置 
，我们得到 

It Pi ll J = y( II Wi V+Wl ). 
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练习 [167b] 答案令4?>是<:&>的长为 /V 的周期化序列： 

rA ,, 0 </</.- 1 f 

A ；= Jo , < N - 1, 

^/mod .v » / <C 0 or / ^ jV. 

以类似的方法定义 UJ}, 那么以 t 的第 (j‘，々) 个元素由 

V I S- \ 

~ /A * h ° ih \^ j\i 

/ =o /-J 

L-l 

= 2 W *-”" o<y,^<N-i 

* 卜 0 

给出，并且间样地存在2[兄的第(）， *) 个元素七.*的类似表示.因此苔 T A , 的第 

( j ， 幻个元素由给出，所以只需证明在 * 时= 否则等于 0. 当）-=走 
时，我们从式 （〗63a) 的中间部分得到 

f > k.k = 2[石:] 2 = 2 w =如 
/=0 L 

我们类似地有仏*= + ,由此得到〜,*+〜* = 〗•如果对于一些非零整数 m 满足4 一 j = 2m, 
那么 

t.-i 

b r k = h°/h 2m 1/ = hi h 2 m U mod \ ^ 0- 

卜 0 l^c 

因为上面第二个和对于一些 m' 可以写成一个或者两个的形式 

2 hth Zm l 
卜0 

的和，由式 （163 a) 的最后部分它等于零. 对于义 .* 有类似的结论，所以当！丨是正偶数 
时， 6 ; .*+flM=0. 最后，如果 A — ; 是奇数，首先注意式 （163d ) 的第一个关系式和以及 
Un 的定义告诉我们 

g °,= (- 1) MJ hU-x 对于所有的 /. 

因此我们有 

v-i .V- 1 

b,.k + a,.k h , h i -,. l -\ - ^ g t gk - j-i 

/-o 1*^0 

= ^ Ar A *_>•/ + 1 ) l * 1 (— l)^ ,n 1 i 

/■-O / -«0 

N-l V 1 

〉: h / ft k - j 、 t 一 l f — i—i 

/ = 0 <»0 

N-l V-l 

= a *；,/ — ^ 

/ =0 

N-l V-) 

*-•>" 一 ' Zh . h ,-,, 

|«0 f—0 

.v-l .、* —1 

— h , iu - jii — 2 An*-) A, = 0, 

itaQ / »o 
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这就证明了提示. 

由式 （165 b ), 我们有和分别用左乘第一个式，用义 f 左乘第二 
个式两边，然后相加得到 

Bj iv, + Aj V, = Bj BtX-^Aj AiX - CBj B, + A t )X = X, 

其中我们使用了提示.用 X T 左乘上式的两边得到 

x T Bjiv t +x T ^V! = x T x ； 

然而，由于和 f ?"= X T 义' 上式变成 

iv[ w, -t-v7 v, = x T x, 

即得所求 

II w , V + || v , ||*= \\ xv . 

练习 [171 a ] 答案 令{幻和是周期化和 = 幻获得的长度为 N 

的滤波器，注意到奶一{异(奋）}和<云:卜 { e (奋） }• 现在， 

〜 * V ^ 1 〜 

W^I.I ~ K 。/ X 卜 i mod >i 和 V|“ = S n»od N- 

令 UW 为{兄}的离敝傅里叶‘换，则有 

用帕塞瓦尔定理（式 （36 h )) 可得 

和 

|| V ,去智！5(务)| 2 1不1: = ★,(♦) iu . 

相加可得 

II iv, II* + II V, ir-= -^2 1 不 |2 ( 只 ( 奋 )+ 泛 ( 奋 )) = 去 2 1 1 * = •' x H*• 

其中我们应用了（丨〉对于所有的/, nif ) + Q ( / 〉 = H 参见式 （ l 63 c )〉 和 （H )再次用到帕塞瓦 
尔定理. 

练习 [171 b ] 答案 中的元素只有 <1。,,}， 这是用 U ° V ,} 循环卷积{足}的结果（参见 
式 (170 a >). 由于 { g 。.,》 是周期化为长 N 的结果，并且我们有 
(这由练习 [33] 得到）.如果让{不}为的离散傅里叶变换，则有 

{V; 0 .,)-{Gy 0 (奋) 芯 }. 

其次注意，如果 U ,: /=0, •••, N -1} — { A *： 务= 0 ，…， N — 1}’ 那么 A » = iVa , 其中“是 
U , 丨 的样本 均值.现在得到的样本均值由 

1 八一 1 〜 

-^G ； 0 (0) Xo = -jy (II G(0))NX = X 

给出，从练习 [76 b ] 中知 （；（0)= 乏]心含#,所以 5(0) = G (0)/ W =1. 在关系式以=士 

I 

iuii * — P 中用彳替换 u 」， 现在得 到&。 ^的样本方差去 11 < n z . 




528 


附录 


练习 [172] 答案 T >^ 和元中的元素由 

•V -1 ~ S- 1 ^ 

T)).t = Wi./U mdJ .V 和 S M = 2 ^ ^ l.n/«od S 

卜 f . /二0 

给出，/ = 0, 1,…， N - 1 . 如前， <5,., >可以认为是循环滤波滤波器的离散傅里叶 
变换是丨 (#•) 卜另一方面，彳可以认为是具有滤波器彳 ZO 的循环滤波彳 X ,}滤波器 A ?} 

的离散傅里叶变换 (6(—)}. 令 U *} 为{ X ,}的离散傅里叶变换，则有 

(X 务 {| 异(夯)|、卜{只(夯)斗 

同样 {U — (0( 奋)尤* }• 相加可得 

- {(只(务)+泛(务))不} = < Xk ), 

由丁对 于所有的/有 H (/) + G (/) = l ( 参见式 （163 b )>. 由于{兄}9彳不}，对于所有的 r 我们 
—定冇 + 即 X = P ，+5,. 

练习 [17 S ] 答案令 {&,.* >是<\^., } 的离散傅里叶变换，令 {&,.*} 为的离散傅里叶 

变换.由式 （175 b ) 告诉我们{分,.,}由循环滤波形成，其滤波器的传递函数由 6(2' 1 /) 
治出，则有 

W,, t = H(2-' 备、 h; 

同样，从式 （175 c ) 得 

UP 1 毒) 

式 （175 d ) 的右边第一个和是与 <分,.,}滤波器的互相关，而滤波器的传递函数由只（2』」/)定 
义，所以，我们有 

i 2 L 命 /■"，，—、 }*-► { H • ( 2 ,1 ♦)☆，，*}* 

卜0 

同样，对于第一个和有 

{ S g ! 匕，】一、卜 {5. ( 2; l 务) t .*}. 

r o 

式 （175 d ) 右边的离散傅甩叶变换因此由 

H * (2- 1 +)〜.*+☆ 卜 1 去)之,* 

-H* (2^ A)H(2^ 1 ^)V, ,*+G* (2 - 备 ) d [2 卜、备)之 -、•* 

= (|啡 H + I d ( 2;_i 夯)「)‘ 

- V,^k 

给出，由于对于所有的/有丨 H ( /)| 2 + 参见式，即 


式 （175 d ) 的右边等于 V , — ,.,• 
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练习 [208] 答案我们有 


H 



AiBiBjBj 

Ar 

B z Bi 

lB\A] BjBl O 



BzBiAj 

- 」 




A l A J l ^ 


A 2 l^Bj A ? 0^ 

B ? l^At Bi BiO ^ 

O^Aj OnbJ /n 

~AtA] A2BJ O^.f 
BjCz 3zBl 0 ^!.n 

° f ^ ^ . 



因之， «2 «t 

练习 [223] 答案如果我们使用 m( I U )= 丨 Wj .,., I *, 那么对于任何的 CC#， 我 
们都有 

2 M { W ,. n ) = 2 11^- II 2 = « m *， 

因为每个变换都是规范的.因此，对于这个价值泛函，每一个可能的变换都要满足最优性 


准则. 
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练习 [230] 答案由于对于所有的最接近对称和 coiflet 滤波器， v <0, 我们能够写 
Vj.m = — I v I (2^ — 1) — S,,”,l (L — 1 — 2 I 1 / I) . 

所以 ^.<0 当且仅当 

UI +1 — L)<U 丨(2>-1). 

由于丨 d (2> — 1)>0和上面的不等式成立当且仅当 （2 | v | +1 -LX 
| v 丨，即 I v 丨 < L -1. 从式 （112 e ) 我们可以推出对于所有的最接近对称滤波器 ，丨叫 < y -2 f 

由于 |_2 <L — 1总是真的，由此得出丨 v 丨 < L ~1 成立.对于 coiflet 滤波器，我们总有 | v I = 

y -]< L - l , 所以结论成立. 

练习 [233] 答案如果 > = 】.我们有 

n»0 

=1 M 0 (/) |*+l M ,(/) |* 

=1 G 0 (/) l*+l «,(/) I 2 =]， 

其中我们回忆和 c 1 . 1 =[ l ] = [ c 1(1 . o ]» 并且上式中最后一个等式就是式 
(163 a ). 因此这个练习在时成立.为看到对 j > l 时也成立.我们要求 

2^-1 龙卜 1 - 1 〜 

m(/)r = E \ up \\ 

n 嫌 0 » 膠 '0 

我们准备由归纳法建立练习的结论.为了证明上式成立，注意 

= Ell |M V -(2-/)1*. (530) 

«s0 w=0 m=*0 

并且考虑前两项相加： 

n | M ( j . o .„(2-/)| 2 + T 1 

im 禮 0 摩 *0 

=(n I M tr o. m C2-f) 1*)1 (2-/) I * 

m>0 

+ ( n I 4.4(2"/) I * ) I (2-/) 1 1 

» —0 

=(n I .o.« (2-/) 1 2 ) ( I Mo (2"/) 1 2 + IM. (2-/) 1 1 > 

m»0 

=(XI I M t ._, .0.-(2-/) I * ) < I C(2-/> 1 * + I H(2-/) 1 1 > 

m = 0 

=I 从 .— . 。 ._(2-/) I : = |1^ 广 1. 。 (/)1*; 
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这里我们应用事实：^^和的前个元素和 c,-,.。 中的元素是相同的，而最后的元素分 
别是0和 1. 以类似的方法，式 (530) 中接 F 来的两项产生 

n IH ; .2.»(2"/)| 1 + n |M. r ，..(2"/)| J 

觸 =0 w=0 

=(XI I Mc._, ( 2 -f) I 2 ) < IW, ( 2 -/) 1 1 + |Mo( 2 "/>l*) 

(2” 川 *)( |H(2"/)| 2 + |G(2"/) I*) 

wi-0 

=n | 兑广 1 山 -(2_/)1 2 = io”】. 1 (/)is 

其中现在我们回忆：•，的前>一 1个元京和中的元素是相同的，而最后的元索分别 
是1和 0. 由于式（530〉中的相加项数是4的倍数，而且每 4 个一组可以像前4项一样处理， 
因此证明了结论. 

镓习 [240] 答案我们有 

< X ft, ，0 ( X <1, ) T * ,n 

= <x,rf Xo ><(x-r l) ) 

=〈 KoXdy ' X - rfW 。， 

所以，如果时结论 成立. 为了证明这是真的，注意 
<X <l) = <« X,d yo >d ro ) 

— <X,rfy 0 > = dr 0 X. 

因为畋 、= m ,。r=i . 我们有 

||X|| 2 = II X n> +J? ,:, II 2 

=||x n, ir+ || Jl ⑴ || 2 +2<X U, ,R' :, > 

- ii x ⑴ r+ ii a n) ii *, 

另外 

II x (l> II 2 = II (X,d 7 o )d To II 2 

= i < x ,^> i 2 ii d 7o r 

= 丨 <x 人〉 V， 

这就完成了 练习. 

练习 [261] 答案我们有 

E{(X-a) 2 } = E{XM — ZaE{X) + a 2 ^ q(a), 

这是个关于 a 的二次 函数. 为了确定这个函数的极值，我们对于上式关于 a 求导数，得到并 


K 置结果为0有 


d< ? ( ^2 =- 2 E{X) + 2 a = 0 
da 


(由于二阶导数是2,这个极值事实上是最小值）.上式等价于 a = 
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练习 [262a ] 答案 令 a 和 《i (*r 。 ， x t )= j « + xi . 这个变换的雅可比 （ Jacobi) 
行列式是 

1 0 

J = =1. 

1 1 

而有= «n ( J "。 ， ) 和 = mi ( jr 。• xi ). 我们可以得到它的逆函数 wo ( jy 。 ， ) = _ yc 和 
v , ( y 0 . j/i ) = ^1 因此，我们有 

/y u .y 1 (>，％)= fx Q .x, = /x 0 .x, (yo »>i — >o). 

练习 [262b ] 答案 回忆方阵的迹是它的对角元素的和，因此有 

N • I 

tr {2U = J] var< X, }. 

I « e 0 

因此我们需要证明 = 如果 A 和 B 是使乘积 AS 是方阵的矩阵，在矩阵理论中一个 

标准的结果就是 HAB 例如见 Graybill， 1983, 9. 1 节). 于是，由于 O t O «=[ v ， 

tr{2v }= tr(OX x O T \ = \t{S x O t O}^ tr{I x I^}= tr{S x } 

对于正交变换成立. 

练习 [263] 答案 如果; / X =0, 那么由式 （262 b ) 得出埒= 0柙= 0;同样，如果 厶 - V/.v 
那么由式 （262 c ) 得出，由于 aO T = \ 规范正交 ， Sy = OXx 0 T ^ a 3 OJs O r =< r t OO T = a 2 Is . 
由于 x 的多元高斯分布也隐含着 v 的多元高斯分布，我们能够推出，因此 x 和 y 的统计性质 
是等 同的. 最后 • 如果 //X 麥0,我们仍有&=厶，但是现在押不需要等于例如，假设 
/«==(>， P ] T ， 考虑它的哈尔离散溥里叶矩阵 



对这个矩阵， 

练习 [26S] 答案 使用 r〆 们的定义，我们有 
E t {rj{6)}= ^rA6 0 ) / ， ( 此 )dd, 

=J(| /(d(jr)^o)/x.^* n ix)dx)fM)6d, 

=jj Hd(x) ,0 n )fx ^t a (x)f 9 (6 0 )dxddo. 

由式 （260〉， 我们有八 《、 U )/»( ft «) = / x ，#( J ， 汍）；而 / at .»( i ， x =.(0 o)/x (•!•), 所以 
有 

E 9 {rj(d )} = JJ* Kd(x) ， 0o 、 )dxd&^ 

=J(| d( jt) ,ft,) /« ,x-^ ) AOo ) /x C j) d j. 
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练习 [288a] 答案首先注意到，因为兄三0和对于所有的《成立，我们有 
E { X 0 }*0, 而对于 f >0 和我们分别有 

t !|;-1 

E { X .) - = 0 和 EU ,} =- 2 E < e -^ = 0 

• = (> 

对于所有 If 丨>0成立.因此随机游动过程的第-个矩不依赖于 〆 这时要求是平稳过程）.现 
在让我们考虑<不}的方差.我们有 vaHXjsO , 并且对于 f >0， 
var{ X, > = E{Xf) 

^ £ { ( 2 I f -)( 2 «- ) } 


I t 

= 2 2 £ ^ c - e -' ^ ' 

1 u - l 

由于非零仅当“ =«/ 成立，这恰是在二重和中希望的 i r 丨.由于 var { X ,} 依赖于 r , 随机 
游动过程<兄}是非平稳的.为了确定 ( b ) 部分， 设 Y , 至 X t ~ X , | 为的一阶向后差分.对/ = 
1，我们有对/>1，我们有 

I f-1 

Y, — 2 £ - 一 2 e « = e * » 

«=^ 1 «*^1 

对 t = o , 我们有 y Q = x 。一 x _,= e <) » 并且 r < o , 我们有 

1»1-» ii - n-i 

Y, ―― y!c-« 4- e -« = 

•*■0 «*0 

于是 { y ,} 是白噪声过程 U , 丨，所以{ X ,}的一阶向后差分是平稳过程.为了确定 （ C ) 部分，注意 
到，由于白噪声过程{1丨的谐密度函数由 Sy (/>= d 给出，由此得出{兄}的谱密度函数由 

=兔」 L - 

4 sin 1 (jr/) 4n 2 f 2 

给出，其中对小的/近似成立（因为对于小的: r 成立） . 

练习 [288b] 答案由于对于所有 f E { LU ==0, 由此得出 

E{X 4 }= E{a 0 +a,« + U,} 


—an + ajtf 

这依赖于《，所以彳兄}是非平稳过程.为了建立 （ b )， 设 { Su . r } 表示对 { LU 的自协方差序列.注 
意一阶向后差分 

y,s x — x ( _, 

=« 0 + + I /, — ( a 0 + ai ( t — 1) +17,4〉 

= ai +(/, — U,- t 


具有均值 


E{Y, }= E{aj +U,— U,~i } 

=a! + E{U ,} — EiU, -i} = ai # 0 
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以及随机变最和之间的协方差 

cov{y, ,y„ f }= E{(Y,-ax )(y, ir -a,)} 

= EUU.-U.-OCU.^-U.r-x)) 

=E{U,U nt } - EiU.U.^i} - E{U,tUo t } + EiU.-tU,,^) 

= 5 u. t 一 Su.t-l _ Sv.T 

~ 2su.r Sl/.t-l ~~ itf.rll S s Y.f 

由于幻八}和 any ,, 都是独立于 z 并且是有限的，过程幻1丨是平稳的并具有非零均 
值.为 r 建立 （ ck 设 { 2 , 丨为彳阶向后差分，这和二阶向后差分是一样的.我们有 
E{Z,)^ E{Y,-Y,^} 

= E{Y,)-E{Y,^) =0 ， 

我们能使用如前论证得到 

cov{Z, ,Z, t f} = 2sy. t ~~ sy.t-i — sy.r*i 


= 2(2sa. r 

— Su.t~i 

一 5u.ru) 

— (2su.r-l 

— Su.r~2 

一 5u. r ) 

一 (25( ； ,H1 

- Su, t — 

St7 ， r*"2 ) 

= 6s Utr — 

4iy.^i - 

~ 45t；. r « | "4 - %.r-2 十扣， r»2 


上式依赖于 r , 而不依赖 r , 因此 { Z ,} 是具有零均值的平稳过程. 

练习 [289] 答案 从式 （299 a ) 中我们有 

E { aY )= 士习 E{[d — 外） —（？— 外)] 2 } 

1 V_1 — — 

=— (Y, — fiy) 2 — 2(y, —" y )(F — 外 ）+ (Y^/Xy)*} 

= a\ + \&r{^} — -^jE { CV— ^ty) ^"1 (Y« - Py ) } 

= a\ + var{V} — { (Y —juy )(NF— ) } 

=(Tv var{F}. 

.V-J 一 

练习 [300] 答案 设 P . V 主用这个记号，我们需要证明 2 •由于 

var { Y , } = var { y 0 } 结果在 N =1 时成立.假设它在 N — 1时也成立》即 var { P N l } = 

^( N - l ) 2 "' 2 . 反复地使用练习 [7.2] 的 （ d ) 部分，则有 

var { y.v > *= var| 十 ^^-1 ) 

= var {^-^ V . v-i }+ varO.、-i }+2 cov { ，去 K、-i } 

V— ? 
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.、- 2 

= ^[<4CN- l) iH +ai + 2^cov(Y t }] 

y f*»0 

= — [of (N - 1) 2W + ^ + 2 2 ] 

=^[(N-l)* w + l+ |]([ r 十 1 | 2H -2 I r | iH +| r-1 | 2H >] 

= ^[ <N-1)2H + 1 + S r 2 H - 2 2 r2H + S^ H ] 

= 系 [(N- 1)* H + 1 + 一 (N— l) 2H -1：* ofN*«-*, 

这就完成了证明. 

练习 [302] 答案假设式 （302) 对一些 J 0 >2 成立： 

A )- 1 

var{y« }= var{ }+ 

；-l 

现在 

var { V 7 o _«.^=£ l 、- 〆 /)&(/ )d / 

i 0 -2 

=\ m m ( II f( 27 ))Sv(/)d/ 

=\ m (10 C2 J o ~ l /) + w (2 J o -'/)DIT S(2 , /'>)Sy(f)df 

J - l " i -0 

C LQj 0 (/) + n Jo (/>DSx(/)d/ 

=var{^ 0 . t }+ i4-(r； 0 ). 

所以，我们有 

var{y,} = var{V； e .,} + i4(tv 0 ) + y]wy(fj) 

i ** 

=var{V； 0 ,,} 4- ZMk〉. 

练习 [304] 答案对于 j 活 1 情况的证明可以很容易地延伸到一般 的）， 如果我们可以建立 
证明，滤波器是两部分级联滤波器的等价滤波器：第一部分是^阶的向后差分滤波器 
(这个将{ X ,}变为平稳过程 { K })， 第二部分为具有有限宽度的滤波器 • 很容易从式 （169 b ) 和 

对 j = l 的证明得到， ihi.,}, 的平方增益函数&，（•）的表达式为 

Hj 0> (/)= 只⑽ (2 广 */) 0 ；-»(/) 

= pi (2^-'/> Al^ 1 p 
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应用 Z>(*) 的定义和指示中三角恒等式，对于 
p(2^-*/)= 4sin 2 W】/) 

= 4 sin 1 (ir2 , " J /)[4cos 2 Cn2 >_2 /)] 

= 4sin 2 (x2 广 3 /)[4cos* (it 2 J 3 /)][4cos 2 («2卜 * /)] 

=P(/) JJ 4cos J (w2*/)» 

*-o 

其中 4c OS 2 < w /) 定义向后和滤波器 U，u 的平方增益函数.因此，由定义的平方增 
益函数可以分成两个滤波器，第一个是 L/2 阶向后差分滤 波器. 由于 IV2>£/， 我们现在能写 

Wj D, (/) = 2V(/) 

其中 

B,if> = </) [ XX4cos*(» c2*/) AiA2^f) G) D \ (/) (536) 

裊 -0 

必须是一个有限宽度滤波器的平方增益函数，因为级联滤波器的等价滤波器具有有限的 
宽度. 

练习 [305] 答案用练习 [304] 建立的结果说明，我们能写 

L> ：4t~l 

W,., - Du, 

/-0 

其中滤波器它的由式 (536) 定义的平方增益函数 { y,} 是具有均值内的平稳过程，它 
是由 C/ 阶向后差分滤波器滤波{X,}形成的 • 设战 （•） 表示％.,}的传递函数（因此！ Bf(f) I ? = 
氏（/))，则有 

L.-d-l 

E{W,.,)^ 2 b hl E{Y,- t ) 

<-0 

Lj-d-l 

= Aty = /iyB > (0), 

#=o 

所以当押=0时 £(W,.,}=0. 由于 P(0> = 4sin z (71 • 0) = 0， 式 （536) 告诉我们0， （0) =0 并且当 
L/2>d 时以(0> = 0，在这种情况下，不管忤是多少， E{W } .,} *=0. 余下证明 当外尹 0和172 = 
3时£：{%.,}关0,如果我们可以证明 B,(0> 关0,或者等价地，氏（0)>0这个结论成立.当 
172= d 时 

0,(0)= J4,.(0) 0；^(0)=又, •(()） 

t , f f r 128/512, L = 2} 

=JLj] 2 —96/512, L = 4? 

2 l I [80/512, L=6» 等等， 


其中我们用到亊实 

a ； _,co) = n ^ (0) = 1 - 

/ = 0 


这躭建立了练习的结论. 
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练习 [312] 答案假设谱密度函数估计童 S ,(0 为 


0 <( / |< 1/2. 

E{S,(f>} = 

- S,(/), 

var< S, (/) } 

一 2S)(f) 
V 

= E{U 2 }- 

(E{U}y, 


vS t (f) ▲ 
S ,(/) 

由于 = ? 且 vaH x ;}-2 7 , 有 

且 

卜 2? ， 

对于任一有着均值 E { in 的随机变 Jftt ；， 有 


所以幻 l /*} = vaHU } + (£{ C /})*. 因此 

E{S] (/)}= var{ 灸(川 + (E{ S> (/)>>* 

= 2 SLCP + sf(/) 

7 

= Sj (/)( 专 + 1). 

对于周期图，有 r =2, 所以式 （537) 告诉我们 

E{[S； P， (/)]*} = 2 绔 (/). 

因此我们近似有 

E{A,)= £<[S^(/)?}d/ 

L J -i/2 

D ⑽ d / 

0 (/W = A , 

(频率 / = o , 士 1/2 的值不影响积分 h 即七 是的一个近似无偏估计 fi . 
练习 [313 a ] 答案由于 

E{^x(r>)} = E^aXii } = ar/i 

和 

var{^xCr>)} = var{«Xvi } = 2a 、 ， 

有 

2(£{^(^)}) 2 _ 2a ' ' 


{ ； 2 x(r,)} 2a 、 


7 i . 


利用 Edr ,)} 和 vard ( r> )} 的大样本近似产生 

2^(r,) _ M.yjcCr.) 
中 = 2 A,/Mj ^ A ,. 

作为补充，也注意 

= A , _ 

U rf \ M ,^ x ( r , ) 


(537) 
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练习 [313b] 答案由 Q,(/>) 的定义，（对于 0</»<1/2) 我们有 
p [ Q , (/ »<^< Q ,(1-/»)]* 

由于通过假设有一个以随机变董分布，有 

尸 [ Q ，( p ) < 皆( ( 友 < C ?，( 1 - />) ] = 1 - 2/>. 

方括号中的亊件发生当 R 仅当事件 


同时发生》这两个亊件等价于 


队）< d r () 和 


Q 7 (/>) 


>?vx(r>) 


^ vx ( r .). 


综合这两个事件等价于单个事件 


Vvx(t,) / 2 /、/ rivx(.T,) 

Q:(C 糾 〉< 

这样就给出了练习中规定的罝信区间. 

练习 [314 a ] 答案 对却" （/* >分布的大样本近似告诉我们 E { S l t p> (/ *)} = S,(/ 4 ) =<(/*) 和 
var{S) p> (/*)} = ^ (/*)= «* C )(/*). 使用式 (314a), 有 

E{vx(r>)}as E{S- p} (/*)} 


L«M, - I) -2J 

K s Cjifk)i 


再利用这个公式，以及相互独立随机变貴的和的方差等于随机变量方差的和的事实，我们有 


使用练习 [313a] 的结果得到 


var { w ! r(rj )} «» 2 C *(/*). 

= 2(£{vl(r,)}) 2 
^ var{wx<ri>} 

L<M> - l)/*J 9 

^ 2 C t W) 




C 2 t (A) 


从它可以得到要求的 结果. 
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练习 [314 b ] 答案用假设，我们能写 S ,(/)〜 flC ,(/〉， 其中 

⑽ “ 1 ， 2 士 〈… 4 

U ， 其他. 

现在， “（ r ,) 是有着均值 V 2 x ( r ,) 和大样本方差 2/ V / M , 的渐近正态.其中由式 (307 a )， 

' 0 (/)d/ 

2j l ^a 2 C^(/)d/ 

= 2 L - aM /= F * 

因此可以得 var{^(r>M 勿 a 2 /( 2 ，-〗M >). 由式 （30 S >, 有 

v“ r ))=「 2 S,(/)d/ 

J 一 1/2 
fl/2 

^ aC ; (/)d/ 

J -1/2 

= 2 L" ad/ = F ， 

并且因此勿 W . 从练习 [313 a ]， 

2 ( E {^( r ,)}) 2 _ 2 («/ 20 * _ M , 

7= varf^xCr ,)} 〜⑽知 ~ 2 广 

如果从/2><1,可以确定一个较好的近似是 1, 因为用于形成 H ( r ,) 的和总由至少一个有着芩 
均值的正态分布随机变 童组. 这就导致了练习要求速立的 >? J = max { M ,/2、1}. 

练习[315]答案定义 f 2/ V B 和 

A, = c[ CS (M , ; (/)] 2 d/. 

J -1.2 

其中 C 有待 确定. 由 “<->,(/)/$(/) 分布的假设，我们有 £：{&»,, (/)}=$ (/) 和 vard ^/) — 
2^(/)/^ 由于对任一的机变置 tUn ^ vaHL ^ + ^ l ；}) 2 , 我们得到 

E { A ,}= cJ 1 j 2 2 £{[§(«» (/)?} d / 

=^ (/) (7 + 1)<1/ 

= c(— + 1 )a , , 

\ 7 

所以我们通过取 

c = 1 - ^ — 2 - 

J.-M 2 十？ 

V 

得到一个无偏估计屋.随着(并且因此 7) 增长至无穷，我们有 C —1， 所以估计量变成 

A, = f CS<„),(/)] 2 d/» 

J -1/2 

从岑的定义可知它是合 理的. 
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练习 [320 a ] 答案为了对于尺度 r , 获得一个无偏极大重 黉离散 小波变换小波方差估计憊， 
我们 必须有 M , 三 N — 其中/々=(2'— Da-D + l . 对于 N =】026, 当 L =2, 4, 6时， 
不等式成立的最大/分別为>=10, 8, 7. 

练习 [320 b ] 答案 j 层极 大龙* 小波变换哈尔小波滤波器有一个脉冲响应序列包含以 
下 ^=2* 个非 零值： 

111 1 

- -V- - -V- ■ 

2>- 1 个 2，- 1 个 

因此对 (X 丨，相应的极大重黉小波变换系数由 
V 1 

w ,., = 2 d 

卜0 

1，】 1 

= -TT S X • - • - X > - ^ > 

乙 / - 0 

——爪十 — /” 一（ Xiw 1 <+如 + (/ — 2广】 一/>)] 

^ /~n 

^ '-I 

= -p- y! ( X ', ../— a t 2 j l ) 

^ twG 



给出.所以 

Ed ( r ,)}= E { W „ t ) 

— E{ [W，,] 2 >+ aiTjE { W h , >4 - qpr* 

= VK- (ry) + ^-Tj 

(练习 [305〕 第一个结果告诉我们 }=0). 如果上面的第二项支配第一项，那么有 
vx(r>) 勿，所以 log |n (ioc(r,)) logio (2> + logui(l fli I > + log ，。（ r>), 

因此作为 log , c ( r ,) 为函数的 log , 。（吵（ 1 ^)的图近似为有单位斜率的直线.我们应该也有 
la , |/2. 从图 318 上部得到关于 A 的一个粗略估计是一 WO 000/1000=_150 奄傲秒，所以 

我们应该有 vx ( n )+75 毫微秒；事实上 〕 x ( n )471.38 毫微秒，所以图319哈尔小波方差的现 
象儿乎可以完全解释为根据（ X ,}的近似线性漂移. 

练习 [322] 答案就像对练习 [320 b ] 的解，我们可以将彳 F ,( ri )} 的）层极大重叠小波变换 
哈尔小波系数过程表示为 

%，《=去 S KnXW-An 〉 

= J y <- r f - i ( r >) (540〉 

=- ( tv )]. 
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假定向后差分过程 { V ,( n > —冗有零均值也意 味着幻 ％,,} =0( 之所以得到这样的结论 
是因为我们可以记 

Y,-/(r> ) — ^,_ r (n ) = [?,•.< (fi ) — SV i-<(ri )] 

+ drn(ri) — )]+ … 

+ t 2-/ ( ri ) ~ y»- r/ . ) !-/ (ri)] 

+ C?r-r ; n-<(n) — Y, - ri -i(ri )]♦ 

方括号里面的每一项都有零均值）.对式 （540) 两边先平方再取期望就得到要求的 结果. 因为 

wY ( r >)= var { W ; .,}= E { W ^,}. 

练习 [345] 答案因为并不受环状影响，我们可以写 

L r l 

= “， ”一卜< • 

/=-0 

具有 W , ., 的一个类似表达（上面是式 （96 d ) 去掉* * mod ； V ”). 式 （345 a ) 立即根据练习 [7.2] 的 （ d ) 
部分得到，因为 

COv{X?>(,! 1 )- 1 -/ (,M> 1 /* } == 5x. 夕 

当 j = / 和， = f + T •时，我们有 

L r l, r l 

COv{Wj., ,Wiy y — 2' 

/*-0 / =0 

我们可以把右边的项认为是对称 L , XL 阶矩阵所有元素的和，它的第（/， Z '〉 个元素由 

给出. 我们计算这个和通过从/=0到乙，一 1逐行计算； 然而， 也可以通过逐次计算对角线来 
计算这个和.考虑第 m 个这样的对角线，其中 m = 0， 1, 一1，…分别是主对角线，第一个上 
对角线和下对角线等的指标. w 个对角线的元素满足 / — ’ = m ， 因此由‘, s x , 2 ， rl * 给出， 
其中当 m >0 时/=0, …， Lj-m-l. 通过对这 — m 个元素求和，再回忆所讨论的矩阵是 
对称阵便得到式 （345 b ). 

练习 [348 a ] 答案将式 （267 c > 中给出的 从 .，的表达式 （△? 取1，所以 /a = 1/2) 代人 
式 （345 a ) 中产生 

CO v { w ," 卜 SSa , 人厂，…/•一 
/*-0 J 2 

=以备.叫 (' gw 叫 

^ 二斤(，〉职 />&(/)#-— V + U M /. 

由于 cov { W ,.,, Wr.^^coviWyy, W ht ), 我们可以用/和 〆 替换 ） 和 / 以获得要求的结果（这 
样的替换允许我们在一些子序列的表示上去掉—些负号 )• 
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练习 [348 b ] 答案如果我们对式 （348 b ) 右边作变量代换 / = 2 V , 得到 

cov{w,.,,w„ f . r }= Mih Sx (ih df/ 

其中最后一行成立时因为积分是以 以为周 期的.如果我们把区间[0, 2>]划分成2/个互不重 
叠的单 位长度区间，得到 

coviVV^, ,W, w(r }= ei2#/T n > ( 2^) Sx (^) d *^ 

= ^{； e - gH ; (^) S x (^) d /, 

其中我们作变最代换 /=/ 一 A 并且利用，因为鯰是一个整数.如果我们能够 
证明 

A(/) ^ (^-^)Sx(^T^) 

是以单位为周期的周期函数，那么就得到要求的结果.为了说明它是正确的，注意 

A (/+1 )=S ^(^^)5 x (^^) 

*=0 

士,(宁 M 宁） 

= S = 

身 = 0 x 

这里最后一行成立是因为，事实上 

n >{ £ ir L ) Sx { L ¥ L ) = ) M 多)， 

因为九/«)和5/(*)都有单位周期. 

练习 [3 SS ] 答案用通用的记号，式（302>记为 

J 

var{ X , } = var{ V J%0 } H - wx (r, ) i 

；-i 

其中 V ), fl 是极大重叠小波变换尺度系数，它通过 V 0, D /2 M = R ,«> 与离散小波变换尺度系数联系起来. 
得到 vaHVOd / NsvaH %.。}; 同样， 4( f ,) 是极大重金小波变换小波系数的方差，它通过 
,与离散小波变换小波系数联系起来得到 v ar { W M }/^= A ( rP . 
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缟习 [362 a ] 答案我们使用这样的事实，如果 A , B 和 C 是方阵，那么丨 ABCI = | BCA | 
和 = • ] B \ ,因此 

I I = I W T A.v W I = I A.v WW T j = | As In I = I An M /.v I = I A.v I. 

因为恒等矩阵的行列式是 1. 由于确定对角矩阵的行列式是由对角线元素相乘，并且由于对角 
线元索如式 （355 a )， 那么 

; j 

I A.V . = Cjn jjc^> ♦ 因此 log ( [ An I ) = log ( C ;, i ) + ^ N ^ ogCC ,) , 

其中.如通常 = 

练习 [362 b ] 答案首先注意 



X r X'x'X= X 1 WX = W t Av j W 

[ Wx / c , 


[w7,w z T ,.” ， wJ ， vj] 


㈣ 

Vlo I 
aiC ； f AS ) 


=<y. 2 C ； !i°( 5 ) + % <»fCT( 5 ) § W ’，’ ’ 

它析出因子 1/ W 就得到要求的结果. 

练习 [365 a ] 答案由于小波滤波器中的嵌入差分运算，小波系数与时间序列的样本 
均值无关；另一方面，单个尺度系数 A .。 明显与样本均值有关，因为，如果我们对一个有着 
样本均值 X 的时间序列 X 进行离散小波变换，那么、.。二又#.通过注意时间序列 X —户 1 
有一个样本均值:？一户，因此，相应的尺度系数采用形式 = —沁#，这样就可以立即 

从练习 [362 b ] 的结果中得到所要求的结果 • 

练习 [365 b ] 答案时间序列 fsX—Xl 有一个零样本均值，因此，尽管 X 和 X '的小波系 
数是相等的，但是尺度系数分别为又#和零.当取零时，式 (363 b > 的极大似然估计 
S , 2 (5) 减小至式 (365) 中的极大似然估计，当过程均值未知时反转而导致对于$的准确的减少的 
对数似然性. 
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练习 [371] 答案（改变尺度和重新定位的）对数似然函数是 


l(d,ol I W 二）安一 2log([U，af I - N^og^n) 

= SS (^- Mog ( C ,)). 

>«l 1:0 W 

回忆 C ,=( T ? C ,'(5)， 我们得到 

, . N ,-、 J 0 

US ’ aT ' *•； gN ; bg ( C ； ⑶). 

对右边关于 W 微分，令得到的表达式为零就得到式 （371 a ) 中的巧 （ tf ). 把 W ( d ) 代人上式且减 
掉 N ' 就得到式 （371 c ) 所示的减少的似然函数. 


练习 [373] 答案从式 （370 a 〉， 我们有 X — 士=£)，其中云三 VV ^ M ^ ,因此 

l ! X - T || 2 = || w T w ”* li 2 = I ! w nh 11 *, 

因为 w T 是一个规范正交变换. 

练习 [39 S ] 答案规范正交变换的保持能量性质是说 II 0||*= || 卩.因为 
|(0||*= (I TmO || 2 + || (/ v - I M )Or 

和 


我们就得到要求的 


\{d~d m V= (i o J o- o T JmO II 2 
= I ! OUly - X M )OV 
=II (/.v - l M )OV ， 


c M1 


_ if jmOU 2 

'II 011 2 


iiQli 2 - II (/ n - 2 m)Q P 
I ! O II r ' 


\\ d - d m r 

\\DV 


练习 [404] 答案注意到 

A ⑷ （0,) =- O ； 1 ro .^»((^) - ^ sign { O ,} 1[,2. ( Of ). 


因此就得到要求的 

1Z{a nl ,O t ,S)= ai,~ Zai, 1: 以》 (Of) + 邙 W, (0?) + f l[U0f 〉 

——aii l[o,» 2 »(Oi ) 4 - 1[* 2 .<* > ) + 0>i l：o.r > (Of ) 十 S 2 （O?) 

=[0? — (M) + 十 ^Did'- 〉（ 0) 

= Of — aii 一 [0? — <rj< (0?) 十 [_oh -r S 2 (Of) 

==a— a+( 2 <^—of+ 沪 ） iY..><a). 
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练习 [407] 答案我们有 

E {( R t - a t O , y ) »= E { R ]} - 2 a ,£：{ J?,CU + a ? E { Of } = /( a ,) ， 

它是关于山的一个二次函数（假定关 o ). 为了确定这个函数的极值，我们对上式关于《, 
微分.令得到的表达式等于零，得到 

=-2 E { R l O l }^2 a , E { Oi ) = D 


(由于二次导数是2£{邙丨，因此是正的，如果关0,极值实际上是极小值）.上式等价 
于所要求的 

- E {( i? y - a ,0/)0/} -= 0. 

练习 [441] 答案让 6 T 表示 VV 的行向 S ， 那么在处产生 系数〜即〜 

在式 （262 c ) 中让別 = fr T , 利用前边练习中的对2,进行分解并且回忆 t T = 6 H , 因为 W 是实值， 
那么我们有 

var { n >w } = b T X,b ^ b H T^DTb = (,Tb) H DTb. 


现在， fr 是 6 的规范正交离散傅里叶变换，它通过 ，…， 的傅里 

5 0 0 

1 _ | 0 Si 

var{«>./}= ,Bi* ， … ， Bii-i] 


j^[Bc , B * ，…， 


10 0 
So Bo 
S , B , 


- Bo 

B , 


LSm- i Bm~) 


注意 IB * I *= I H , (奋） 卜 W , (夯）得到式 (441 b ). 


练习 [464] 答案让《在 2 々一 21 所以 

2' 7 r ~ m = m + 2 备 一 m , k = 2 一 *« 和 2 J dt = du. 


(545) 


那么 

I U)Ut)dt 

= J * 2-^( 2 - >t - m )2' 1 2 2~ (i ' 11 f - *) d / 

=J" ^(«+2A-m)2- 1 2 ^(2 l «)d« 

=J ^0.*-2* («)^1.0 ( «)du = ( * ) t ^ l.O ( * ) ) ^ gm tk - 

为丫证明推论是正确的，注意，由于/妄）一 1， rn'-=* 和〆 =m， 

m (. ),^-1* (*)> = 〈先 -“•（•），先."（•>〉 38 <免._(•)，先化 **(•〉〉 = gm-n r »= gk^in, » 

其中我们利用了第一部分. 
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练习 [466] 答案对式 （466 c ) 两边进行傅里叶变换得到要求的 


< P ；+ i </>= 2 ^ o (/— 2 U ) e~ iU, 'dt 


V g ie ~ a ^ fl \ M 先，。(卜 2") e _ a 价沁， 


= G (2 V>J 

= G (2 / />^>(/). 

练习 [468 a ] 答案首先我们说明，任何非零的整数 m 可以写成 m = f [2 j + l ]， 对于一些 
和） 6 Z . 注意， 为了验 证它设/=-0,我们得到 m «=2>+ l , 它产生所有的奇数；另一方 
面，我们可以把任意偶数 m 看作一些奇数2 ; + 1和一些 f 而 />1 的乘积.在式 （465 c ) 中置 
« = /+!»我们得到 


2*[2H-11 


c (^±^) 


“( 空 ) n。) . 

乘积中的是 = /+1 项包含 + h 然而， 6(0 是周期为1的周期函数，因此从式 M 68 a > 
有6(>+ j )= d ?( + )=0. 所以 < M ；»)=0( 这里用到的方法是基于 Daubechies ， 1992， p . 
174-175). 

练习 [468 b ] 答案首先注意，式 （465 a ) 的两尺度关系推出 

多“十灰）=>/2 g , ^(2 t -{-2 k — l r ) , 


Ht)4>(t + k) = 2 2 S i/ 0^(2«+ 2k — l'). 


两边对 〖进行 积分，得到所要求的 


2 T , g t gr \° J^t-mnt^rZk- 




2k-f)At 


y ~! St gink . 
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练习 [474a ] 答案 

— J ^(/― m)^(t 一 n)d/ 

= C[J ^( 2 ，— )][盖 gi^(2t— 2n— / ; ) J d/ 

= 2 2] 2 ^ St f H2t- 2m- - 2n- l r )di 

i*=r—ooj* ••— oe */—<» 

— S ^ h t gA iit— 2m— Zn— i^dt 

t » f » 一 》 J - x 

= gUtm-tn 

t 華 ■勿 

oo 

~ 2 h “‘ g,^ n - S n — n~ m 

= 2(-1)^ g,.,..- , i,. H - 

-Ui ^ 

= S ( Hw ^--+ Yj ( w ' iw - j - 

卜 _<» /=-<|./2)U 

- S ( ~ 1 广"’ gtH-.'-L f -/-. _ S (- 1) <U, 发 

^U2 l^l/2 


_ — S i n-m - 

代 l ^ L /2 

= 0， 

其中最后一行是由于对于所有的 / 和，且因为 L 是偶数， =(_1)"” L = (~1 V 
另一个可以替代的证明是注意通过引用练习 [77] 的结果 

^1 gt'lm Zn *= ^~lg~l+2m-tm 

/•• —OC / 緣 一 cc 

= 2 = 0 . 


练习 [474b ] 答案我们有 

J J n)dt 


2 h c i (2 t -2 n ~ l ') dr 


2 2 2 ^(2 f - 2 m - /)^(2 r - 2 n - 

!•—oo/ # — <® ^ 



548 


附录 


~ hi h i f \ 一 2 m — — 2 n — /’）df 

= ht h I \ l m -2 n 

— r—. 1 \2l\2>n-2it — — 

一 2^(" 发卜/豸 I -/-2 明 2 n 

= gl \ Kl l -2wf 2m 
= 2 ^ 石 m 、 n ， 

因为单位能量滤波器 U ,} 与它的非零偶平移是正交的（参见练习 [76 b ]). 

练习 [476] 答案由于 L 妄（一(式（472)>，我们有（令 m=l — / 

H(/) = 2 E ( ^ gx-i-L^ Ufl 


2 (-1)^ g.e- 


2 gn ,^ 

m= -( 卜1》 

0 

e -i2n/U-L> ( 一 1 广 L e -W " g m ^ ntm 

e- a ^ <, - n 2 以《 /_ 音 )” 

e 部卜 , •*( 2 

\ m = -(/.-l> f 

e' 2 * /{, ' ,> G- (/- + ) 

e-’-M (去 -/) 


(我们利用了当 L 是偶数时 （_1)〃 =1 这一事实）. 

练习 [479] 答案我们有 


d - M (.)， 办 .“•>>= {_? (卜 [ m — 2 走]) 
= J 於(（ 一 [ m —24]) 


y/2 

y ! l ) 


^ Cr — [ m — 2*])^(/~ l)dt 


L ) 
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如像练习 [464] 中，让"—2*，因此式 （545) 成立. 那么，就得到要求的 
)>H= | 先 . 《 (') 办 ，】.》(/>* 




2 ^(2 ^-m)2 ' A)dl 

♦(“ + 2是 一 »»)2 1 *0(2 -> «)dt< 

Cw)^i.o(«)d« 


= .2* ( • 〉 ，0 t “、（ •） 〉~ h m u ， 

练习 [481] 答案我们有 

Vs.t — <4、 （•）•&.*(•)> 

=< • ) — </i (• ) • 彡 2.* (•)) 

= ( jr («) •)> — 


= <jr(»),f2.*(»)> — yi 比】 . 構 <U*) ， A.*(Q> 

= ( x (•) »^.*(»)> * 

由于 

U .〉 丄办 .》(•) 对 € Z 因此 

类似地， 

U ， 2.* = Ol ( • > ， Vfe.* ( •) > 

—< J"( * ) - </| ( •) ，办 .1 (•) 〉 

= 〈 >r( •) ，必 .* (•) > — {d\(») < •)> 


= — ^ 叫._〈办. 》(•) ，必 •*(•)〉 

mi - * 

= <•!■(• > ，必 .* f • ) ) * 

由于 

办 •*(•> 丄 对于 乏 Z 因此_ /关 A 
对于一 般的情 形注意 奴/)=^ 〆 /> + 沁-十… +4(<). 因此, 
v >，*= < s ，.】（•> ，失.*(•)〉 


= < j (0 - (•)，< 〆 •）> 

/‘I 

/ -1 . 

=<-r(.),f.*(.)> - 〈必 （•），<*(•)〉 

卜 I 

J > * 

=<JT( • > ，先 ■*( • ) > 一 2 2 W /.<" 〈办 ._< •) ，先 ‘* (•)〉 


= < J ( •>.<*(•)〉， 

这里我们乂一次用到了 

夂 *(•) 丄办 ■»(.) 对于€ z W 此 /<). 
对于 It，,.*— 般情况类似地 得到. 
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练习 [482] 答案从多分辨分析的定义，我们有对任意的），4 Vh , CV ; , 它意味着 

U = U 〜 

/6 - r <<.K/ 

另一方面.事实意味着 

v, u u w, u (X © wj u [v 广 ，㊉ •] 

= v , U [ V , © w ,] u [ v , ㊉ ％©%_】]. 

由直和的定义，对于任意的集合 A 和0,我们有 ACIA ㊉ B , 转而它又暗含了 AU[A ㊉ 
因此 

V, U V, t U = V，㊉ ％ © W,^. 

因此我们可以证明所要求的 

L 2 (R)= (J V, 

/€2 

= v, u V,.., u v 广 2 u … 

= V , ㊉ ％ ㊉ 识广， ㊉ …. 

练习 [484] 答案我们希望证明，对于7/1=0,…，”，妒 "^(0) = 0 意味着.对于 m =0, …， 
n , H '- UO - O . 我们使用归纳法.由于少 (/)=< +) H ( j )/#， 那么结 果对丁 《=0和1时 

成立的，因此少(0> = 0意味着 H (0> = 0, (少(0) = 1)，我们仅黹要证明妒 n (0) 推出 H m (0> = 
0. 假设结果对于》—丨成立.现在假定对于 m = 0， … ，”， ^- > (0) = 0.从对乘积微分的莱布 
尼茨 （ Leibniz ) 定理知 

但是 • 如果对于》| = 0,…，《， ^""(0)=0, 那么对于 m = 0, …， 《 — 1， ^ m > (0)=0. 由于 
我们假设结果对于 1 成立，我们对于讲= 0,…，》_1， W < w > (0)=0； 然而. 由莱布尼茨 
公式 

* r "- 1 

^^ co ) - -p 2] 

v2 L "• j ° 

因此少^ (0) =0 =伞(0〉只 (<| ，（0〉.由于巾 <0) = 1， 我们有 H ⑷（0> = 0，它和对于 m = 0， …， 
u — —起表示对于 m = 0, …， u ， H tm > (0) = 0, 结论得证. 

练习 [485] 答案我们有{百」 ㈠ &•)• 它意味着；其中丨是 { 心丨的 
ft 相关（见式 (25 b ) 和 （25 c >). 因为 L 是实值的，丨必须也是实值的，因此我们有 

g *gt ~ (g */?<). 

= ( J ?，5(.) e ，*-" d /) 

= f * a (.) e H 2 ff /, d /= g * g - t ， 

J - 1/2 


® (” ^(0)/7 ⑷ （0) 十 CJ><0)H ⑷ （0> 
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因此是一个偶序列.所以 

L- } 

3(/) = X) ^ *^,e ^ +2^] f *g t co&(2nfl). 

f~ U. I) 卜 _J 

关系《«( 2 » 1 //> = 20 ) 8 ( 211 /[/ — l ]) co S (2> r />- co S (2 jr / l ：/—2]) pf 以重复用，把上式的求和简化 
为 co S (2 ir /) 幂的一个线性组合.最后，因为 

Gif) = cos%/) Q(/) = ( 1-f C °^ (27T/) ) r G (/>， 

我们可以断定 Q (/> 必定还是一个关于 cos (27 t /) 的多项式. 

练习 [488] 答案 首先注意，由于 z = e i 2 "， 由此得出 c * =z *，因为丨 s 丨 * = =1. 

因此 

7 1 令 _1 

[Qo(*)] # = J1 (z~ l —*/■>= H («"' — *,) = Qo(z l )* 

/ =1 <=l 

其中中间的等号成立，因为.为了使 a («) 是一个实值滤波器 z 变换， 根 &必须要么实值（在 
这种 情况下 < =^)或者成对出现，彼此之间互为复共轭. 

练习 [490] 答案 展开 SU 〉， 我们得到 

G(z) = -—^(6| z 3 + [1 + 26i ]z* + [2 + 6! ]jt + 1 ) t 
Ay/2 

然而，比较上式和式 （490 b )， 发现多项式的系数现在颠倒了，由此得出上式导致一个 D (4) 尺 
度滤波器的逆滤波器. 
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